clear
close all

% sinsusoide

dim=100; % dimension linéaire de 1'image
Dx=1; % pas (taille du pixel)
x=0:Dx:(dim-1)*Dx; % vecteur des x

whos x

y=X; % vecteur des y
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Tx=20; % période de la sinusoide

I=ones(dim, 1)*(1+cos(2*pi*x/Tx));

whos I % sinusoide (en fait un cosinus) selon x,
% de période Tx et évoluant de @ a 2

figure(l), colormap( )

subplot(3,2,1), imagesc(x,y,I)
title( ), xlabel('x"), ylabel('y'), colorbar, axis(

subplot(3,2,3), plot(x,I(dim/2+1,:)), axis( )]
title( ), xlabel('x"), ylabel(

subplot(3,2,5), plot(y,I(:,dim/2+1)), axis(
title( ), xlabel('y'), ylabel(

% FFT(sinusoide)

Ichap=fft2(I); % FFT(image)

whos Ichap

Ichapmod=abs(fftshift(Ichap));

whos Ichapmod % module de FFT(image)

fx=1/(dim*Dx)*(-dim/2:dim/2-1); fy=fx;
% vecteurs des fréquences spatiales

subplot(3,2,2), imagesc(fx,fy,Ichapmod)
title( ), xlabel( ), ylabel(
colorbar, axis( )]

subplot(3,2,4), plot(fx,Ichapmod(dim/2+1,:)), axis( ),
title( ), xlabel( ), Yylabel(

subplot(3,2,6), plot(fy,Ichapmod(:,dim/2+1)), axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel(




% cas de la sinusoide décalée

dec= ;
Idec=ones(dim,1)*(1+cos(Z2*pi*(x-dec)/Tx));
Idecchap=fft2(Idec);
Idecchapmod=abs(fftshift(Idecchap));

figure(2), colormap( )

subplot(3,2,1), imagesc(x,y,Idec)
colorbar, axis( D
title( ), xlabel('x"), ylabel('v')

subplot(3,2,2), imagesc(fx,fy,Idecchapmod)
axis( ), colorbar
title( ), Xxlabel( ), ylabel(

subplot( plot(x,Idec(dim/2+1,:))
axis(
title( ), xlabel('x'), ylabel(

subplot( plot(fx,Idecchapmod(dim/2+1,:))
axis(

title( )
xLlabel( ), ylabel( )

subplot(3,2,5), plot(y,Idec(:,dim/2+1))
axis( D
title( ), xlabel('y'), ylabel(

subplot(3,2,6), plot(fy,Ichapmod(:,dim/2+1))
axis( )

title( )
xlabel( ), ylabel( )
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Autres exemples communs/utiles

—> Porte bidimensionnelle

fl =11 (2) (2

TF(porte en x) = sinc(u a) ; TF(porte en y) = sinc(v b)

f(u,v) = sinc(ua) sinc(v b)

rmag 1 : [|(x/a) et [](y/b) sont des fonctions séparables
en X et en y => pas de convolution dans le plan de
Fourier ici !

rmq 2 : Les portes en x et en y servent ici a décrire le
fait gu’une image est de taille a x b (en pixels).

rmqg 3 : [](x/a) = porte de largeur a en x.
sinc(u a) = largeur inversement prop. a a.

Quand a augmente, le pic du sinc augmente, mais sa
largeur diminue => plus la porte est large, plus le sinc
dans Fourier est étroit.

sous Matlab/Octave :

>> dim=128; a=20; b=20;
>> P=zeros(dim,dim);



1 dim/2 dim/2+1 dim

>> P(dim/2-a/2+1:dim/2+a/2,dim/2-b/2+1:dim/2+b/
2)=1,;

>> colormap(gray)

>> jmagesc(P), axis(‘square’)

>> Pchap=fft2(P);

>> jmagesc((abs(fftshift(Pchap))).N0.5), colorbar




Exercice 2 : Reprendre I’exemple précédent et
augmenter/diminuer a et b. Que remarque-t-on ?
(Prendre par exemple 3 valeurs : 20, 10, 40)

(Mettre aussi les bonnes échelles de fréquences
spatiales dans Fouirier...)

clear
close all

dim=128; fx=1/(dim*1)*(-dim/2:dim/2-1); fy=fx;

% ler exemple

P20=zeros(dim,dim); a=20; b=20;
P20(dim/2-a/2+1:dim/2+a/2, dim/2-b/2+1:dim/2+b/2)=
Pchapmod20@=abs(fftshift(fft2(P20)));
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% 2me exemple

P4@=zeros(dim,dim); a=40; b=40;
P4Q(dim/2-a/2+1:dim/2+a/2, dim/2-b/2+1:dim/2+b/2)=
Pchapmod4@=abs(fftshift(fft2(P49@)));

% 3me exemple

P1@=zeros(dim,dim); a=10; b=10;
P10(dim/2-a/2+1:dim/2+a/2, dim/2-b/2+1:dim/2+b/2)=
Pchapmod1@=abs(fftshift(fft2(P10)));

% figure finale
figure, colormap( )

subplot(2,3,1), imagesc(P20)
colorbar, axis( )
title( ), Xlabel('x'), ylabel('v')

subplot(2,3,2), imagesc(P49)
colorbar, axis( ))
title( ), Xlabel('x"), ylabel('v')

subplot(2,3,3), imagesc(P10@)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel('x'), ylabel('v')

subplot(2,3,4), imagesc(fx,fy,Pchapmod2@.A.5)
colorbar, axis( )
title( ), Xlabel( ), ylabel(

subplot(2,3,5), imagesc(fx,fy,Pchapmod4@.A.5)
colorbar, axis( ))
title( ), xlabel( ), ylabel(

subplot(2,3,6), imagesc(fx,fy,Pchapmodl@.A.5)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel(







—> Gaussienne bidimensionnelle

2 y2
f(x,y) = exp{ - >} exp{— g

F(u,v) =a exp{—n(aw)?} b exp{—n(bv)?}

sous Matlab/Octave :

>> dim=128; sigma=10;
>> G = fspecial(‘gaussian’, dim, sigma);
>> ..

Exercice 3 : Idem que l'exercice 2 mais avec la
Gaussienne...

(En prenant 3 valeurs de sigma et en étalonnant
correctement les fréquences spatiales)

close all
pkg load image

dim=128; fx=1/(dim*1)*(-dim/2:dim/2-1); fy=fx;

% ler exemple

a=a;

G8=fspecial( ,dim,a);
Gchapmod8=abs(fftshift(fft2(G8)));

% 2me exemple
a=32;
G32=fspecial( ,dim,a);

Gchapmod32=abs(fftshift(fft2(G32)));

% 3me exemple

a=s;

G2=fspecial( ,dim,a);
Gchapmod2=abs(fftshift(fft2(G2)));




% figure finale
figure, colormap( )

subplot(2,3,1), imagesc(G8)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel('x'), ylabel('y')

subplot(2,3,2), imagesc(G32)
colorbar, axis( )
title( ), xLlabel('x'), ylabel('vy')

subplot(2,3,3), imagesc(G2)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel( D)

subplot(Z,3,4), imagesc(fx,fy,Gchapmod8)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel(

subplot(Z,3,5), imagesc(fx,fy,Gchapmod32)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel(

subplot(Z,3,6), imagesc(fx,fy,Gchapmod2)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel( ), ylabel(
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—> Dirac :
ax,y) —TF—>1(u,v)

—> Continu :
aikxy) —TF—>ad,v)

—> Peigne de Dirac :

@ (x). w) () —TF—> Ill1/a) (). Ham) (v)
La fonction Sha de période a en x (lllp) (x)) et de
période b en y (lllib) (y)) décrit, notamment,
I’échantillonnage d’une image (les pixels!)...

(on prend dans la suite Ay=Ax=taille du pixel)

=> image discrete (x,y) = image continue (x,y)
(M) (x) . ) (v))

=> DFT(img discrete) (u,v) = DFT(img continue) (u,v)
" (Hax (u) . Hle1iax) (v) )

(ou * décrit le produit de convolution)
Or : 1/Ax = largeur de toute la DFT

Donc, on a : échantillonnage dans le plan direct =>
périodisation dans le plan de Fourier !



- 3 propriétés remarquables de la TF

—> Dilatation

L Y A

f(=, ) —par TF = |a] |b| f(au,bo)
a b

Ce qui est étroit dans I’espace direct est large dans

I’espace de Fourier, et vice versa.

—> Translation

Flx 4+ z0,y +yo) —par TF — f(u,v) exp {—2um(zou+yov)}

car on a au passage...

f(x + 20,y +yo) = [z, y) *d((x + 20,y + Yo)

rmg 1 : ce qui constitue un excellent moyen de
décaler ou interpoler une image... (simple
multiplication de la TF par un terme de phase.)

rmqg 2 : le module est inchangeé.

—> Convolution

f(X,y) *g(xiy) —TF—> /\f(U,V) . Ag(U,V)
f(X,y) . g(X,_V) —TF—> Af(U,V) i Ag(U,V)

C’est la propriété que I’on va utiliser pour le filtrage
(... et qui est au cceur de la déconvolution...)



Exercice 4 : Décaler la Gaussienne bidimensionnelle
de I'exercice précédent (avec sigma=10 px) de 10,4
pxenxet-10,4 pxeny, par TF.

Etapes :

(1) création de la Gaussienne (plan direct)

(2) calculer le terme de phase (plan de Fourier)
(3) appliquer le terme de phase (plan de Fourier)
(4) revenir dans le plan direct

L’étape (2) revient a écrire correctement le terme de
phase exp(-2 i ™ (xo u + yo v) dans Fourier... terme
qui doit étre un tableau de mémes dimensions que
I'image de départ (et donc sa TF et donc la phase de
cette TF). Ici xo et yo sont les décalages
respectivement en x et en y, et ce sont des nombres,
pas des tableaux. Par contre, u et v doivent décrire
toutes les valeurs des fréquences dans le plan de
Fourier... Ce sont donc des tableaux de mémes
dimensions que l'image de départ. Par exemple :
u=ones(dim, 1)*fx, ou fx=1/(dim*1)*(-dim/2:dim/2-1).

Attention : on est ici dans le plan de la FFT, avec son
décalage d’un demi-tableau a droite et vers le haut, il
faut donc utiliser fftshift de maniere a avoir les
fréquences des tableaux de u et de v en face de
celles de la FFT de I'image.



% préliminaires
clear

close all

%pkg load image

dim=128; % taille des images
fx=1/(dim*1)*(-dim/2:dim/2-1); fy=fx; % vecteur des fréquences

% 1/(N AxX)*(-N/2 .. @ .. N/2-1)

% on peut aussi écrire

5 Tx=((0:dim-1)-dim/2)/dim; fy=fx;
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% Gaussienne

a=10;

G=fspecial('gaussian',dim,a); % Gaussienne
Gchap = fft2(G); % TF(Gaussienne)

% terme de phase
decx= 10.4; % décalage en
decy=-10.4; % décalage en
uo=ones(dim, 1)*fx; % matrice des (par colonne)
vo=uo'; % matrice des (par ligne)
u=fftshift(uo); % car le plan de la FFT est "shifté"
v=fftshift(vo); % d'un demi-tableau en u et en v
decfou=exp(-complex(@, 1)*2xpi*(uxdecx+vkdecy));

% TF(décalage) ; complex(@,1)=i
% décalage
Gdecchap = Gchap.*decfou; % TF(Gaussienne décalée)
Gdec=real(ifft2(Gdecchap)); % retour dans le plan direct

% figure finale
figure(1l), colormap('jet') % colormap "jet" (voir help colormap)

subplot(3,3,1), imagesc(G)
colorbar, axis('square')
title('Gaussienne'), xlabel('x'), ylabel('y")

subplot(3,3,2), imagesc(fx, fy, abs(fftshift(Gchap)))
colorbar, axis('square')
title('|TF(Gaussienne)|'), xlabel('u'), ylabel('v"')

subplot(3,3,3), imagesc(fx, fy, angle(fftshift(Gchap)))
colorbar, axis('square')
title('phase(TF(Gaussienne))'), xlabel('u'), ylabel('v"')

subplot(3,3,4), imagesc(fx, fy, uo)
colorbar, axis('square')
title('matrice des u'), xlabel(’

subplot(3,3,5), imagesc(fx, fy, vo)
colorbar, axis('square')
title('matrice des v'), xlabel('u'), ylabel('v')

subplot(3,3,6), imagesc(fx, fy, angle(fftshift(decfou)))
colorbar, axis('square')
title({'terme de phase'; 'pour le décalage'}), xlabel('u'), ylabel('v')

subplot(3,3,7), imagesc(Gdec)
colorbar, axis('square')
title('Gaussienne décalée'), xlabel('x'), ylabel('y")

subplot(3,3,8), imagesc(fx, fy, abs(fftshift(Gdecchap)))
colorbar, axis('square')
title('|TF(Gaussienne décalée)|'), xlabel('u'), ylabel('v"')

subplot(3,3,9), imagesc(fx, fy, angle(fftshift(Gdecchap)))
colorbar, axis('square')
title('phase(TF(Gaussienne décalée))'), xlabel('u'), ylabel('v')
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(2) Filtrage dans le plan (complexe) de Fourier

« On utilise le théoreme de convolution de la TF :

f*h —TF—>feh
foeh —TF—>f*h

avec f = image, h = filtre => lAz = fonction de transfert
de h

h = filtre (et h sert de masque dans le plan de Fourier)

idée ici est de modeler / (@ travers son module) afin
de modifier la distribution des fréquences spatiales
présentes dans I'image f.

- Filtrage passe-bas

On fait diminuer les valeurs de |h| au fur et a
mesure que I'on s’éloigne du centre (0,0) des
fréquences spatiales, favorisant ainsi les plus
basses fréquences en atténuant les plus hautes.

Cette distribution peut-étre brutale (on « coupe »
alors les frequences plus hautes qu’une certaine



fréquence —de coupure— a l'aide d’une porte de
largeur (2 uc, 2 v¢) autour du frequel (0,0), ou : uc
est la fréquence de coupure en u, v celle en v.
Applications : supprimer les détails fins, réduire le
bruit.

Remarqgue : on prend en général des fonctions de
transfert /1 autour du frequel (0,0).

Exemple : revisite du filtrage Gaussien (ou I'on
cherche a faire le filtrage Gaussien du chapitre 3
mais en passant par Fourier...)

>> dim=128;

>> [=zeros(dim,dim);

>> [(:,1:dim/2) = 0.6;

>> figure, colormap(gray)

>> subplot(3,2,1), imagesc(l), colorbar, title(‘img’)
>> [chap = fft2(l);

>> whos Ichap;

>> subplot(3,2,2), imagesc(abs(fftshift(lchap)).™0.5),
colorbar, title(‘|FFT(image)|’)

>> h = fspecial(‘gaussian’, dim, 0.849);

>> subplot(3,2,3), imagesc(h.™0.5), colorbar,
title(‘Gauss’)

>> hchap = fft2(h);

>> whos hchap;



>> subplot(3,2,4),imagesc(abs(fftshift(hchap)).~0.5),
colorbar, title(‘|FFT(Gauss)|’)

>> [chapfilt = hchap.*Ichap;

>> whos Ichapfilt

>> subplot(3,2,6),
imagesc(abs(fftshift(Ilchapfilt).~0.5), colorbar, title('|
FFT(image filtrée)|’)

>> [filt = ifftshift(ifft2(Ichapfilt));

>> whos(Ifilt)

>> subplot(3,2,5), imagesc(real(lfilt)), colorbar,
title(‘image filtree’)

close all
pkg load image

% image
dim=128; I=zeros(dim,dim); I(:,1:dim/2)=0.6;
fx=C(0:dim-1)-dim/2)/dim; fy=Ffx;
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figure, colormap( )

subplot(3,3,1), imagesc(I)
colorbar, axis( )
title( ), xlabel('x"), ylabel('y")

subplot(3,3,2), plot(I(64,:)," . ")
axis( D
title( ), x1im([2,dim-17), ylim([- 1), xlabel( )

% FFT(image)

Ichap=fft2(1I); Ichapmod=abs(fftshift(Ichap));
subplot(3,3,3), imagesc(fx,fy,Ichapmod.A.5)
colorbar, axis( p)

title( ), xlabel( ), ylabel(

% filtre

h=fspecial( ,dim, D;
subplot(3,3,4), imagesc(h)

colorbar, axis( )

title( ), xlabel( ), ylabel( )

% => fct de transfert

hchap=fft2(h); hchapmod=abs(fftshift(hchap));
subplot(3,3,6), imagesc(fx,fy,hchapmod.A.5)

colorbar, axis( )

title( ), xlabel( ), ylabel(




% => fct de transfert

hchap=fft2(h); hchapmod=abs(fftshiftChchap));
subplot(2,3,6), imagesc(fx,fy,hchapmod.A.5)

colorbar, axis( )

title( ), xlabel( ), ylabel(

% filtrage dans 1'espace de Fourier

Ichapfilt=hchap.*Ichap; Ichapfiltmod=abs(fftshift(Ichapfilt));
subplot(3,3,9), imagesc(fx,fy,Ichapfiltmod.A.5)

colorbar, axis( )

title( ), xlabel( ), ylabel(

% retour vers 1'espace réel
Ifilt=ifftshift(ifft2(Ichapfilt));
subplot(2,3,7), imagesc(real(Ifilt))

axis( ), colorbar

title( ), xlabel('x"), ylabel('y')

subplot(3,3,8), plot(real(Ifilt(64,:)), )

axis( D, xlim([Z,dim-1]), ylim([- D
title( ), Xlabel('x")
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