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Chapitre 1

Introduction

1.1 Aspects heuristiques

Tous les livres d'astronomie le disent : l'image d'une �etoile dans une petite lunette est

une tache circulaire entour�ee d'anneaux ; cette �gure est appel�ee tache d'Airy et sa taille

est inversement proportionnelle au diam�etre de l'objectif. Son existence conditionne le

pouvoir s�eparateur de l'instrument �a une valeur proche du diam�etre de la tache :

p.s. en secondes d'arc =

120

Diam�etre en mm

si la longueur d'onde est voisine du maximum de sensibilit�e de l'�il humain, soit vers 5000

�

A. Ainsi on peut s�eparer �a l'�il nu des d�etails voisins de la minute d'arc (soit une pi�ece

de 10 centimes vue �a 70 m�etres). Une lunette de 120 mm de diam�etre r�esoud la seconde

d'arc et permet d'appr�ecier le caract�ere circulaire des satellites de Jupiter, tandis que le

Soleil est r�esolu depuis la Terre avec un instrument de 70 microns.

Observons une �etoile �a travers une petite lunette, par exemple de 50 mm: avec un

oculaire fort, on distingue tr�es bien la tache d'Airy entour�ee d'anneaux complets dont la

brillance diminue quand on s'�eloigne du centre. Mais cette image n'est pas �xe : elle est le

si�ege d'une agitation qui la fait se mouvoir lentement dans le champ, trahissant la pr�esence

de turbulences dans les masses d'air travers�ees par la lumi�ere de l'�etoile.

Prenons maintenant un t�elescope un peu plus grand, par exemple 12 centim�etres : la

�gure d'Airy est toujours visible quoique plus petite que la pr�ec�edente, mais elle semble

parcourue par de l�egers tremblement rapides qui brisent et font danser les anneaux.

A partir de 20 centim�etres, l'image prend un aspect plan�etaire et se fragmente en

plusieurs morceaux. L'agitation est vive et l'image explose parfois jusqu'�a un diam�etre de

dix secondes. Les anneaux de di�raction ont compl�etement disparu sauf pendant les brefs

instants o�u l'atmosph�ere redevient calme (trous de turbulence).

Dans un t�elescope de 50 centim�etres et plus, l'image devient un �epouvantable bouillon-

nement de petits grumeaux de lumi�ere (couramment appel�es speckles ou tavelures) qui

s'agitent constament dans une zone de plusieurs secondes d'arc. On observe l�a un v�eritable

plateau d'intensit�e dont l'�etendue ne d�epend que du degr�e de turbulence atmosph�erique.

Une description tr�es r�ealiste de cette �gure a �et�e donn�ee par Jean Texereau [75] dans son

ouvrage sur la fabrication des miroirs, et par Danjon et Couder [35].
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12 centimètres

30 centimètres

5 centimètres

120 centimètres

Diamètre de
l'instrument

Avec turbulence
moyenne (10 cm)

Sans turbulence

Fig. 1.1 { Illustration des e�ets de la turbulence lorsqu'on observe une �etoile avec des

t�elescopes de diam�etres croissants. On remarque que la turbulence �etale l'image de l'�etoile

dans une tache dont la taille est ind�ependante de l'instrument. C'est la tache de \seeing",

qui caract�erise l'ouverture du t�elescope �equivalent dont nous avons parl�e dans le texte. Par

contre l'image est constell�ee de petits granules (les speckles) dont la taille est de l'ordre de

la tache d'Airy th�eorique de l'instrument ; plus celui-ci est gros, plus il y a de granules.
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Fig. 1.2 { Reproduction de l'�echelle �a cinq niveaux qui �etait utilis�ee par les observateurs

pour estimer la turbulence en fonction de la taille de leur instrument (d'apr�es \La construc-

tion du t�elescope d'amateur" | SAF).

C'est la turbulence qui limite en d�e�nitive la r�esolution des t�elescopes observant �a

travers l'atmosph�ere. Les observateurs avaient l'habitude de la classer sur une �echelle �a

cinq degr�es suivant la qualit�e des images qu'ils observaient dans un t�elescope donn�e ; cette

�echelle reproduite en �gure 1.2 a �et�e remplac�ee par un concept plus moderne de t�elescope

�equivalent. C'est celui qui donnerait une tache d'Airy d'une taille �egale �a l'�etalement pro-

duit par la turbulence. Le diam�etre de ce t�elescope �equivalent est g�en�eralement compris

entre 5 et 20 centim�etres limitant la r�esolution �a une valeur proche de la seconde d'arc. On

pourra alors noter que le t�elescope g�eant du Mont Palomar n'est gu�ere meilleur qu'un petit

115/900 du commerce du point de vue de la r�esolution: : : Il m'a �et�e donn�e d'observer le

trap�eze d'Orion dans un t�elescope d'un m�etre de diam�etre par forte turbulence : les images

sont tr�es empât�ees, les �etoiles sont tr�es �elargies et les �ns d�etails disparaissent. L'image

est lumineuse mais 
oue, et les �etoiles les plus faibles s'�evanouissent. Par contre lorsque la

turbulence est moins mauvaise, ce qui arrive parfois, les images du grand t�elescope sont

in�niment plus riches et plus d�etaill�ees que celles d'un petit. Et il est certain qu'en l'abs-

cence totale de turbulence (c'est �a dire dans l'espace) la tache d'Airy serait observ�ee quel

que soit le diam�etre de l'instrument.

Dans l'espace la turbulence n'existe pas. Les �etoiles sont �xes et paraissent plus �ecla-

tantes, n'�etant pas a�aiblies par l'atmosph�ere ; t�emoins les multiples t�emoignages des cos-

monautes qui ont eu le privil�ege d'observer \l�a-haut". Un t�elescope dans l'espace donne

la pleine mesure de son potentiel collecteur et r�esolveur. D'o�u l'id�ee d'envoyer un grand

t�elescope automatique en orbite : c'est le projet \Hubble Space Telescope" qui prit nais-
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sance au d�ebut des ann�ees 60. Mais les missions spatiales coûtent cher et la maintenance

des satellites est di�cile. Par exemple le t�elescope spatial ne sera �equip�e d'une optique

correctrice que vers 1994, soit quatre ans apr�es son lancement. Sur Terre, l'anomalie aurait

pu être r�epar�ee beaucoup plus vite et �a moindres frais.

C'est au d�ebut des ann�ees 1970 que naquit l'espoir de r�ealiser des images �a haute

r�esolution depuis la Terre ou tout au moins de r�ecup�erer une partie de l'information d�e-

truite par la turbulence. Les observateurs d'�etoiles doubles serr�ees avaient d�ej�a remarqu�e

que l'image d'une binaire �etait simplement la superposition de deux images speckles d�e-

cal�ees de la s�eparation des �etoiles. Avec un peu d'entrainement, ils arrivaient �a mesurer

des couples distants de 0"3 [75]. Parall�element les progr�es de l'optique coh�erente et les

exp�eriences de di�usion de lumi�ere laser dans des milieux inhomog�enes avaient montr�e la

pr�esence de speckles dans la lumi�ere di�ract�ee [33]. Antoine Labeyrie en 1970 montra que

les granules pr�esents dans les images d'�etoiles �etaient de même nature que les speckles

laser, �a ceci pr�es que les speckles astronomiques se renouvellent toutes les 10 millisecondes

environ sous l'e�et des 
uctuations thermiques de l'atmosph�ere [50]. Au Mont-Palomar, il

prit des clich�es instantan�es d'�etoiles simples, doubles et g�eantes th�eoriquement r�esolues par

le t�elescope : l'analyse de ces clich�es permit d'observer des d�etails �a la r�esolution th�eorique

de l'instrument (25 millisecondes d'arc) [51].

1.2 Sur la notion de r�eponse impulsionnelle

1.2.1 En l'abscence de turbulence

Consid�erons un objet �emetteur de lumi�ere poss�edant une r�epartition d'intensit�e O(x; y)

en fonction de la position angulaire (x; y). Lorsqu'une image est faite de cet objet par un

t�elescope ou un syst�eme quelconque, les propri�et�es d'addition lin�eaire des intensit�es en

�eclairage incoh�erent permettent d'�ecrire l'intensit�e re�cue en un point (x

0

; y

0

) du plan focal :

I(x

0

; y

0

) =

Z

O(x; y) S(x; y; x

0

; y

0

) dx dy (1.1)

o�u S(x; y; x

0

; y

0

) est une fonction qui d�epend du t�elescope et qui exprime l'�etalement

de chaque point de l'objet dans l'image.

Si le syst�eme est invariant par translation, S ne d�epend que de x� x

0

et de y� y

0

. La

relation ci-dessus se ram�ene �a une simple convolution :

I(x

0

; y

0

) =

Z

O(x; y) S(x� x

0

; y � y

0

) dx dy (1.2)

I = O � S

Si l'objet observ�e est une �etoile ponctuelle assimilable �a un pic de Dirac, l'image ob-

serv�ee est I = S. On appelle S la r�eponse impulsionnelle de l'instrument. Dans l'approxi-

mation de la di�raction de Fraunho�er, S est simplement donn�ee par le carr�e du module

de la transform�ee de Fourier de l'amplitude complexe sur la pupille de l'instrument [43].

Dans un t�elescope circulaire de diam�etre D, c'est la fameuse tache d'Airy :

S(�) =

�

�

�

�

�

2

J

1

(

�D�

�

)

(

�D�

�

)

�

�

�

�

�

2

(1.3)
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Fig. 1.3 { Fonction de transfert d'une pupille circulaire : elle mesure l'importance avec

laquelle une fr�equence spatiale f est transmise �a l'image. Elle est �egale au recouvrement des

aires de deux pupilles d�ecal�ees d'une quantit�e f . Elle s'annule pour les valeurs sup�erieures

�a �=D : on parle de fr�equence de coupure du t�elescope.

La transform�ee de Fourier de la fonction S est la fonction de transfert de l'instrument

et mesure le degr�e de redondance de chaque fr�equence spatiale dans l'image. Elle est

donn�ee par l'autocorr�elation de la pupille, c'est �a dire la surface de recouvrement de deux

pupilles identiques d�ecal�ees d'une quantit�e f . Pour un t�elescope circulaire de diam�etre D

la fonction de transfert est �egale �a [43] :

T (f) =

2

�

0

@

arccos

�

f

D

�

�

f

D

s

1�

�

f

D

�

2

1

A

(1.4)

Son graphe est repr�esent�e en �gure 1.3. Cette fonction s'annule au point f = D=� ; par

cons�equent le t�elescope ne permet pas de percevoir des d�etails inf�erieurs �a �=D : c'est le

fameux pouvoir s�eparateur dont nous avons d�ej�a parl�e. C'est par exemple �a cause de lui

que nous ne voyons pas la structure atomique des objets.

1.2.2 En pr�esence de turbulence

L'atmosph�ere de la Terre est le si�ege de mouvements de masses d'air chaud et froid

provoqu�es par des gradients de pression qui apparaissent pour di��erentes raisons (relief,

di��erences de temp�erature, acc�el�eration de Coriolis, etc: : : ). Ces variations de temp�erature

et de pression in
uent sur l'indice de r�efraction de l'air qui devient une fonction al�eatoire

du temps et de la position. La th�eorie g�en�erale de la propagation en milieu turbulent a �et�e

�elabor�ee par Tatarsky [74] et Chernov [30] dans les ann�ees 60. Des revues plus accessibles

se trouvent dans [55, 68] ; on peut mentionner aussi un article r�ecent de Mac Kechnie [58]

qui fait une bonne synth�ese des propri�et�es statistiques de formation des images par un

t�elescope �a travers la turbulence.
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R�eponse impulsionnelle instantan�ee

Consid�erons la lumi�ere qui vient d'une �etoile �a l'in�ni. Pour une lumi�ere parfaitement

monochromatique, le front d'onde est plan et la phase de l'amplitude complexe ne d�epend

que de l'altitude z mesur�ee �a partir du sol. A la travers�ee d'une couche turbulente l'onde

voit sa vitesse varier comme l'inverse de n(r; t) si n est l'indice de r�efraction pour une

position r du plan de la couche et �a l'intant t. A son arriv�ee au sol l'onde poss�ede une phase

al�eatoire fonction du temps et de la direction d'observation. La r�eponse impulsionnelle d'un

t�elescope observant une telle onde est toujours le carr�e du module de l'amplitude complexe

d�ecoup�ee par la pupille, mais elle est ici al�eatoire. Elle se renouvelle �a peu pr�es tous les

centi�emes de secondes et pr�esente l'aspect granuleux d�ecrit au chapitre pr�ec�edent. Elle

montre en fait une structure �a deux niveaux :

{ des grains brillants de taille �=D dûs �a des ph�enom�enes d'interf�erences constructives

sur la pupille du t�elescope de diam�etre D (les speckles),

{ une enveloppe de taille �=r

0

caract�erisant la coh�erence spatiale du front d'onde

(la valeur r

0

est la taille des zones de coh�erence et est appel�ee param�etre de Fried

qui l'a introduit en 1966 [39]). Cette enveloppe qui contient les speckles caract�erise

l'intensit�e de la turbulence. Le nombre de speckles qu'elle contient est de l'ordre du

rapport des surfaces (D=r

0

)

2

.

La transform�ee de Fourier de cette �gure est la fonction de transfert instantan�ee de l'en-

semble atmosph�ere + t�elescope. C'est une fonction al�eatoire qui pr�esente deux r�egions bien

di��erenci�ees [22, 68]:

{ une zone basse fr�equence qui va en d�ecroissant de la fr�equence z�ero �a la fr�equence

r

0

=� qu'on appelle fr�equence de coupure atmosph�erique,

{ une aile haute fr�equence tr�es perturb�ee jusqu'�aD=� et qui pr�esente un rapport signal

sur bruit voisin de l'unit�e.

La fonction de transfert instantan�ee contient de l'information jusqu'�a la fr�equence de

coupure du t�elescope (on le voit tr�es bien sur la �gure 1.4) et c'est ce qui rend possible

la restauration des images d�egrad�ees par la turbulence. En moyennant les modules de ces

fonctions de transfert instantan�ees, on am�eliore le rapport signal sur bruit de l'aile haute

fr�equence. Celle-ci reste n�eanmoins a�aiblie par rapport �a la courbe id�eale d'un facteur

�egal au nombre de speckles, d'autant plus fort que la turbulence est plus grande. Les

�eventuelles reconstructions d'image seront donc plus di�ciles par forte d�egradation, ce qui

n'est pas tr�es surprenant.

L'angle d'isoplan�etisme

La lumi�ere issue de deux objets vus sous un angle inf�erieur �a l'angle d'isoplan�etisme

traverse la même atmosph�ere. A l'int�erieur d'une telle r�egion la r�eponse impulsionnelle

t�elescope + atmosph�ere est constante et l'on peut appliquer la relation de convolution

objet-image, base de toutes les m�ethodes de reconstruction existantes. Cet angle d'isopla-

n�etisme est g�en�eralement de l'ordre d'une �a quelques secondes d'arc. Il est d'autant plus

grand que la turbulence se produit pr�es du sol.

L'e�et du non-isoplan�etisme intervient pour des objets plus �etendus ; il a �et�e d�ecrit

par Roddier [70] comme un e�et de �ltrage de la fonction de transfert pouvant conduire

8



2D/λ

Fig. 1.4 { Image de speckles (r�eponse impulsionnelle) en haut �a gauche. En bas �a gauche et

�a droite, le module de sa transform�ee de Fourier qui n'est autre que la fonction de transfert

instantan�ee de l'ensemble t�elescope+atmosph�ere. Cette fonction est contenue dans une

zone circulaire de rayon D=� et transmet donc de l'information jusqu'�a la fr�equence de

coupure du t�elescope.
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T(f)

f
D/λ-D/λ

r0/λ

Fonction de transfert hors atmosphère

Fonction de transfert
instantanée
(en pointillés)

En pose longue

En pose courte

Fig. 1.5 { Comparaison entre di��erentes fonctions de transfert. On remarque l'a�aiblis-

sement drastique que l'atmosph�ere introduit pour les fr�equences interm�ediaires entre r

0

=�

et D=�. Lorsqu'on int�egre l'image, ces fr�equences disparaissent compl�etement, emportant

avec elles l'information �a haute r�esolution: : :

�a des erreurs sur les mesures des param�etres astrophysiques de l'objet (par exemple le

rapport de magnitude d'une �etoile double). Une illustration spectaculaire de l'e�et du

non-isoplan�etisme sur une �etoile double dûe �a Weigelt [78] montre une photographie d'un

couple d'�etoiles pr�esentant deux structures tavel�ees l�eg�erement di��erentes.

En pose longue

La coh�erence temporelle du front d'onde conditionne la dur�ee de vie des speckles. Celle-

ci est d'autant plus courte que la turbulence est plus importante (elle varie comme r

0

) ;

elle est en g�en�eral de l'ordre de quelques centi�emes de secondes. Poser longtemps revient �a

moyenner un grand nombre de r�ealisations de la r�eponse impulsionnelle. L'image se brouille

et les fr�equences spatiales disparaissent peu �a peu de l'image : d'abord les plus �elev�ees,

correspondant aux plus �ns d�etails, puis les plus faibles(voir la �gure 1.6). L'image longue

pose n'est plus qu'une tache de diam�etre �=r

0

et sa transform�ee de Fourier, la fonction de

transfert longue pose poss�ede une fr�equence de coupure �a r

0

=� dramatiquement inf�erieure

�a celle du t�elescope (�gure 1.5).

1.3 L'interf�erom�etrie des tavelures

C'est la proc�edure qui a �et�e retenue par Antoine Labeyrie lors de ses exp�eriences au

Mont-Palomar [40, 50, 51, 52]. Elle est bas�ee sur l'analyse du moment du deuxi�eme ordre

(l'autocorr�elation) ou de sa transform�ee de Fourier (le spectre de puissance) du champ de
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Fig. 1.6 { Lorsqu'on int�egre les images, les fr�equences spatiales �elev�ees disparaissent peu

�a peu de la fonction de transfert. Ici, on a simul�e (a) une r�eponse impulsionnelle, (b)

une pose d'environ un dixi�eme de seconde correspondant �a une int�egration de 15 images

et (c) une pose d'une seconde correspondant �a l'int�egration de 150 images. A droite, les

fonctions de transfert correspondantes en �echelle logarithmique.

11



speckles.

L'autocorr�elation d'une image al�eatoire S(r) est donn�ee par

C(�) = AC[S(r)] =

Z

S(r) S(r+ �) dr (1.5)

Observons un objet O(r) au foyer d'un t�elescope en pr�esence de turbulence. Si l'objet entre

dans le domaine d'isoplan�etisme et si S(r) est la r�eponse impulsionnelle instantann�ee de

l'ensemble t�elescope + atmosph�ere, alors l'image I(r) observ�ee au plan focal sera

I(r) = O(r) � S(r) (1.6)

Le spectre de de puissance instantan�e de l'image est �egal �a

W (�) = j

^

I(�)j

2

= j

^

O(�)j

2

T (�) (1.7)

o�u T (�) est la fonction de transfert instantan�ee de l'image et o�u un symbole du type

^

f

d�esigne la transform�ee de Fourier de la fonction f . En moyennant un grand nombre de ces

spectres de puissances, on obtient une estimation d'un invariant statistique (la transform�ee

de Fourier du moment d'ordre deux des structures de speckles) qui contient l'information

haute r�esolution. Cette moyenne s'�ecrit

hW (�)i = j

^

O(�)j

2

hT (�)i (1.8)

La quantit�e j

^

O(�)j

2

est la fonction de visibilit�e de l'objet (on dit parfois fonction d'objet).

C'est simplement le carr�e du module de la transform�ee de Fourier de l'objet. On peut

l'obtenir en inversant l'�equation pr�ec�edente et en estimant la fonction de transfert sur une

�etoile su�sament voisine de l'objet pour que les propri�et�es statistiques de la turbulence

soient les mêmes entre l'objet �etudi�e et l'�etoile de r�ef�erence.

La fonction de visibilit�e permet d'obtenir certaines informations sur la forme de l'objet

jusqu'�a une r�esolution spatiale correspondant au pouvoir s�eparateur du t�elescope. Elle est

parfaitement adapt�ee �a la mesure du diam�etre des �etoiles g�eantes ou de la s�eparation des

�etoiles doubles. Elle trouve aussi des applications �a l'int�erieur du syst�eme solaire avec la

mesure de diam�etres d'ast�ero��des [81], de satellites des plan�etes [27], la r�esolution du couple

Pluton-Charon au d�ebut des ann�ees 1980 [26] ou même l'�etude de la granulation solaire [1].

Elle ne permet n�eanmoins pas de faire de l'imagerie ; il faudrait pour cela estimer la phase

de

^

O(�) et faire une transform�ee inverse de Fourier. Cette phase n'est pas mesur�ee dans

ce type d'analyse.

On trouvera des illustrations plus d�etaill�ees de la technique \Speckle Interferometry"

dans l'annexe 1. Il existe aussi de nombreux articles de revue parmi lesquels on peut citer

ceux de Labeyrie [51, 52], celui de Bates [24] et celui de Roddier [70] qui contient une liste

de plusieurs centaines de r�ef�erences sur le sujet.

1.4 Quelques m�ethodes d'imagerie

Plusieurs techniques de reconstruction des images tavel�ees ont �et�e propos�ees depuis les

exp�erience de Labeyrie. Certaines d'entre elles, comme l'holographie ou la technique \Shift-

and-Add" sont spectaculaires et simples �a mettre en �uvre, mais elles ne sont applicables

que dans des cas bien particuliers (pr�esence d'une �etoile proche ou objet brillant) ou sont
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tr�es sensibles au bruit (m�ethode de restauration de la phase �a partir du module). L'�etat

de l'art actuel a �et�e pr�esent�e au dernier colloque de l'ESO, en Octobre 1991 ; la technique

qui donne le plus de r�esultats est actuellement le \Speckle Making" de Weigelt.

Nous allons passer en revue quelques-unes de ces techniques ; il s'agit d'une description

tr�es sommaire, chaque m�ethode n�ecessitant une th�ese �a elle seule. Une revue plus d�etaill�ee

se trouve dans l'article de revue de Roddier [70], et des r�ef�erences plus r�ecentes dans la

pr�esentation d'Ayers [20] au colloque S.P.I.E. de San-Diego en Juillet 1990.

1.4.1 L'holographie des tavelures

Cette technique a �et�e propos�ee en 1973 [23, 56]. Elle part de l'id�ee suivante : lorsqu'une

�etoile ponctuelle et relativement brillante se trouve �a une distance angulaire � dans le même

domaine d'isoplan�etisme que l'objet observ�e, la r�eponse impulsionnelle est la même pour

l'objet et pour l'�etoile dite de r�ef�erence. Il est alors possible de d�econvoluer directement

les images pour peu que l'on arrive bien �a s�eparer l'objet et l'�etoile. Il est aussi possible

d'obtenir une estimation de l'objet en calculant l'autocorr�elation du syst�eme �etoile+objet.

Si O(r) est l'intensit�e qui vient de l'objet et a�(r) celle qui vient de l'�etoile, l'autocorr�elation

de l'ensemble est la somme de quatre termes :

AC[objet + r�ef�erence] = a

2

�(r) + aO(r� �) + aO(�r � �) + AC[objet] (1.9)

C'est un point brillant �a l'origine, entour�e d'une masse qui est l'autocorr�elation de l'ob-

jet. De part et d'autre de cette �gure centrale, on voit apparaitre l'objet lui-même et son

image dans un miroir. Cette �gure est bien connue des opticiens : elle n'est autre que la

transform�ee de Fourier d'un hologramme de l'objet [31, 43] (d'o�u le nom d'holographie de

speckle). On voit que si l'extension spatiale � de l'objet n'est pas trop grande (il faut que

3� > 2�) alors l'objet est bien s�epar�e de la masse centrale. Il est aussi possible de calculer

l'intercorr�elation entre l'objet et la r�ef�erence pour �eviter les termes centraux. Il est int�e-

ressant de noter que les deux images miroirs de l'objet sont multipli�ees par un facteur �egal

�a l'intensit�e de l'�etoile de r�ef�erence ; ce qui est particuli�erement int�eressant en astronomie

pour l'observation d'un objet tr�es faible qui peut voir ainsi sa brillance arti�ciellement

augment�ee.

En pr�esence de turbulence, cette autocorr�elation est globalement convolu�ee avec celle de

la r�eponse impulsionnelle (speckles) et l'on voit apparaitre directement l'objet de chaque

côt�e de la masse centrale (qu'on appelle souvent le \pic speckle"). Il existe n�eanmoins une

ind�etermination de 180 degr�es sur l'orientation dûe au choix que l'on doit faire entre les

deux images miroirs.

Cette technique peut e�cacement être utilis�ee lors d'une observation simultan�ee du

même objet �a deux longueurs d'onde (interf�erom�etrie di��erentielle). Certaines �etoiles pr�e-

sentent une gigantesque enveloppe d'hydrog�ene qui �emet principalement dans la raie rouge

H

�

. Observ�ees dans le continu �e une longueur d'onde voisine de celle de la raie H

�

, ces

�etoiles ne montrent que leurs r�egions centrales trop petites pour être r�esolues par le t�eles-

cope : l'image prise dans le continu peut alors servir de r�ef�erence pour l'image dans la raie

si elles sont simultan�ees.

De r�ecents r�esultats de reconstruction par holographie ont �et�e pr�esent�es au colloque de

l'E.S.O. en Octobre 1991 [41].
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1.4.2 Estimation de la phase de l'objet �a partir du module

La technique de Labeyrie permet d'estimer le module de la transform�ee de Fourier de

l'objet astronomique observ�e (en fait son carr�e, la fonction de visibilit�e). Pour inverser la

transform�ee il faut connaitre sa phase, qui est d�etruite dans le traitement. Ce probl�eme

de reconstruction de la phase apparâ�t dans tous les domaines de la physiques et a �et�e

l'objet d'investigations th�eoriques consid�erables (voir par exemple [60] et les r�ef�erences �a

l'int�erieur). L'unicit�e de la solution d�epend essentiellement des propri�et�es du spectre de

l'objet (notamment de la localisation de ses z�eros dans le plan complexe), et divers mod�eles

math�ematiques plus ou moins compliqu�es ont �et�e propos�es.

C'est �a Fienup [38] que l'on doit la premi�ere impl�ementation pratique d'un algorithme

it�eratif de reconstruction d'images astronomiques. Partant d'une phase quelconque et

connaissant le module du spectre, Fienup appliqua successivement des transform�ees di-

rectes et inverses de Fourier, en introduisant �a chaque �etape des contraintes sur l'objet

(positivit�e et support born�e) et sur son spectre (connaissance du module, phase impaire).

Il montra dans son article de 1978 une application de cette technique �a la reconstruction

d'une image simul�ee d'�etoile avec taches et protub�erances. L'algorithme est n�eanmoins

tr�es sensible au bruit.

L'application de techniques de traitement d'images comme le recuit simul�e a permis

d'obtenir quelques r�esultats int�eressants dans ce domaine [62, 63, 65].

1.4.3 le \Shift-and-Add"

Cette m�ethode est bas�ee sur l'id�ee empirique que chaque speckle est une image d�e-

form�ee de l'objet observ�e. La technique consite �a isoler les speckles les plus brillants et �a

d�eterminer les coordonn�ees spatiales de leur photocentre. On obtient une s�erie de points

qui, intercorr�el�ee avec l'image tavel�ee, donne directement la forme de l'objet. Le calcul est

r�ep�et�e sur un grand nombre d'images et les r�esultats sont moyenn�es. Appliqu�ee �a l'image

d'une �etoile simple, cette technique produit une image proche de la tache d'Airy du t�eles-

cope. Le shift-and-add connut son heure de gloire en 1976 avec la premi�ere reconstruction

d'une image d'�etoile en optique : on a pu pour la premi�ere fois observer directement l'en-

veloppe de Betelgeuse [80].

Pour des objets faibles ou tr�es �etendus, isoler des speckles dans l'image est parfois

di�cile ou impossible ; on peut alors choisir le speckle le plus brillant et recentrer toutes

les images dessus (d'o�u le nom \Shift and Add"). La m�ethode devient tr�es d�elicate �a

utiliser en comptage de photons [25, 44].

1.4.4 La m�ethode de Knox et Thompson

Elle peut être consid�er�ee comme une extension de la technique de Labeyrie. Au lieu

de calculer le spectre moyen j

^

I(�)j

2

des images instantann�ees, Knox et Thompson [47] ont

propos�e de calculer l'interspectre de la même image prise �a deux fr�equences spatiales tr�es

voisines :

W

KT

(�; ��) = h

^

I(�)

^

I

�

(� + ��)i (1.10)
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Fig. 1.7 { Illustration de la technique \Speckle Masking". A gauche, l'objet astronomique

observ�e pr�esente une morphologie telle qu'en le d�ecalant par rapport �a lui-même, la su-

perposition est presque un point. La même op�eration e�ectu�ee sur une image tavel�ee de

l'objet permet une estimation de la r�eponse impulsionnelle.

L'hypoth�ese de convolution objet-image et l'ind�ependance des phases des r�eponses impul-

sionnelles conduit �a �ecrire l'interspectre d'un objet �etendu O(r) :

W

KT

(�) = j

^

O(�)j

2

T (�) exp

�

�i

@�

@�

�

(1.11)

La phase de l'interspectre de Knox et Thompson est la d�eriv�ee de celle de l'objet (�(�))

qui peut alors être calcul�ee par int�egration. L'objet peut ainsi être restitu�e par transform�ee

inverse de Fourier.

Une m�ethode analoque �a calle de Knox et Thompson est celle du gradient de phase

propos�ee par Aitken [15, 16]. Ces m�ethodes ont donn�e des r�esultats astrophysiques int�e-

ressants [36, 73].

1.4.5 Le \Speckle Masking" ou op�erateur de Weigelt

Il s'agit d'une analyse qui fait intervenir le moment du troisi�eme ordre des champs

de speckles : la triple corr�elation ou sa transform�ee de Fourier, le bispectre. Ce sont des

fonctions quadridimensionnelles d�ependant l'une de deux d�ecalages spatiaux, l'autre de

deux fr�equences spatiales.

L'id�ee sous-jacente �a la naissance de cette technique �etait la suivante [77] : consid�erons

un objet astronomique O(r) pr�esentant une structure telle qu'en le superposant �a lui-même

d�ecal�e d'une certaine quantit�e � on obtienne presque un point (comme dans l'exemple de

la �gure 1.7). Convolu�ee par une r�eponse impulsionnelle tavel�ee, cette intersection fournit

une estimation grossi�ere de cette r�eponse impulsionnelle : on retrouve le cas le l'holographie

des tavelures. Cette id�ee de superposer les tavelures a valu �a cette technique le nom de

\Speckle Masking".

Math�ematiquement l'op�eration peut s'�ecrire de la fa�con suivante [57]. Si I(r) est l'in-

tensit�e dans l'image et �

1

le d�ecalage appropri�e, la r�eponse impulsionnelle est simplement

le produit :

S(r) = I(r) I(r+ �

1

) (1.12)
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En intercorr�elant cette fonction avec toute l'image comme dans le cas de l'holographie, on

obtient la quantit�e

C(�

1

; �

2

) =

Z

I(r) I(r+ �

1

) I(r+ �

2

) dr (1.13)

qui est la triple corr�elation de l'image et qui contient a priori l'information sur la phase de

l'objet. Les relations de convolution entre les corr�elations restent vraient pour les triples

corr�elations, et si on note TC[f ] la triple corr�elation d'une fonction f on peut �ecrire :

TC[I(r)] = TC[O(r)] � TC[S(r)] (1.14)

La double transform�ee de Fourier de cette relation par rapport aux deux variables d'espace

donne une multiplication simple des bispectres (not�es BS[ ]) :

BS[I(r)] = BS[O(r)]:BS[S(r)] (1.15)

Comme pour l'ordre deux, le bispectre de la r�eponse impulsionnelle S peut être estim�e sur

une �etoile de r�ef�erence proche. L'objet est alors restitu�e �a partir de son bispectre ; deux

m�ethodes sont actuellement utilis�ees.

{ Une reconstruction r�ecursive faisant intervenir les relations de clôture entre les points

de la phase du bispectre,

{ Une m�ethode de type Monte Carlo o�u l'on reconstruit l'objet point par point en mi-

nimisant une distance entre le bispectre des objets successifs et celui qui est observ�e.

L�a encore, on trouve une description d�etaill�ee de ces m�ethodes dans l'article de revue de

Weigelt [78].

Roddier [69] a montr�e ont montr�e que la m�ethode de Knox et Thompson et celle de

Labeyrie ne sont que des cas particuliers de l'analyse bispectrale ; elles s'appuient en fait

sur des relations de clôture de phase. D'importants travaux th�eoriques ont �et�e e�ectu�es sur

ce sujet [19, 53], et des �etudes comparatives de reconstruction d'images par les m�ethodes

Knox-Thompson et Speckle Masking ont �et�e pr�esent�ees par Beletic [28] au colloque de

l'ESO en Octobre 1991.
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Chapitre 2

L'imagerie probabiliste |

Statistique de l'intensit�e au plan

focal �a fort 
ux

2.1 Historique

Le premier article d'astronomie mentionnant l'imagerie probabiliste a �et�e �ecrit par

Bates [24] en 1982. On y trouve un court paragraphe d�ecrivant la densit�e de probabilit�e

du second ordre comme un outil d'imagerie possible en compl�ement des techniques exis-

tantes (Shift-and-Add, Knox et Thompson, bispectre). A l'�epoque o�u avait �et�e �ecrit cet

article les densit�es de probabilit�es de champs de speckles �etaient d�ej�a utilis�ees pour d�ecrire

les ph�enom�enes de di�raction de lumi�ere laser �a travers un milieu inhomog�ene. La premi�ere

description th�eorique de ces �gures d'interf�erences compliqu�ees a �et�e �etablie par Von Laue

en 1916 [76]. L'invention des lasers dans les ann�ees 1960 a permis d'utiliser les speckles

pour �etudier les milieux de mani�ere un peu analogue �a ce qui se fait par la di�raction de

rayons X. D'excellentes pr�esentations du ph�enomêne speckle et de ses applications ont �et�e

�ecrites par Dainty [33] et Goodman [32, 42].

En astronomie le probl�eme est un peu similaire �a ceci pr�es qu'on s'int�eresse �a la source

du rayonnement et non au milieu di�useur qui est l'atmosph�ere terrestre. Claude Aime

proposa l'utilisation des densit�es de probabilit�es du second ordre pour imager des syst�emes

d'�etoiles [3, 4, 6]. Dans une communication de 1987 [5], il montra que l'imagerie proba-

biliste �etait plus g�en�erale que les m�ethodes bas�ees sur le calcul des moments (Labeyrie,

Knox et Thompson, Weigelt). L'expression de la densit�e de probabilit�e au second ordre est

�etablie pour une �etoile double �etablie et montre un graphe pr�esentant une forte asym�etrie

se traduisant par la pr�esence d'une ligne radiale dont la direction est fonction du rapport

de magnitude entre les �etoiles du couple. Ceci reste vrai �a tr�es faible 
ux en comptage de

photons ; les densit�es de probabilit�es sont a�ect�ees par la statistique des photons et subis-

sent une transformation dite de Poisson [59]. Aime montra aussi que lorsque le nombre de

speckles devenait grand (donc pour un grand t�elescope) la statistique des images �etait en

bon accord avec le mod�ele gaussien utilis�e en optique coh�erente.

En 1989 les premiers r�esultats de l'imagerie probabiliste sont obtenus sur des don-

n�ees astrophysiques. L'�etoile � Aqr observ�ee en infrarouge par Christian Perrier avec le
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Fig. 2.1 { Densit�es de probabilit�es d'ordre deux obtenues sur des observations infrarouges

de l'�etoile double � Aqr. A gauche, la d.d.p. de l'�etoile de r�ef�erence, �a droite celle de l'�etoile

double dont la dissym�etrie saute aux yeux.

t�elescope de 3m60 de l'ESO est soumise �a cette analyse : la densit�e de probabilit�e du se-

cond ordre est reproduite en �gure 2.1 avec celle de l'�etoile de r�ef�erence. On voit sur la

�gure de l'�etoile double une direction privil�egi�ee correspondant �a un rapport d'intensit�e

de 1.4 entre les deux �etoiles. Ces r�esultats ont fait l'objet d'une publication en 1990 [7]. Le

d�epouillement des donn�ees de Perrier se poursuit encore ; on essaye maintenant de sous-

traire le bruit toujours tr�es gênant en infrarouge. Le bruit est additif et se traduit par

une convolution des densit�es de probabilit�e du signal et du bruit. La d�econvolution des

densit�es de probabilit�e de � Aqr par la m�ethode de Richardson-Lucy a fait l'objet d'un

article r�ecemment soumis pour publication [67].

A mon arriv�ee au laboratoire en 1990, je me suis occup�e de la d�etection en comptage

de photons et des divers probl�emes que cela pouvait engendrer sur l'imagerie. Au moyen

de simulations et par une approche th�eorique nous avons �etudi�e les di��erents biais dus �a

la statistique des photons et aux capteurs (clipping et trou du centreur) d'une mani�ere

totalement di��erente de l'approche de Goodman et Belsher [34]. Nous avons pu montrer

que le processus d'imagerie restait possible, quoique di�cile, même quand la d�etection des

photons se fait en tout ou rien" (le clipping) [8, 11, 13, 17, 18]. L'article [13] vient tout

juste d'être accept�e par la revue J. Opt. Soc. Am. A.

Parall�element Claude Aime a �elabor�e un mod�ele th�eorique de la fonction caract�eristique

(transform�ee de Fourier de la densit�e de probabilit�e) d'une structure de speckles d'un objet

�etendu dans le cas gaussien [9]. Une nouvelle formulation a �et�e publi�ee r�ecemment qui ne

fait plus d'hypoth�ese sur la statistique des speckles. On �etablit simplement une relation

entre les fonctions caract�eristiques d'un objet �etendu et de sa r�eponse impulsionnelle (facile

�a estimer sur une �etoile de r�ef�erence). Le processus d'imagerie consistera simplement en

l'ajustement aux observations du mod�ele ; il sera d�ecrit au paragaphe 2.5.
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Une pr�esentation globale de nos travaux a fait l'objet d'une communication au colloque

de Garching en Octobre 1991 [12]. Une copie du poster pr�esent�e �a cette occasion se trouve

dans l'annexe 2.

2.2 Illustration du processus d'imagerie d'une �etoile double

Dans ce qui suit, nous noterons I(r) la r�epartition d'intensit�e au plan focal du t�elescope.

Nous allons d�ecrire de mani�ere tr�es imag�ee l'�evolution des caract�eristiques d'une fonction

qui est la densit�e de probabilit�e du second ordre de l'image al�eatoire I(r), lors du processus

d'imagerie d'une �etoile double tavel�ee.

Consid�erons deux positions r

1

et r

2

dans l'image. Les intensit�es qu'on y observe sont

respectivement I(r

1

) et I(r

2

). Si I

1

et I

2

sont deux valeurs possibles de la fonction d'in-

tensit�e I(r), la probabilit�e conjointe dP pour que

8

>

<

>

:

I

1

� I(r

1

) < I

1

+ dI

1

et

I

2

� I(r

2

) < I

2

+ dI

2

(2.1)

est �egale �a :

dP = P

2

(I

1

; I

2

; r

1

; r

2

) dI

1

dI

2

(2.2)

La quantit�e P

2

(�) est appel�ee densit�e de probabilit�e du second ordre de la fonction

al�eatoire I(r).

On suppose souvent dans nos analyses que l'image est invariante par translation ; cette

approximation est d'autant plus v�eri��ee que la turbulence est plus forte et que le champ

de speckles s'�etend tr�es loin dans l'image. Sous cette hypoth�ese, la fonction P

2

ne d�epend

que du d�ecalage � = r

2

� r

1

. On peut alors �ecrire :

dP = P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

1

dI

2

(2.3)

Et il est �evident que

ZZ

P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

1

dI

2

= 1 (2.4)

P

2

peut être estim�e sur un grand nombre d'images comme un histogramme de co-occurence

des valeurs en deux points ; ce calcul est illustr�e en �gure 2.2 dans le cas d'un signal mo-

nodimensionnel.

Consid�erons le cas d'une structure de speckles d'�etoile double que nous supposerons orien-

t�ee sur la direction des abscisses mesur�ees dans le plan focal. On admet que la condition

d'isoplan�etisme est v�eri��ee. On sait que l'image observ�ee est la somme de deux r�eponses

impulsionnelles pond�er�ees par la magnitude des �etoiles et d�ecal�ees d'une quantit�e �egale �a

la s�eparation du couple.

Soit � le rapport d'intensit�e des �etoiles et d leur s�eparation. Soit s la taille du speckle.

Nous prendrons le d�ecalage spatial � suivant la direction des abscisses. La �gure 2.3 montre

l'evolution des plans P

2

(I

1

; I

2

) en fonction du d�ecalage �. On observe les ph�enom�enes

suivants :

Pour � = 0 les deux points d'analyse r

1

et r

2

�etant confondus, P

2

n'a de valeurs que sur

la premi�ere diagonale. Elle s'�ecrit �a l'aide de la densit�e de probabilit�e du premier

ordre P (I) :

P

2

(I

1

; I

2

; � = 0) = P (I

1

) �(I

2

� I

1

)
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Fig. 2.2 { Illustration du calcul de P

2

sur un signal monodimensionnel S(x) (�a gauche).

Pour un d�ecalage � donn�e, on d�eplace deux points d'analyse sur la courbe S(x) et on porte

dans un graphique (�a droite) les valeurs I

1

et I

2

point�ees. Dans l'exemple ci-dessus, on

pointe (I

1

= 2:5; I

2

= 2:3) pour le disque gris�e et (I

1

= 2; I

2

= 0) pour le losange noir.

Cette op�eration, r�ep�et�ee sur un grand nombre d'images S(x), fournit une estimation de la

densit�e de probabilit�e d'ordre deux.

Pour � < s les deux points d'analyse sont corr�el�es ; si I(r

1

) peut prendre a priori n'im-

porte quelle valeur, l'excursion de I(r

2

) autour de cette valeur est limit�ee. Ceci se

traduit sur le graphe de P

2

par une certaine dispersion autour de la premi�ere bissec-

trice, dispersion qui d�ecrô�t quand le rapport �=s augmente.

Pour � = d on est �a la s�eparation de l'�etoile. le graphe montre une direction privil�egi�ee

I

2

= �I

1

dûe au nombre �elev�e d'occurences de r

1

sur un speckle de la premi�ere

�etoile et de r

2

sur la deuxi�eme. La pente de cette droite est le rapport d'intensit�e

des �etoiles.

Pour �� d il n'existe plus aucune corr�elation entre les intensit�es aux points d'analyse

et le graphe de P

2

est compl�etement rempli. Lorsque les speckles sont contenus dans

une enveloppe limit�ee (ce qui est en g�en�eral le cas) il arrive que les points d'analyse

pour les grands d�ecalages tombent l'un dans la tache image et l'autre dans le fond du

ciel. Ceci se traduit par des valeurs anormalement �elev�ees de la densit�e de probabilit�e

sur les deux axes I

1

= 0 et I

2

= 0.

On voit sur cet exemple simple comment la simple analyse visuelle des �gures des den-

sit�es de probabilit�e permet d'acc�eder au vecteur s�eparation et �a la di��erence de magnitude

entre les �etoiles. Pour une image r�eelle, le d�ecalage � s'exprime en unit�es de pixels et peut

prendre NQ valeurs si l'image est de dimension N�Q. On obtient le vecteur s�eparation en

examinant les plans P

2

(I

1

; I

2

; �) pour toutes les valeurs de � et en recherchant la pr�esence

d'une ligne de crête. La di��erence de magnitude entre les �etoiles est simplement donn�ee

par la pente de la ligne de crête. Il est important de remarquer ici que � est d�etermin�e sans
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ρ = 0

ρ < s

ρ = d

ρ >> d

Fig. 2.3 { Calcul de la densit�e de probabilit�e d'ordre deux pour des tavelures d'�etoile

double. Sur les images de gauche, on a repr�esent�e sh�ematiquement des images de trois

tavelures du couple d'�etoiles (les deux cercles gris�es). Les courbes du milieu repr�esentent des

coupes de l'image bidimensionnelle selon une ligne qui passerait au centre d'une tavelure

du couple. Les 
�eches repr�esentent les points d'analyse. A droite, les graphes des densit�es

de probabilit�e correspondant aux d�ecalages indiqu�es sur le dessin. Voir le texte pour plus

de d�etails.
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�equivoque : une valeur mesur�ee de 0.8 signi�e que la deuxi�eme �etoile rencontr�ee lorsqu'on

balaye les images pour calculer la densit�e de probabilit�e poss�ede une intensit�e de 0.8 fois

celle de la premi�ere. L'image du systême peut alors être obtenue sans ambiguit�e. La même

analyse aurait pu être faite sur les fonctions caract�eristiques, transform�ees de Fourier de la

densit�e de probabilit�e dans les plans (I

1

; I

2

) et qui pr�esente de la même fa�con une direction

privil�egi�ee lorsqu'elle est calcul�ee pour un d�ecalage � �egal au vecteur s�eparation.

2.3 Quelques d�e�nitions et rappels sur les fonctions sta-

tistiques

Parmi les nombreuses fonctions statistiques existantes, il en est dont nous nous ser-

vons assez r�eguli�erement (densit�e de probabilit�e, fonction caract�eristique, etc: : :). Ce pa-

ragraphe condens�e rappelle leurs d�e�nitions et les diverses relations qui les lient les unes

aux autres. Des expos�es plus complets existent dans la litt�erature, par exemple [54, 64, 72].

2.3.1 Densit�e de probabilit�e

Soit 
(r) une fonction al�eatoire de la position r. Soit I = (I

1

; I

2

; :::; I

N

) une collection

de N valeurs possibles de la fonction 
(r). Soit R = (r

1

; r

2

; :::; r

N

) une collection de N

points que j'appellerai points d'analyse et 
 = (
(r

1

);
(r

2

); :::;
(r

N

)) les valeurs de la

fonction 
(r) en ces points. La probabilit�e �el�ementaire d

N

P pour que 
 soit compris dans

l'hypervolume �el�ementaire

Q

N

i=1

dI

i

autour de I est �egale �a :

d

N

P = P

N

(I;R) d

N

I (2.5)

La fonction P

N

(I;R) est appel�ee densit�e de probabilit�e d'ordre N de la fonction 
(r).

Son int�egrale par rapport �a toutes les composantes de I est �egale �a 1 :

Z

1

P

N

(I;R) d

N

I = 1 (2.6)

Au premier ordre P (I)dI est simplement la probabilit�e pour que la valeur de la fonc-

tion al�eatoire 
 soit comprise entre I et I + dI en un point donn�e. Je noterai parfois [I ]

la valeur de P (I) et [�] la probabilit�e de l'�ev�enement certain (c'est l'int�egrale de P (I) sur

toutes les valeurs de I et elle vaut 1). Sous l'hypoth�ese d'invariance par translation (on

parle aussi de stationnarit�e), P (I) ne d�epend pas du point d'analyse.

Au deuxi�eme ordre on s'int�eresse �a la quantit�e P

2

(I

1

; I

2

; r

1

; r

2

) dont nous avions d�ej�a

parl�e au paragraphe 2.2 Elle mesure la probabilit�e conjointe de deux occurences de I

1

et I

2

aux points d'analyse r

1

et r

2

. Sous l'hypoth�ese d'invariance par translation, P

2

ne d�epend

que du vecteur d�ecalage � = r

2

� r

1

et peut s'�ecrire en utilisant la notation [ ] :

[I

1

I

2

]

�

= P

2

(I

1

; I

2

; �) (2.7)

Lorsque le d�ecalage � entre les points d'analyse devient grand, leur corr�elation chute

et la densit�e de probabilit�e P

2

tend asymptotiquement vers le produit des densit�es du

premier ordre :

[I

1

I

2

]

1

= [I

1

][I

2

] = [I ]

2

(2.8)
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Lorsque les deux points d'analyse sont confondus (� = 0) P

2

n'a de valeurs que pour

I

1

= I

2

et s'�ecrit :

[I

1

I

2

]

0

= P (I

1

) �(I

2

� I

1

) (2.9)

L'int�egration de P

2

suivant I

1

ou I

2

traduit l'occurence de I

1

ou de I

2

avec l'�ev�enement

certain. On peut �ecrire :

Z

1

I

1

=0

P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

1

=

Z

1

I

2

=0

P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

2

= [I

1

�] = [�I

2

] = [I ] (2.10)

En d'autres termes, la projection de la densit�e de probabilit�e du second ordre sur ses axes

est �egale �a la densit�e d'ordre 1.

2.3.2 Fonction caract�eristique | Fonction g�en�eratrice des moments

La fonction caract�eristique de la variable al�eatoire 
(r) est �egale �a la transform�ee de

Fourier de la densit�e de probabilit�e par rapport aux variables I

i

:

�

N

(U;R) =

Z

1

0

e

iU:I

P

N

(I;R) d

N

I (2.11)

o�u U = (u

1

; u

2

; :::; u

N

) repr�esente la collection des variables conjugu�ees des I

i

et U:I est

le produit scalaire entre les deux vecteurs. Il est trivial de voir que �

N

(0) = 1.

La fonction g�en�eratrice des moments de la fonction al�eatoire 
(r) est la transform�ee

de Laplace de la densit�e de probabilit�e :

G

N

(V;R) =

Z

1

0

e

V:I

P

N

(I;R) d

N

I (2.12)

o�u V = (v

1

; v

2

; :::; v

N

) est le vecteur des variables conjugu�ees des valeurs I

i

.

On peut �ecrire �a partir des d�e�nitions 2.11 et 2.12 la relation entre la fonction g�en�era-

trice des moments et la fonction caract�eristique :

�

N

(U;R) = G

N

(iU;R) (2.13)

2.3.3 Moments et cumulants

Les moments interviennent beaucoup en interf�erom�etrie et imagerie des tavelures. On

utilise fr�equemment les fonctions de corr�elations et de triple corr�elation ou leurs transfor-

m�ees de Fourier. Les cumulants sont peu utilis�es en astronomie ; ils se r�ev�elent pourtant

un excellent outil d'analyse d'images �a tr�es faible 
ux et ne pr�esentent pas le biais dû �a la

statistique des photons qu'on trouve sur les moments d'ordre deux et trois [11, 13].

Les moments

Le moment d'ordre N de la fonction al�eatoire 
(r) est donn�e par :

m

N

(R) =

Z

1

 

N

Y

i=1

I

i

!

P

N

(I;R) d

N

I (2.14)

Sous l'hypoth�ese d'invariance par translation, on peut �ecrire en fonction des densit�es de

probabilit�e :

{ la moyenne : h
(r)i =

Z

1

I=�1

I P (I) dI
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{ l'autocorr�elation : C(�) = h
(r) 


�

(r + �)i =

Z

1

I

1

=�1

Z

1

I

2

=�1

I

1

I

2

P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

1

dI

2

{ la triple corr�elation :

C

3

(�

1

; �

2

) = h
(r) 


�

(r + �

1

) 


�

(r+ �

2

)i =

ZZZ

I

1

I

2

I

3

P

3

(I

1

; I

2

; I

3

; �

1

; �

2

) dI

1

dI

2

dI

3

Les moments peuvent aussi être exprim�es �a l'aide de la fonction g�en�eratrice des mo-

ments dont ils sont les termes du d�eveloppement en s�erie de Mac-Laurin (d'o�u le nom de

fonction g�en�eratrice des moments) :

m

N

(R) =

 

@

N

G

N

(V;R)

Q

N

i=1

@v

i

!

V=0

(2.15)

Les cumulants

La fonction g�en�eratrice des cumulants K

N

(V;R) est le logarithme n�ep�erien (not�e Log

dans toute la suite) de la fonction g�en�eratrice des moments :

K

N

(V;R) = Log (G

N

(V;R)) (2.16)

Les cumulants de la fonction al�eatoire 
(r) sont d�e�nis par les d�eriv�ees n-i�emes de la

fonction g�en�eratrice des cumulants (ou la d�eriv�ee logarithmique de la fonction g�en�eratrice

des moments) :

�

N

(R) =

 

@

N

K

N

(V;R)

Q

N

i=1

@v

i

!

V=0

=

 

@

N

Log (G

N

(V;R))

Q

N

i=1

@v

i

!

V=0

(2.17)

2.4 Le ph�enom�ene speckle d�ecrit comme une marche a-

l�eatoire bidimensionnelle | Le mod�ele Gaussien

Les variations de phase sur l'onde �etant al�eatoires, il est impossible de mod�eliser les

champs de tavelures de mani�ere d�eterministe. On ne peut que d�ecrire leurs propri�et�es

statistiques en consid�erant que l'onde qui arrive au plan focal du t�elescope est la somme

d'ondes �el�ementaires et s'�ecrit :

A =

N

X

k=1

a

k

e

i�

k

(2.18)

On peut supposer de mani�ere tr�es g�en�erale que

{ les amplitudes complexes a

k

de toutes les ondes �el�ementaires sont ind�ependantes,

{ il n'y a aucune corr�elation entre l'amplitude a

k

et la phase �

k

d'une onde �el�ementaire,

{ les phases �el�ementaires sont distribu�ees uniform�ement entre 0 et 2�,

{ toutes les amplitudes �el�ementaires ob�eissent �a la même statistique et ont toutes la

même moyenne a et la même variance ha

2

i.
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Fig. 2.4 { L'amplitude complexe de l'onde au foyer du t�elescope est la somme d'un grand

nombre d'ondes �el�ementaires ; le ph�enom�ene est assimilable �a une marche al�eatoire bidi-

mensionnelle (�a gauche) conduisant �a une densit�e de probabilit�e gaussienne pour l'onde

r�esultante (�a droite).

Chacune des ondes �el�ementaires peut être repr�esent�ee dans le plan complexe par un

vecteur de Fresnel (�gure 2.4) et le probl�eme se ram�ene �a celui d'une marche al�eatoire

bidimensionnelle. Lorsque N devient tr�es grand, on peut appliquer le th�eor�eme de la limite

centrale et la densit�e de probabilit�e de l'amplitude complexe de l'onde r�esultante prend une

forme asymptotique gaussienne ind�ependante des propri�et�es du milieu di�useur [32, 42]

p(A) =

1

p

2��

exp

 

�

<[A]

2

+ =[A]

2

2�

2

!

(2.19)

o�u <[A] et =[A] sont les parties r�eelles et imaginaires de l'amplitude complexe A et �

2

, sa

variance est la demi-somme des variances des ondes a

k

:

�

2

=

N

X

k=1

1

2

ha

2

i (2.20)

Un changement de variable simple (c'est un passage en coordonn�ees polaires) permet

d'�ecrire la densit�e de probabilit�e de l'intensit�e au plan focal, carr�e du module de l'amplitude

complexe :

P (I) =

1

hIi

exp

�

�

I

hIi

�

(2.21)

Cette fonction est ind�ependante de la position dans l'image et d�ecrit un champ de

speckle qui s'�etend �a l'in�ni (hypoth�ese stationnaire). Sa transform�ee de Fourier est la

fonction caract�eristique

�(u) =

1

1� iuhIi

(2.22)

25



1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-4 -2 2 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-4 -2 2 4

-0.4

-0.2

0.2

0.4

<I> P(I)

I/<I>

Re [φ(u)]

u

Im [φ(u)]

Fig. 2.5 { Densit�e de probabilit�e (�a gauche) et fonction caract�eristique (au milieu, partie

r�eelle, �a droite, partie imaginaire) d'une structure de speckles gaussienne pour un point

source.

Ce mod�ele est particuli�erement adapt�e �a la description des champs de speckles pro-

duits par la di�usion d'une lumi�ere laser dans un milieu inhomog�ene : ce sont les mol�ecules

qui di�usent la lumi�ere et leur nombre est extr�emement �elev�e. L'hypoth�ese gaussienne est

une bonne approximation en astronomie quand la turbulence est particuli�erement mau-

vaise et/ou quand le diam�etre du t�elescope est grand ; le nombre N d'ondes �el�ementaires

ind�ependantes qui forment les tavelures observ�ees est de l'ordre de celui des zones de co-

h�erences intersect�ees par la pupille du t�elescope, soit (D=r

0

)

2

. Si ce nombre n'est pas assez

�elev�e pour appliquer le th�eorême de la limite centrale, la statistique des champs de speckles

au foyer d�epend de celle de l'amplitude complexe sur la pupille (dont on sait qu'elle est

plutôt log-normale et pr�esente essentiellement des 
uctuations de phase [2, 29]).

2.4.1 Statistique au deuxi�eme ordre pour un point source

La densit�e de probabilit�e du second ordre d'un champ de speckles gaussien est

donn�ee par [33, 42] :

[I

1

I

2

]

�

= P

2

(I

1

; I

2

; � = 0) =

exp

�

�

I

1

+I

2

hIi(1��

2

)

�

hIi

2

(1� �

2

)

I

0

 

2

p

I

1

I

2

�

hIi(1� �

2

)

!

(2.23)

o�u � est le facteur de coh�erence de l'amplitude complexe A(r) de l'onde entre les points

d'analyse r

1

et r

2

:

�(r

1

; r

2

) =

hA(r

1

)A

�

(r

2

)i

hIi

(2.24)

Le facteur � peut être exprim�e en fonction de la pupille de l'intrument ; l'expression g�e-

n�erale est donn�ee dans la revue de Goodman [32]. Pour une ouverture circulaire, � est la

racine carr�ee d'une fonction d'Airy :

� =

�

�

�

�

�

�

2

J

1

�

�D�

�z

�

�D�

�z

�

�

�

�

�

�

(2.25)
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avec

{ D=Diam�etre du t�el�escope

{ � = longueur d'onde

{ z = focale du t�el�escope

Une expression de la densit�e de probabilit�e au troisi�eme ordre [I

1

I

2

I

3

]

�

1

�

2

pour un

point source a �et�e r�ecemment donn�ee par Rao Gudimetla [66]. Il n'y a pas d'expression

analytique connue au del�a de l'ordre trois.

La fonction caract�eristique au deuxi�eme ordre est simplement la transform�ee de Fou-

rier de la densit�e de probabilit�e par rapport aux deux intensit�es. Elle d�epend aussi du

d�ecalage � entre les points d'analyse et poss�ede une partie r�eelle paire et une partie ima-

ginaire impaire (c'est la condition pour que sa transform�ee de Fourier soit r�eelle). Son

expression est beaucoup plus simple que celle de P

2

:

�

2

(u

1

; u

2

; �) =

1

(1� iu

1

hIi)(1� iu

2

hIi) + u

1

u

2

hIi

2

�

2

(2.26)

Le graphe de ces fonctions est repr�esent�e en �gure 2.6.

Fonction d'autocorr�elation | Densit�e spectrale La fonction d'autocorr�elation

d'une image S(r) s'�ecrit :

C(�) = hS(r)S(r+ �)i =

Z

1

I

1

=0

Z

1

I

2

=0

I

1

I

2

P

2

(I

1

; I

2

; �) dI

1

dI

2

(2.27)

ou de mani�ere �equivalente en faisant intervenir la fonction caract�eristique :

C(�) = �

 

@

2

�

2

(u

1

; u

2

; �)

@u

1

@u

2

!

u

1

=u

2

=0

(2.28)

En utilisant les expressions 2.23 ou 2.26, l'autocorr�elation prend la forme simple :

C(�) = hIi

2

(1 + �(�)

2

) (2.29)

Sa transform�ee de Fourier, la fonction de transfert, s'�ecrit :

W (�) =

ZZ

^

P

2

(I

1

; I

2

; �)dI

1

dI

2

(2.30)

La fonction

^

P

2

(I

1

; I

2

; �) est la transform�ee de Fourier de la densit�e de probabilit�e [I

1

I

2

]

�

par rapport �a la variable d'espace �. L'int�erêt de cette fonction sera discut�e plus loin pour

l'application de l'imagerie probabiliste �a la synth�ese d'ouverture.
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Fonction d'autocorrélation des speckles ;
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des figures ci-dessus. Noter l'évolution
des fonctions P2 et φ2 au fur et à mesure
que les points d'analyse se décorrèlent.

(pixels)

Fig. 2.6 { Visualisation en niveaux de gris de la densit�e de probabilit�e d'ordre 2 (au dessus)

et de la fonction caract�eristique (partie r�eelle au milieu et partie imaginaire au dessous)

d'une structure de speckle gaussienne pour un point source aux d�ecalages � = 0, � = 2,

� = 8, � = 15. Les d�ecalages sont report�es sur la courbe de la fonction de corr�elation de

l'amplitude complexe comme des petits disques gris�es.
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2.4.2 Cas d'une �etoile double | Superposition de deux champs de spe-

ckles

L'image d'une �etoile double observ�ee en pr�esence de turbulence est la superposition

de deux structures tavel�ees d�ecal�ees d'une quantit�e �egale �a la s�eparation du couple (d) et

pond�er�ees par le rapport d'�eclat entre les �etoiles (�). Si la condition d'isoplan�etisme est

v�eri��ee, l'image I(r) observ�ee est :

I(r) = S(r) + �S(r� d) (2.31)

L'intensit�e observ�ee est la somme de deux variables al�eatoires qui sont d�ecorr�el�ees si la

s�eparation du couple est grande devant la taille du speckle. On peut ainsi �ecrire :

I = I

1

+ I

2

(2.32)

o�u I

1

est la contribution �a l'intensit�e I du champ de tavelures de la premi�ere �etoile, et I

2

celle de la deuxi�eme �etoile. I

1

et I

2

sont deux variables al�eatoires qui ob�eissent chacune �a

la loi exponentielle d�ecroissante d�e�nie au paragraphe pr�ec�edent :

8

>

>

>

>
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>

>

>

>
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P (I

1
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1

hI

1

i

e
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1

=hI

1

i

P (I
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1

hI
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i

e
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2

=hI

2

i

(2.33)

avec hI

2

i = �hI

1

i. La densit�e de probabilit�e s'�ecrit dans ce cas [32] :

P (I) =

1

hIi(1� �)

�

exp

�

�

I

hIi

�

� exp

�

�

I

�hIi

��

(2.34)

Il est int�eressant de remarquer que cette fonction est tr�es di��erente de la densit�e de pro-

babilit�e de la r�eponse impulsionnelle donn�ee par l'�equation 2.21 ; elle s'annule pour I = 0

et pr�esente un maximum �a la valeur

I =

�Log�

� � 1

hIi (2.35)

Cette valeur peut être utilis�ee pour d�eterminer le rapport d'intensit�e entre les deux compo-

santes du syst�eme double, la densit�e de probabilit�e du premier ordre pouvant être estim�ee

sur un ensemble d'images comme un histogramme des valeurs des pixels. Une d�etermi-

nation du maximum de cet histogramme permet (dans les limites o�u le mod�ele Gaussien

est applicable) d'obtenir une estimation de la valeur du rapport �. La simple inspection

visuelle de l'histogramme peut diagnostiquer la duplicit�e du systême. Par contre, aucune

information spatiale sur l'�etoile double ne peut être obtenue de cette mani�ere. Il faut pous-

ser l'analyse au second ordre pour connaitre le vecteur s�eparation du couple. La fonction
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Fig. 2.7 { Densit�es de probabilit�e de champs de speckles gaussiens. A gauche, pour un

point source, �a droite pour une �etoile double de rapport d'intensit�e � = 0:5.
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Fig. 2.8 { Fonctions caract�eristiques correspondantes.
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caract�eristique est la transform�ee de Fourier de l'expression 2.34 :

�(u) =

1

(1� iu)(1� i�u)

(2.36)

C'est une fonction dont la partie r�eelle pr�esente des \pieds" n�egatifs qui n'�etaient pas

observ�es dans le cas de l'�etoile simple (voir la �gure 2.8). La di��erence avec la r�eponse

impulsionnelle n'est cependant pas aussi spectaculaire que pour la densit�e de probabilit�e.

Analyse au second ordre

Une expression simpli��ee de la densit�e de probabilit�e au deuxi�eme ordre peut être

obtenue si on suppose que les speckles sont delta-corr�el�es. La fonction s'exprime alors

comme le produit des densit�es du premier ordre :

[I

1

I

2

]

�

= [I

1

][I

2

] (2.37)

Dans le cas particulier o�u le d�ecalage � est �egal �a la s�eparation entre les �etoiles, P

2

prend

la forme suivante [3] :
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��

� 1

�

(2.38)

avec � = � + 1=� � 1. La �gure 2.9 montre une repr�esentation en niveaux de gris de

cette fonction pour plusieurs valeurs du rapport � : on voit apparaitre la ligne de crête

d'�equation I

1

= �I

2

d�ecrite pr�ec�edemment. Elle traduit les nombreuses occurences des

points d'analyse sur les tavelures des deux �etoiles.

La fonction caract�eristique pr�esente le même type de structure que la densit�e de pro-

babilit�e lorsque � = d. C'est une fonction hermitienne dont le module est repr�esent�e en

�gure 2.9 pour plusieurs valeurs du rapport �. Son expression peut être calcul�ee en prenant

la transform�ee de Fourier de l'�equation 2.38 :

�

2

(u

1

; u

2

; � = d) =

1

(1� iu

1

)(1� i�u

2

)(1� i�u

1

� iu

2

)

(2.39)

2.4.3 Cas d'un objet �etendu

Un objet astrophysique est g�en�eralement observ�e par un t�elescope �equip�e d'un syst�eme

d'acquisition d'images qui �echantillonne l'intensit�e dans le plan focal (par exemple une

cam�era CCD). On peut alors consid�erer n'importe quel objet �etendu �echantillonn�e comme

une matrice de points et �ecrire l'intensit�e provenant de l'objet comme une somme discr�ete

de valeurs :

O(r) =

N

X

n=1

�

n

�(r � d

n

) (2.40)

Partant de cette hypoth�ese, nous avons calcul�e la fonction caract�eristique d'ordre Q d'un

tel objet observ�e en pr�esence de turbulence (sous l'hypoth�ese d'isoplan�etisme). Le calcul

est d�ecrit dans l'article ci-apr�es.
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α=0.1

α=0.5

α=1

α=2

Fig. 2.9 { Densit�es de probabilit�e au second ordre pour � = d (�a gauche) et modules

des fonctions caract�eristiques correspondantes pour des �etoiles doubles de divers rapport

d'intensit�e �.
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2.4.4 Analyse au deuxi�eme ordre de syst�emes multiples | Etoile triple

sur l'axe

Consid�erons un syst�eme de trois �etoiles, chacune s�epar�ee de ses voisines d'une quantit�e

grande devant la taille du speckle. On note �

1

le rapport d'intensit�e de la deuxi�eme �etoile

�a la premi�ere, �

2

le rapport de la troisi�eme �etoile �a la premi�ere. On note d

1

le vecteur

s�eparation entre les �etoiles 1 et 2, d

2

le vecteur s�eparation entre les �etoiles 1 et 3. Les

matrices D et R d�e�nies aux �equations 2.20 et 2.22 de l'article pr�ec�edent s'�ecrivent dans

ce cas :
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(2.41)

On se place maintenant dans le cas particulier de la �gure 2.10 o�u les trois �etoiles

sont align�ees et �equidistantes, soit d cette distance. Les fonctions caract�eristiques pour les

d�ecalages � = d et � = 2d s'expriment alors, en utilisant l'�equation 2.25 de l'article :
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(2.42)
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(2.43)

Pour � = 2d la fonction caract�eristique a la même expression que celle qui serait

calcul�ee pour une �etoile double de rapport d'intensit�e �

2

et de s�eparation 2d. Pour � = d

elle montre deux axes privil�egi�es d'�equation :
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(2.44)

Les modules de ces fonctions sont repr�esent�es en �gure 2.10 pour les valeurs �

1

= 0:75

et �

2

= 3.

On peut g�en�eraliser cette analyse �a un syst�eme de N �etoiles. On note f�

i

g les intensit�es

de chaque �etoile. On suppose qu'il existe dans le syst�eme un nombre K de couples d'�etoiles

qui ont chacun la même s�eparation d (redondances), et que les �etoiles en correspondance

dans chaque couple portent les num�eros (p; p+N �K) ; par exemple pour l'�etoile triple

dont nous venons de parler, les couples distants de d �etaient (1,2) et (2,3). On peut,

toujours sous l'hypoth�ese que d est grand devant la taille du speckle, calculer la taille de

la s�eparation d :
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(2.45)

Cette fonction montrerait alors K axes privil�egi�es d'�equation :

!

2

= �

�

N�K+p

�

p

!

1

(2.46)
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(a) (b) (c)

d

d

α1

α2

1

Fig. 2.10 { Fonction caract�eristique au deuxi�eme ordre d'une structure de speckles d'�etoile

triple bien s�epar�ee dont les composantes sont align�ees et �equidistantes. On a pris �

1

=

0:75 et �

2

= 3. En (a) on a repr�esent�e l'objet. En (b) et (c) les modules des fonctions

caract�eristiques correspondant �a � = d et � = 2d.

Cet exemple simple montre comment la fonction caract�eristique d'ordre deux permet

d'obtenir, dans le cas de syst�emes d'�etoiles multiples, les di��erentes positions et intensit�es

des �etoiles. Dans le cas particulier o�u le syst�eme poss�ede des redondances pour une certaine

s�eparation entre ses �etoiles, le module de �

2

montre plusieurs lignes obliques dont les

pentes sont reli�ees de mani�ere tr�es simple aux rapports d'intensit�e des �etoiles des couples

redondants. Dans le cas trivial de l'�etoile triple dont les composantes sont �equidistantes

et align�ees, l'examen de la fonction caract�eristique �a deux d�ecalages di��erents donne sans

ambiguit�e les rapports �

1

et �

2

.

2.5 Vers la reconstruction des images

2.5.1 Relation entre la statistique d'un objet �etendu et celle de sa r�e-

ponse impulsionnelle

Les limites du mod�ele Gaussien apparaissent d�es que la longueur d'onde augmente ou

quand le diam�etre du t�elescope utilis�e pour faire les images diminue. Aime et Martin [6]

ont montr�e que ce mod�ele ne d�ecrivait plus les images de speckles de fa�con satisfaisante

d�es que le rapport D=r

0

descendait en dessous de quelques dizaines. En fait, lorsque le

nombre de cellules coh�erentes intersect�ees par la pupille du t�elescope n'est pas tr�es �elev�e,

le th�eor�eme de la limite centrale ne peut plus être appliqu�e et la statistique des champs de

tavelures n'est plus gaussienne. Elle d�epend en fait de l'�etat de l'atmosph�ere au moment

o�u l'image est form�ee au foyer du t�elescope [49, 68].

Un nouveau mod�ele ind�ependant de la statistique de l'amplitude complexe est pr�esent�e

dans l'article ci-apr�es [14]. Il montre que la fonction caract�eristique des images tavel�ees

d'un objet �etendu peut s'exprimer de mani�ere tr�es simple �a l'aide de celle de la r�eponse

impulsionnelle dont l'estimation peut se faire sur une �etoile de r�ef�erence. Ce mod�ele est
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d'autant plus int�eressant qu'il permet de traiter facilement le cas de speckles obtenus

par balayages d'une fente, ou le cas de speckles partiellement int�egr�es pour lesquels le

mod�ele gaussien n'est pas une bonne description. Son application suppose n�eanmoins que

la relation de convolution objet-image est v�eri��ee, et n'a�ranchit pas d'un pr�etraitement

visant �a �eliminer le bruit ou la statistique des photons pour des images �a faible 
ux.
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2.5.2 Une application au cas de � Aqr

Nous avons utilis�e les r�esultats de l'article pr�ec�edent sur les tavelures infrarouges de

� Aqr qui avaient �et�e observ�ees par Perrier [7] au t�elecope de 3.60 m de l'E.S.O.. Ces

donn�ees sont des balayages infrarouges du plan focal du t�elescope et il s'agit l�a d'un cas

o�u le mod�ele gaussien n'est pas directement applicable. En partant de l'�etoile de r�ef�erence

� Aqr observ�ee dans les mêmes conditions, nous avons �et�e en mesure de retrouver avec un

accord presque parfait et en d�epit des probl�emes de bruit additif, la densit�e de probabilit�e

d'ordre 1 de � Aqr.

Relation entre la densit�e de probabilit�e de l'objet et celle de sa r�ef�erence

Nous sommes partis de l'�equation (7) de l'article pr�ec�edent :

�
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g; fX

q

g) = '

NQ

(f�

n

u

q

g; fX

q

� d

n

g) (2.47)

en prenant ici N = 2 (nombre de composantes de l'objet) et Q = 1 (ordre d'analyse

pour l'objet). La relation ci-dessus devient alors :

�

1

(u;X) = '

2

(�

1

u; �

2

u;X � d

1

; X � d

2

) (2.48)

o�u X est la position du point d'analyse, d

1

et d

2

les positions de chaque �etoile du couple, et

�

1

et �

2

les intensit�es de chaque �etoile. En faisant l'hypoth�ese d'invariance par translation

et en nommant d = d

1

� d

2

la s�eparation des �etoiles, on peut �ecrire :

�

1

(u) = '

2

(�

1

u; �

2

u; d) (2.49)

La transform�ee de Fourier de cette derni�ere expression nous donne alors la relation qui

existe entre les densit�es de probabilit�e :

p

1

(I) =

1

�

2

Z

I=�

1

0

}

2

(x;

I � �

1

x

�

2

; d) dx (2.50)

o�u p

1

(I) est la densit�e de probabilit�e d'ordre 1 de l'�etoile double et }

2

(I

1

; I

2

; d) celle de

la r�eponse impulsionnelle au d�ecalage correspondant �e la s�eparation des �etoiles. Il s'agit

d'une int�egration sur un chemin rectiligne dans le plan (I

1

; I

2

), cette op�eration est illustr�ee

dans la �gure 2.11. C'est en fait une projection de }

2

sur une droite dont la pente est

l'arctangente du rapport d'intensit�e des �etoiles �

2

=�

1

.

Cas de � Aqr

Cette op�eration a �et�e e�ectu�ee sur la densit�e de probabilit�e d'ordre 2 de � Aqr avec

les param�etres suivants : �

1

= 1, �

2

= 1:4 et d = 10 pixels (il s'agit de donn�ees �a une

dimension). L'op�eration de projection soul�eve des probl�emes d'interpolation assez d�elicats

qui ont �et�e r�esolus avec l'utilisation du logiciel Mathematica tournant sur une station de

travail NeXT. La r�esultat est pr�esent�e dans la �gure 2.12 o�u l'on a port�e aussi la vraie

densit�e de probabilit�e de � Aqr �a des �ns de comparaison : la concordance entre les deux

courbes est remarquable.
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Fig. 2.11 { Illustration de la relation de projection qui permet de passer du }

2

de l'�etoile

de r�ef�erence au p

1

de l'�etoile double. Une direction est choisie dans le plan (I

1

; I

2

) dont

l'angle est l'arctangente du rapport d'intensit�e des deux composantes de l'�etoile double ;

pour chaque point I mesur�e sur cette droite, une int�egration de }

2

est e�ectu�ee dans une

direction perpendiculaire (les bornes de l'int�egration sont indiqu�ees sur la �gure). La valeur

ainsi calcul�ee est celle de p

1

(I) recherch�ee, �a une constante multiplicative �

2

pr�es. Il s'agit

l�a d'une op�eration de projection des valeurs de }

2

(I

1

; I

2

) sur la droite I

2

=

�

2

�

1

I

1

.
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Fig. 2.12 { A gauche (a), densit�e de probabilit�e de l'�etoile de r�ef�erence pour le d�ecalage

10 pixels. En surimpression : la direction de projection pour le calcul de p

1

(voir le texte).

A droite (b) la densit�e de probabilit�e du premier ordre calcul�ee par projection, et (c) celle

qui est r�eellement observ�ee.
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2.5.3 M�ethode possible de reconstruction des images

Quand on travaille sur les densit�es de probabilit�e ou sur les fonctions caract�eristiques,

il n'y a pas comme dans le cas des moments, de s�eparation simple entre une fonction

d�ependant de l'objet et une fonction d�ependant de la r�eponse impulsionnelle (en speckle

masking par exemple, le bispectre de l'image est le produit des bispectres de l'objet et de la

r�eponse impulsionnelle). L'imagerie probabiliste doit donc mod�eliser dans son ensemble la

statistique des images tavel�ees pour en extraire ensuite les param�etres d'un objet possible

compatible avec un ensemble d'observations.

Utilisation du mod�ele Gaussien

Dans la premi�ere proposition de la technique [10, 12] nous envisagions d'utiliser le

mod�ele gaussien d�ecrit dans [9] comme point de d�epart d'une proc�edure de minimisation

entre la fonction caract�eristique calcul�ee sur un ensemble de donn�ees et celle qui est obtenue

�a l'aide du mod�ele et qui d�epend de l'ensemble des param�etres qui d�e�nissent l'objet. Dans

l'expression de la fonction caract�eristique interviennent les param�etres suivants :

{ la covariance r(x) de l'amplitude complexe de l'onde,

{ le nombre N de points qui constituent l'objet,

{ la position fd

n

g de ces points,

{ la valeur de l'intensit�e en ces points (f�

n

g).

Ces quantit�es sont toutes inconnues a priori. L'estimation de N , de fd

n

g et de f�

n

g consti-

tue le processus d'imagerie proprement dit. La covariance de l'amplitude complexe d�epend

principalement de la pupille du t�elescope [32] et son expression peut être connue. Dans le

cas d'un t�elescope circulaire nous avons vu au paragraphe 2.4.1 que c'�etait la racine carr�ee

d'une fonction d'Airy. L'extension spatiale de cette fonction peut être d�etermin�ee �a partir

de l'autocorr�elation d'une �etoile servant de r�ef�erence �a l'objet �etudi�e en mesurant la taille

du pic speckle (dans le cas du mod�ele gaussien, la relation entre r(x) et l'autocorr�elation

de la r�eponse impulsionnelle est tr�es simple (eq. 2.29)).

Le nombre N de points qui composent l'objet est un param�etre d�elicat ; il faut en fait

l'estimer avant de commencer la recontruction. Trois cas de �gure peuvent se pr�esenter :

1. On sait d�es le d�epart quel type d'objet on �etudie (�etoile double, recherche d'une

troisi�eme composante autour d'un syst�eme binaire, etc: : :). N est alors connu a

l'avance et le probl�eme ne se pose pas.

2. On peut faire des hypoth�eses sur le nombre de points qui d�e�nissent l'objet, par

exemple on reconstruit l'image de C�er�es qui est un objet circulaire dont on connait

le diam�etre et qui sera �echantillonn�e par le d�etecteur sur un carr�e de

p

N �

p

N

pixels. A ce moment l�a on peut prendre pour N une valeur que l'on juge correcte (�a

la limite on peut l�eg�erement surestimer N , les points \en trop" auront une intensit�e

voisine de z�ero apr�es reconstruction).

3. On ne sait rien du tout sur l'objet : c'est le cas g�en�eral. On peut alors estimer la taille

de l'objet �a partir de l'autocorr�elation des images tavel�ees. Il est �egalement possible
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de prendre N comme l'une des inconnues et de reconstruire plusieurs objets de plus

en plus complexes, jusqu'�a atteindre le meilleur accord possible entre l'observation

et le mod�ele.

Pour d�eterminer les valeurs de f�

n

g et fd

n

g, on choisit d'appliquer une proc�edure de

minimisation. On peut calculer en utilisant le formalisme de l'article [9] une expression

math�ematique de la fonction caract�eristique d'ordre Q d'un objet comprenant N points.

Cette expression d�epend des valeurs de f�

n

g et de fd

n

g. En ajustant ces param�etres de

telle sorte qu'une certaine distance entre la fonction caract�eristique observ�ee et celle du mo-

d�ele soit minimale, on obtiendra une collection de valeurs qui constituera un objet possible.

L'ordre Q d'analyse �a utiliser pour la minimisation d�epend �a la fois de l'objet et des

moyens de calcul dont on dispose. Nous avons pu montrer [14] que l'ordre maximal qu'il

faut utiliser pour imager des objets comprenant N points est N . (un peu moins lorsque

l'objet poss�ede une g�eom�etrie particuli�ere). Si l'on calcule la densit�e de probabilit�e d'ordre

N d'un objet �a N points, on peut s'attendre en g�en�eralisant le raisonnement intuitif que

nous avons fait �a l'ordre 2 pour une �etoile double, que le graphe de P

N

dans un espace

�a N dimensions lorsque tous les d�ecalages correspondent aux distances entre les points

de l'objet pr�esente une direction privil�egi�ee dont les cosinus directeurs sont les rapports

d'intensit�e entre les di��erents points (ce r�esultat n'a toutefois pas encore �et�e d�emontr�e de

mani�ere rigoureuse).

Si P

N

et �

N

�epuisent toute l'information imageuse, ce sont des quantit�es qui devien-

nent vite tr�es di�ciles �a manipuler lorsque N augmente. Ce sont en fait des fonctions

�a 3N � 2 dimensions (N valeurs de l'intensit�e (densit�e de probabilit�e) ou de sa variable

conjugu�ee (fonction caract�eristique) et N � 1 vecteurs d�ecalages). Notre id�ee est de se

limiter dans un premier temps �a une analyse au second ordre ; nous avons vu en e�et au

paragraphe 2.4.4 que dans le cas d'un syst�eme d'�etoiles multiples bien s�epar�ees, la fonction

caract�eristique d'ordre deux permet de d�eterminer toutes les caract�eristiques de l'objet. Il

est probablement plus pr�ecis d'e�ectuer une analyse �a l'ordre trois, quatre ou plus, l'id�eal

�etant de se placer �a l'ordre qui maximise le rapport qualit�e de la reconstruction/temps de

calcul. On ne sait pas actuellement comment se traduit sur l'image �nale le fait d'avoir

pris un ordre �elev�e ou non et c'est une �etude qui est dans nos perspectives.

Utilisation d'une �etoile de r�ef�erence

D'apr�es l'�equation (7) de l'article pr�ec�edent [14], la fonction caract�eristique �

Q

d'ordre

Q d'images de speckles d'un objet �etendu d�e�ni sur N points s'exprime �a l'aide de celle

de sa r�eponse impulsionnelle '

NQ

:

�

Q

(f!

q

g; fX

q

g) = '

NQ

(f�

n

!

q

g; fX

q

� d

n

g) (2.51)

o�u f�

n

g repr�esente les valeurs de l'intensit�e aux points fd

n

g de l'objet. L'application de

ce mod�ele n�ec�essite l'observation d'une �etoile de r�ef�erence su�samment proche de l'objet

et observ�ee de mani�ere su�samment simultan�ee pour que les propri�et�es statistiques de

l'atmosph�eres soient constantes. Les inconnues du probl�eme sont ici :

{ le nombre N de points dans l'objet,

{ les valeurs f�

n

g,
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{ les valeurs fd

n

g.

On remarque que toutes ces inconnues ne d�ependent que de l'objet observ�e et qu'il n'est

plus n�ec�essaire d'estimer la covariance de l'amplitude complexe comme dans le cas du

modêle Gaussien. Elle est en fait prise en compte dans la fonction caract�eristique de la

r�eponse impulsionnelle.

La m�ethode propos�ee est toujours bas�ee sur la minimisation d'une distance entre �

Q

et

'

NQ

en fonction des param�etres f�

n

g et fd

n

g. Le nombre N de points pourra être estim�e

de la mani�ere d�ecrite pour la cas Gaussien.

Algorithme de minimisation par recuit simul�e

Le recuit simul�e est une technique de type Monte-Carlo g�en�eralis�e tr�es �a la mode

actuellement en traitement d'images. C'est une m�ethode de minimisation d'une fonction-

nelle (qui peut être une distance entre une observation et un modêle) qui a la propri�et�e

de converger vers le minimum global de la fonction s'il existe (refs).

Nous allons d�ecrire la proc�edure de reconstruction d'un objet O(r) digitalis�e sur N

points par minimisation d'une distance entre les fonctions caract�eristiques du mod�ele et

observ�ee, �a l'ordre deux. Soient f�

i

g et fd

i

g les intensit�es et les positions des points de

l'objet.

Si on utilise le mod�ele gaussien, la fonction caract�eristique du mod�ele s'exprime [9]:

�

2

(!

1

; !

2

; �) = det

�1

0

B

@

I� i!

1

R(0)D �i!

2

R(��)D

�i!

1

R(�)D I� i!

2

R(0)D

1

C

A

(2.52)

o�u les notations sont celles de l'article, soit R la covariance de l'amplitude complexe

de l'onde, D la matrice diagonale des intensit�es dans l'objet et I la matrice unit�e.

Si on utilise la mod�ele avec �etoile de r�ef�erence, la fonction caract�eristique est :

�

2

(!

1

; !

2

; �) = '

4

(!

1

; �!

1

; !

2

; �!

2

;�d; �; �� d) (2.53)

La proc�edure de reconstruction est la même que l'on utilise l'un ou l'autre de ces

modêles. Soit �

M

2

la fonction caract�eristique calcul�ee par le mod�ele et �

E

2

celle qui est

mesur�ee sur les donn�ees. On va ajuster les param�etres f�

i

g et fd

i

g de telle sorte que la

distance :

W (f�

i

g; fd

i

g) =

�

�

�

�

�

�
�

M

2

(f�

i

g; fd

i

g)� �

E

2

�

�

�

�

�

�

2

(2.54)

soit minimale. L'algorithme utilise la technique de recuit simul�e, il est d�ecrit par l'organi-

gramme de la �gure 2.13.

Le choix de la fonction distance W (on dit aussi fonction de coût) est arbitraire et

d�epend du probl�eme physique auquel on s'int�eresse. Il peut s'agir de la norme euclidienne,

c'est �a dire la somme des carr�es des di��erences point par point des deux fonctions carac-

t�eristiques :

W

eucl

=

X

i;j

�

�

M

2

(i; j)� �

E

2

(i; j)

�

2

(2.55)

Il peut aussi s'agir de la distance entre des fonctions qui d�ependent des �

2

comme le

logarithme de �

2

ou �

2

pond�er�ee par une certaine quantit�e. On peut �egalement minimiser

la di��erence entre les densit�es de probabilit�e. Le tout est d'utiliser une fonctionnelle qui
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Fig. 2.13 { Algorithme de recuit simul�e propos�e pour la minimisation des distances entres

fonctions caract�eristiques du deuxi�eme ordre d'un mod�ele et d'une observation (reproduc-

tion d'une partie du poster pr�esent�e au colloque de l'ESO en Octobre 1991 (voir annexe

2).
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soit physiquement acceptable et qui conduise �a un minimum global le plus marqu�e possible.

Des �etudes sont actuellement en cours sur des simulations de tavelures d'�etoiles doubles,

elles sont pr�esent�ees dans le paragraphe 2.5.4.

On introduit parfois en addition �a la fonction de coût une fonction dite de p�enalit�e pour

tenir compte d'�eventuelles contraintes physiques sur l'objet . La fonctionnelle �a minimiser

devient alors :

W (f�

i

g; fd

i

g) =

�

�

�

�

�

�
�

M

2

� �

E

2

�

�

�

�

�

�

2

+ 
 jjC(f�

i

g; fd

i

g) jj

2

(2.56)

La fonction de p�enalit�e peut être la d�eriv�ee ou la d�eriv�ee seconde de l'objet (crit�ere de

lissage). On peut aussi introduire une limitation spatiale de l'�etendue de l'objet (contrainte

de support), etc: : : Le coe�cient 
 est le param�etre de r�egularisation.

2.5.4 Etude de la fonction distance dans le cas d'une �etoile double

Le rapport ci-apr�es est une �etude sur l'existence d'un minimum de la fonction distance

entre les densit�es de probabilit�es exp�erimentale et de mod�ele, pour le cas d'une �etoile

double. Le mod�ele utilis�e pour l'ajustement des param�etres est le mod�ele gaussien, les

densit�es exp�erimentales ayant �et�e obtenues sur des simulations num�eriques de tavelures

d'�etoile double.

73



74



Note

sur

L'existence d'un minimum de la fonction

de distance entre les densit�es de probabilit�e

d'une �etoile double simul�ee et celle du mod�ele Gaussien

Etude pr�eliminaire exploratoire
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Minimisation de distances entre la densit�e de probabilit�e d'images

simul�ees d'�etoile double et celle du mod�ele Gaussien

Introduction

Nous pr�esentons ici les r�esultats d'un travail en cours sur les probl�emes de minimisation de

distance entre mod�ele et observations. On suppose un ensemble d'images courtes poses d'une �etoile

double caract�eris�ee par son rapport d'intensit�e � et son vecteur s�eparation d. On est capable de

calculer les densit�es de probabilit�es \exp�erimentales" correspondant �a plusieurs d�ecalages � allant

de z�ero �a la dimension des images. L'un des plans P

2

exp

(I

1

; I

2

; �) montre une structure paticuli�ere :

c'est celui qui correspond �a � = d. Il pr�esente une barre oblique dont l'angle avec l'axe OI

1

est

l'arctangente du rapport d'intensit�e des �etoiles. En utilisant les formules �etablies dans le cas du

mod�ele gaussien, il est par ailleurs possible de calculer de mani�ere analytique une famille de densit�es

de probabilit�es d'ordre deux P

2

th

(I

1

; I

2

;

~

d) pour une �etoile double poss�edant un rapport d'intensit�e

~� et un vecteur s�eparation

~

d. On peut alors consid�erer la fonctionnelle

W (�; ~�; d;

~

d) =

�

�

�

�

�

�

P

2

exp

(I

1

; I

2

; d; �)� P

2

th

(I

1

; I

2

;

~

d; ~�)

�

�

�

�

�

�

2

(2.57)

o�u la quantit�e jj�jj

2

repr�esente une distance qui peut être simplement un �ecart quadratique moyen.

Pour un jeu d'observation donn�e, les valeurs de � et de d sont �x�ees et la fonctionnelleW ne d�epend

que de ~� et de

~

d. Si on suppose pour simpli�er que la direction du vecteur s�eparation d est connue,

W (~�;

~

d) est une fonction bidimensionnelle dont le graphe doit pr�esenter un creux bien marqu�e

pour ~� = � et

~

d = d (voir la �gure 0). Id�ealement ce creux est nul pour des images parfaitement

gaussiennes et en l'absence de bruit.

Il est possible d'�etudier le comportement de la fonction distance W sur des images d'�etoiles

doubles simul�ees num�eriquement ; on connait alors la s�eparation et le rapport de magnitude exp�e-

rimentaux et l'on peut �etudier une famille de fonctions W pour voir celle qui donne le minimum

le plus marqu�e. C'est l'objet de l'�etude qui est pr�esent�ee ci-apr�es. En fait nous avons �etudi�e les

coupes monodimensionnelles f(~�) et g(

~

d) de la fonction W (~�;

~

d) pour ~� = � et pour

~

d = d.

Recherche du minimum suivant le rapport d'intensit�e �

La m�ethode adopt�ee a �et�e la suivante :

{ Simulation de speckles d'�etoiles doubles avec un rapport d'intensit�e � et une s�eparation d.

Le vecteur s�eparation a �et�e choisi suivant l'axe Ox de l'image. On disposait ici de deux jeux

de donn�ees

{ Calcul de la densit�e de probabilit�e d'ordre deux \exp�erimentale" pour � (le d�ecalage) �egal a

la s�eparation des �etoiles

{ G�en�eration d'un ensemble de ddp d'ordre 2 calcul�ees par le mod�ele gaussien pour un rapport

~� variant entre deux valeurs extrêmes. On a utilis�e pour le calcul l'expression approch�ee

(�equation 2.34 de la th�ese) correspondant �a des �etoiles bien s�epar�ees (d tr�es sup�erieur �a la

taille du speckle).

{ Comparaison entre la ddp simul�ee et les di��erentes fonctions calcul�ees pr�ec�edemment pour

plusieurs valeurs de ~�. On devrait voir apparaitre un minimum lorsque ~� = �.
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Figure 0 : Repr�esentation en perspective d'une fonction possible de distance W (~�;

~

d) pr�esentant

un creux tr�es important pour ~� = � et

~

d = d. Les deux courbes de droite repr�esentent la coupe

W (�;

~

d = d) (a) et la coupeW (~� = �; d) (b). Cette fonctionW a �et�e fabriqu�ee pour faire appara

^

itre

un minimum tr�es marqu�e qui est en fait assez peu r�ealiste.

Premier jeu de donn�ees

Nous avons simul�e 153 images de speckles d'�etoile double pour une turbulence relativement

faible (D=r

0

= 8). La s�eparation du couple est de d = 8 pixels, le rapport d'intensit�e est de 0.5. La

taille des images est de 64 par 64 et la taille du speckle est de deux pixels.

De gros probl�emes sont apparus au d�ebut �a cause de l'�etendue �nie de l'enveloppe des speckles

sur les images simul�ees (ces images sont reproduites en �gure 1). Les valeurs de la densit�e de

probabilit�e sur les axes I

1

= 0 et I

2

= 0 �etaient beaucoup trop �elev�ees par rapport �a celles

pr�evues par le mod�ele gaussien ; aussi avons nous choisi de pond�erer les densit�es de probabilit�es

par I

1

I

2

pour diminuer l'in
uence des axes et du bruit qui est important pour les faibles valeurs

de l'intensit�e. La fonctionnelle qui a �et�e test�ee pour ce jeu de donn�ees est :

W (~�) =

X

I

1

;I

2

 

I

1

I

2

P

2

exp

(I

1

; I

2

) � I

1

I

2

P

2

th

(I

1

; I

2

; ~�)

P

2

exp

(I

1

; I

2

) � P

2

th

(I

1

; I

2

; ~�)

!

2

(2.58)

La courbe de distance est reproduite en �gure 2 en fonction de l'arctangente du rapport de

magnitude (c'est en fait l'angle que fait la droite I

1

= ~�I

2

dans le plan (I

1

; I

2

)). Elle montre un

minimum tr�es marqu�e pour la valeur ~� = 0:48, soit 4 % d'erreur, ce qui est de l'ordre des pr�ecisions

typiques obtenues en speckle masking.

La courbe de la �gure 2 a en fait �et�e obtenue apr�es passage d'un �ltre m�edian de taille 3� 3

pixels sur la densit�e de probabilit�e simul�ee. La �gure 3 montre l'e�et du passage de ce �ltre sur les

courbes des densit�es de probabilit�es et la �gure 4 montre l'am�elioration qu'apporte le �ltre sur la

courbe de distance.

Deuxi�eme jeu de donn�ees

On dispose cette fois de 100 tavellogrammes d'�etoile double, la turbulence est un peu plus

forte (D=r

0

= 15). Les param�etres de l'�etoile double sont : s�eparation=5 pixels, rapport de magni-

tude=0.5. La taille des images est de 128�128 et celle du speckle est de 3 pixels.

En �gures 5 et 6 on a repr�esent�e l'une des images speckles et les densit�es de probabilit�e cor-

respondant aux d�ecalages � = 0 �a 8. On remarque au passage que pour � = 5 pixels, la structure
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caract�eristique en �epi apparait, signature de l'�etoile double. La �gure 8 montre la ddp corres-

pondant au decalage 5 pixels, et la courbe th�eorique cacul�ee qui donne qui donne une distance

minimale.

Diverses fonctions de distance ont �et�e essay�ees sur ce jeu de donn�ees :

{ l'�ecart quadratique simple :
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2

) � P

2

th

(I

1

; I

2

)

�

�

�

�

�

�

2

{ la distance entre les ddp multipli�ees par I
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{ la distance entre les ddp multipli�ees par la distance a l'origine
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{ la distance entre les ddp pond�er�ees par l'inverse de leur logarithme n�ep�erien (c'est une

quantit�e qui ressemble �a l'entropie) :
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La quantit�e jj � jj
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signi�ant tantôt un �ecart quadratique simple

P
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, tantôt

un �ecart pond�er�e
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th

�P
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exp

)
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, f(P
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) d�esignant la fonction de P

2

choisie pour calculer la

distance (pond�eration). Cette pond�eration doit permettre de s�electionner l'information pertinente

contenue dans la densit�e de probabilit�e, en minimisant autant que possible le bruit ou le fond du

ciel. En fait, il faut choisir une fonction qui donne un poids relativement faible aux axes, soit aux

valeurs faibles de l'intensit�e qui contiennent peu d'information. Toutes les pond�erations que nous

avons choisies sont par cons�equent des foctions croissantes de I

1

et de I

2

.

Les courbes correspondant aux distances W

2

et W

3

sont report�ees en �gure 9, celle correspon-

dant �a l'\entropie" pond�er�ee par la distance �a l'origine est pr�esent�ee en �gure 10. Les minima des

courbes se situent vers l'angle 35 degr�es, soit une valeur de � = 0:7 ce qui est un peu trop �elev�e ;

le minimum est n�eanmoins pr�esent et relativement bien marqu�e.

Il semble en fait que toutes les distances donnent grosso modo le même r�esultat, c'est �a dire

un minimum qui est plus ou moins bien marqu�e. Les fonctions qui semblent donner les meilleurs

r�esultats sont celles qui font intervenir une pond�eration de type

p

I

2

1

+ I

2

2

ou I

1

I

2

qui privil�egie les

grandes valeurs de l'intensit�e. L'entropie, qui fait intervenir une pond�eration de la ddp par l'inverse

de son logarithme, a donn�e des r�esultats int�eressants.

Recherche du minimum suivant la s�eparation d

M�ethode :

{ Simulation de speckles d'�etoiles double comme dans le cas pr�ec�edent

{ Calcul de plusieurs ddp \exp�erimentales" correspondant a des valeurs de � qui encadrent la

valeur de la s�eparation des �etoiles (�=0 �a 8).

{ G�en�eration d'une ddp th�eorique calcul�ee par le mod�ele gaussien pour ~� �egal au rapport

d'intensit�e des �etoiles. On utilise en fait l'expression simpli��ee de P

2

valable lorsque la

s�eparation est grande devant la taille du speckle (�equation 2.34).
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{ Calcul de la distance entre la ddp th�eorique et les \exp�erimentales". On devrait ici obtenir

un minimum lorsque � est �egal a la s�eparation des �etoiles.

On a utilis�e pour ce calcul le deuxi�eme jeu de donn�ees avec les mêmes param�etres pour l'�etoile

double. La courbe de distance est reproduite en �gure 11 (la distance choisie est W

3

). Il semble

en fait que quelle que soit la fonctionnelle minimis�ee dans ce cas, les courbes sont pratiquement

identiques et montrent un minimum tr�es bien marqu�e �a la s�eparation des �etoiles. Le param�etre

s�eparation ne semble donc pas être tr�es sensible, en tout cas moins que le param�etre di��erence de

magnitude.

Conclusion

Les courbes qui ont ete pr�esent�ees n'ont bien entendu qu'une valeur d'illustration ; elles mon-

trent n�eanmoins que la fonction distance entre la ddp d'ordre deux d'images d'�etoile double simul�ees

et calcul�ees d'apr�es le mod�ele gaussien pr�esente un minimumpour certaines valeurs de la s�eparation

et du rapport de magnitude entre les �etoiles. Ce minimum est en g�en�eral assez large et profond et

il ne semble pas y avoir de minima secondaires importants ; une technique de type Monte-Carlo

ou recuit simul�e pourra probablement donner de bons r�esultat dans ce cas. Nous envisageons pour

la suite de calculer les densit�es de probabilit�e th�eoriques en utilisant le P

3

d'une �etoile de r�ef�e-

rence comme il est d�ecrit dans l'article [14]. Ce qui devrait donner de meilleurs r�esultats puisqu'on

utiliserait alors la statistique exacte des champs de speckles au lieu du mod�ele gaussien.
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Chapitre 3

In
uence du bruit | D�etection

en comptage de photons

Nous venons de d�ecrire la technique d'imagerie probabiliste telle que nous la concevons

actuellement. Elle fait intervenir l'ajustement �a un mod�ele d'une collection de valeurs

d�ecrivant un objet astronomique observ�e. Mais il est rare que les donn�ees provenant d'une

observation soient parfaites. Dans le domaine visible les objets �etudi�es ont souvent une

intensit�e tr�es faible et la d�etection intervient photon par photon. La statistique des photons

et les capteurs �a comptage introduisent divers biais et distorsions sur les densit�es de

probabilit�e. En infrarouge la pr�esence de rayonnement thermique gêne consid�erablement

les observations et n'est pas rare que le bruit y soit aussi important que le signal observ�e.

Pour pouvoir appliquer id�ealement l'imagerie probabiliste il est n�ecessaire de travailler

sur des donn�ees aussi propres que possible : il faut donc bien connaitre les perturbations

subies par les densit�es de probabilit�e lorsqu'on passe du cas id�eal aux observations r�eelles,

et mettre en place des algorithmes de correction.

Deux cas sont consid�er�es dans ce chapitre essentiellement compos�e d'articles : la pr�e-

sence de bruit additif ind�ependant du signal astronomique (c'est le cas d'observations

en infrarouge) et la d�etection en comptage de photons (incluant les probl�emes dûs aux

capteurs comme le trou du centreur ou le clipping).

3.1 Cas du bruit additif

On suppose que l'observation se fait en pr�esence d'un bruit B(r) qui vient s'ajouter

au signal astronomique S(r) pour donner une intensit�e observ�eeM(r) �a une position r du

plan focal du t�elescope :

M(r) = S(r) + B(r) (3.1)

On suppose que S(r) et B(r) sont statistiquement ind�ependants. En notant M le vecteur

qui repr�esente la collection de valeurs de M(r) aux points de l'image repr�esent�es par le

vecteur R et E[f ] l'esp�erance math�ematique d'une fonction f , la fonction caract�eristique

observ�ee �

Q

(U;R) s'�ecrit :

�

Q

(U;R) = E

h

e

iU:M

i

= E

h

e

iU:(S+B)

i

= E

h

e

iU:S

i

E

h

e

iU:B

i

(3.2)

Le bruit additif se traduit par une multiplication simple des fonctions caract�eristiques du

signal et du bruit, et par une convolution de leurs densit�es de probabilit�e. Une proc�edure
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inverse doit être envisag�ee pour retrouver la fonction caract�eristique de S(r) qui n�ecessite

l'estimation du bruit (facile �a obtenir en masquant l'ouverture du t�elescope).

L'article ci-apr�es [67] pr�esente l'application de la m�ethode de d�econvolution de Richarson-

Lucy au cas des densit�es de probabilit�e de l'�etoile double � Aqr observ�ee en infrarouge par

Perrier avec le t�elescope de 3.60 m de l'ESO [7]. Nous envisageons aussi l'application des

techniques de recuit simul�e ; un programme est actuellement en cours d'�elaboration sur un

calculateur parall�ele \Connection Machine" [37].
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Article

soumis �a

Journal of the European Optical Society A

Application of the Richarson-Lucy algorithm to the

deconvolution of two-fold Probability Density Function

F�evrier 1992
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3.2 D�etection des images en comptage de photons

A tr�es faible �eclairement, la d�etection de la lumi�ere est quantique ; les photons arrivent

les uns apr�es les autres sur le capteur au foyer du t�elescope, d'autant plus nombreux que la

source est plus brillante. La �gure de speckles d'une �etoile observ�ee �a fort 
ux pr�esente des

variations de lumi�ere (les tavelures) qui a�ectent le nombre de photons d�etect�es : l'image

devient un ensemble de points dont la densit�e des modul�ee par l'intensit�e �a fort 
ux. Le

nombre N de photons re�cus pendant un temps t lorsqu'on observe une source d'intensit�e

I suit une loi de Poisson :

P (N jI) =

(�I)

N

N !

e

��I

(3.3)

o�u � est le rendement quantique du capteur. Si I est une fonction al�eatoire comme c'est

le cas pour des images speckle, alors la d�etection des photons devient un processus dou-

blement stochatique qui suit la loi :

p(N) =

Z

1

I=0

P (N jI) P (I) dI =

Z

1

I=0

(�I)

N

N !

e

��I

P (I) dI (3.4)

Cette relation connue sur le nom de transformation de Poisson a �et�e introduite par Mandel

en 1959 [59]. Pour le mod�ele Gaussien, elle se ram�ene �a la loi de Bose-Einstein (P (I) �etant

la densit�e de probabilit�e exponentielle pr�esent�ee au paragraphe 2.4.1) :

p(N) =

(�I)

N

(1 + �I)

N+1

(3.5)

Des progr�es consid�erables sur la statistique de la d�etection des photons ont �et�e e�ectu�es

deuis les travaux de Mandel, parmi lesquels on peut citer ceux de Mehta [61]. D'excellentes

pr�esentations se trouvent dans [32, 42, 71].

L'�equation 3.4 est la relation qui a�ecte les densit�es de probabilit�es lorsqu'on passe

d'une d�etection �a fort 
ux �a une d�etection en comptage de photons. Elle ne fait pas

apparâ�tre de s�eparation simple entre la statistique de l'intensit�e et celle des photons

comme dans le cas du bruit additif. Divers essais d'inversion de la transformation de

Poisson sont pr�esent�es dans les articles ci-apr�es dans le cas de densit�es de probabilit�e du

premier ordre [10, 12] (voir aussi l'annexe 2). On proc�ede soit �a l'inversion directe par

une m�ethode it�erative, soit �a l'utilisation de relations particuli�eres entre les densit�es de

probabilit�e en comptage de photon et les grandeurs statistiques �a fort 
ux. Nous sommes

actuellement en train de travailler sur l'inversion �a l'ordre deux.

122



Communication

pr�esent�ee �a

ICO Topical Meeting on Atmospheric, Volume and Surface

Scattering and Propagation

Probability Imaging of Extended Astronomical Sources at

Low Light Levels

Florence, 27{31 Août 1991
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Communication

pr�esent�ee �a

ESO Conference on High Resolution Imaging by Interferometry II

Probability imaging photon counting levels

Garching, 14{18 Octobre 1991
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3.2.1 In
uence du biais dû �a la statistique des photons et probl�emes de

capteur

La d�etection en comptage de photons conserve �a un biais pr�es la relation de convolution

objet-image, base de toutes les techniques d'imagerie. Ce biais appar̂�t sur les densit�es

spectrales comme un plateau presque uniforme de valeur [34, 42] :

B =

1

1 + hKi

(3.6)

si hKi est le nombre moyen de photons dans l'image et si les densit�es spectrales sont

norm�ees. Un biais similaire appar̂�t sur le bispectre [79], biais qui doit être compens�e

lorsque l'on veut faire de l'imagerie par speckle masking [78].

Il existe d'autres e�ets ind�esirables qui sont peuvent être produits par les d�etecteurs �a

comptage de photons. Le plus c�el�ebre est sans doute le \trou du centreur" provoqu�e par

la taille �nie des impacts individuels des photons et qui emp�echent la discrimination de

deux photons simultan�es tr�es proche. L'autre est dû �a la d�etection en \tout ou rien" et

conduit �a une saturation �a 1 du nombre de photons d�etect�es sur une image (le clipping).

Une �etude de ces e�ets et l'in
uence du biais de la statistique des photons pr�esent�ee est

dans les di��erents articles ci-apr�es.

Le premier article [8] est une communication pr�esent�ee au colloque SPIE de San-Diego

en Juillet 1990. Il r�esume en fait les travaux de l'�equipe �a cette �epoque. Les aspects

comptage de photons sont d�ecrits au paragraphe 4 avec la pr�esentation de densit�es de

probabilit�e a�ect�ees par une transformation de Poisson, pour le point source et l'�etoile

double. Le probl�eme du clipping y est �egalement abord�e.

La courte communication suivante (colloque ICO, Août 1991) pr�esente les e�ets du

clipping sur les densit�es spectrales en utilisant une description analytique par le mod�ele

Gaussien et des simulations.

Ces r�esultats sont repris beaucoup plus en d�etail dans l'article pr�esent�e apr�es, soumis

�a Experimental Astronomy.

La communication suivante (colloque ESO, Octobre 1991) pr�esente les e�ets du clipping

sur la triple corr�elation. Le probl�eme du biais y est aussi abord�e et l'on montre que

l'utilisation des cumulants permet de s'en a�ranchir totalement.

En�n, le dernier article, r�ecemment accept�e par le Journal of Optical Society of Ame-

rica A, reprend une formulation g�en�erale et synth�etique de tous ces probl�emes de biais.

L'article soumis Experimental Astronomy est antrieur celui accept par JOSA. Il sera

en fait profondment remani. Les aspects thoriques |tous contenus dans l'article JOSA|

seront rduits au minimum. L'accent sera mis sur la simulation numrique, qui sera tendue

l'tude de la triple corrlation.
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Communication

pr�esent�ee �a

Digital Image Synthesis and Inverse Optics | S.P.I.E.

Second order statistics of astronomical speckle pattern used

for image reconstruction

San-Diego, 9{13 Juillet 1990
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Communication

pr�esent�ee �a

ICO Topical Meeting on Atmospheric, Volume and Surface

Scattering and Propagation

E�ects of Clipped Photon Detection in Speckle

Interferometry

Florence, 27{31 Août 1991
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Article

soumis �a

Experimental Astronomy

The e�ects of clipped photon detection in Labeyrie's speckle

interferometry technique

Mai 1991

(en cours de r�evision)
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Communication

pr�esent�ee �a

ESO Conference on High Resolution Imaging by Interferometry II

E�ects of clipped photon detection in the triple correlation

technique

Garching, 14{18 Octobre 1991

189



190



Article

accept�e par

Journal of the Optical Society of America A

A statistical approach to bias e�ects in the techniques of

speckle interferometry and speckle masking

D�ecembre 1991
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Chapitre 4

Une application astrophysique sur

des images tavel�ees de quelques

�etoiles doubles

L'observation de l'�etoile � Aqr en infrarouge fut le premier r�esultat de l'imagerie pro-

babiliste en 1990. Cette �etoile avait �et�e observ�ee par balayage d'une fente dans le plan

focal. Les speckles �etaient int�egr�es le long de la direction de la fente et les images obtenues

�etaient monodimensionnelles. Nous sommes aujourd'hui en possession d'images �e deux di-

mensions d'�etoiles doubles dans le domaine visible. Ces images nous ont �et�e fournies par

A. Glindemann en Octobre dernier, et les premi�eres densit�es de probabilit�e d'ordre deux

calcul�ees sur les images de ces �etoiles montrent des structures caract�eristiques des �etoiles

doubles. Il s'agit l�a des premiers r�esultats de l'imagerie probabiliste dans le visible.

4.1 Les observations

Elles ont �et�e e�ectu�ees par des �equipes Japonnaises (universit�es de Tokyo, de Shizuoka

et d'Hokka��do �a la �n du mois d'Octobre 1988 [45, 46]. Ils ont utilis�e une cam�era TV

intensi��ee plac�ee au foyer cassegrain du t�elescope de 212 centim�etres de l'observatoire

\San Pedro Martir" de l'universit�e de Mexico (focale de 15.8 m�etres). Les images �etaient

grossies 10 fois par un objectif de microscope et le champ observ�e �etait de 4"53� 4"53. Un

pixel correpond dans le ciel �a 0"035. Les �etoiles ont pour la plupart �et�e observ�ees en lu-

mi�ere blanche avec un prisme correcteur pour compenser la dispersion atmosph�erique.. La

cadence des prises de vue �etait de 60 Hz et nous disposons d'un peu moins d'une centaine

d'images �a courte pose de chaque objet. Les intensit�es sont digitalis�ees sur 256 niveaux

sur des images de 128�128 pixels.
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Les �etoiles doubles observ�ees sont les suivantes :

Nom Nombre S�eparation m

1

m

2

d'images (secondes d'arc)

ADS 2253 73 0.48 7.5 7.5

ADS 2980 73 0.50 8.2 8.2

ADS 3390 73 0.88 8.6 8.6

ADS 15267 73 0.27 8.1 8.2

ADS 15281 73 0.17 4.7 5.0

ADS 15992 63 0.43 8.5 9.0

ADS 16836 73 0.50 5.7 5.8

L'�etoile simple HD 28142 a aussi �et�e observ�ee avec le même syst�eme et pourra nous

servir d'�etoile de r�ef�erence pour un traitement plus approfondi.

4.2 Examen des densit�es de probabilit�e au premier ordre

La �gure 4.1 pr�esente les densit�es de probabilit�e P (I) de chaque �etoile double et de

l'�etoile de r�ef�erence calcul�ees comme des histogrammes des ensembles d'images. On se

souvient que sous l'hypoth�ese gaussienne, la densit�e de probabilit�e pour une �etoile double

est une fonction qui pr�esente un maximum �a la valeur :

I

hIi

=

� log�

� � 1

(4.1)

o�u � est le rapport d'intensit�e des �etoiles. Celle de la r�eponse impulsionnelle est simplement

une exponentielle d�ecroissante :

P (I) =

1

hIi

exp

�

�

I

hIi

�

(4.2)

4.2.1 L'�etoile de r�ef�erence

L'histogramme des images de l'�etoile de r�ef�erence des reproduit sur la �gure 4.1. On

remarque qu'il pr�esente une zone assez lin�eaire sur sa plus grande partie, en bon accord

avec le mod�ele gaussien, ce aui n'�etait pas �evident a priori au vu de la large bande pas-

sante utilis�ee (la �gure est en �echelle logarithmique). Il y a par contre une remont�ee tr�es

nette quand on se rapproche de l'origine. Cette remont�ee peut être dûe �a l'extension �-

nie des champs de speckles qui sont, sur les images, entour�es d'une zone de fond de ciel

qui contribue de mani�ere signi�cative aux faibles valeurs de l'intensit�e. Si la densit�e de

probabilit�e avait �et�e calcul�ee sur une zone r�eduite des images, cette remont�ee aurait sans

doute �et�e fortement att�enu�ee. On remarque aussi que le maximum de la fonction n'est

pas pour I = 0 comme on aurait pu s'y attendre, mais il semble exister un o�set qui

d�ecale globalement toutes les valeurs de l'intensit�e et trahit peut-être la pr�esence d'un

bruit additif. Le comportement de la courbe pour ces tout premiers points peut aussi être

dû �a des probl�emes de 
at-�eld ou toute autre cause inconnue. Ce comportement �etait en

tout cas observ�e sur l'�etoile � Aqr en infrarouge [7] et manifestait ainsi la pr�esence d'un

bruit additif tr�es important. On ne dispose malheureusement pas d'images de fond de ciel
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Fig. 4.1 { Densit�es de probabilit�e du premier ordre des images des �etoiles doubles et de

l'�etoile de r�ef�erence. L'�echelle en ordonn�ee est logarithmique, celle des abscisses est gradu�ee

en valeurs de l'intensit�e digitalis�ee de 0 �a 63.
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Fig. 4.2 { Densit�e spectrale de puissance de l'�etoile de r�ef�erence HD 218142. A gauche,

repr�esentation en pespactive cavali�ere. En haut �a droite, repr�esentation en �echelle de gris ;

et en bas �a droite, on a e�ectu�e une coupe suivant la direction Ox. Les courbes sont

repr�esent�ees en �echelle logarithmique

qui nous permettraient d'estimer la statistique du bruit. On peut cependant en avoir une

premi�ere approximation en l'estimant sur des zones en bordure d'image loin des speckles.

La pr�esence d'un tel bruit se traduirait par une convolution des densit�es de probabilit�e du

signal et du bruit.

La densit�e spectrale des images de l'�etoile de r�ef�erence a �et�e repr�esent�ee en �gure 4.2.

Il semble que le plateau des hautes fr�equences soit a�aibli d'un facteur proche du million

par rapport �a la fonction de transfert hors atmosph�ere. Celle valeur correspondrait �a un

param�etre r

0

de deux millim�etres qui n'est pas tr�es r�ealiste. Cependant il faut tenir compte

du fait que le temps d'int�egration de 1/60�eme de seconde peut su�re �a brouiller les images

si la turbulence est forte (c'est d'ailleurs ce que semble montrer l'examen visuel des images)

et que la bande passante utilis�ee �etait large.

Il est par contre int�eressant de constater l'absence du biais qui caract�erise le comptage

de photons. Ce biais ayant pour valeur 1=(1 + hKi) o�u hKi est le nombre moyen de
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photons par images, on peut en d�eduire que les images contiennent plus de dix millions

de photons et peuvent donc être consid�er�ees comme des images �a fort 
ux. Une proc�edure

de transformation inverse de Poisson n'est pas n�ecessaire dans ce cas.

4.2.2 Les �etoiles doubles

En premi�ere constatation on s'aper�coit que l'on observe pas comme on s'y attendait,

le graphe en forme de bosse avec un maximum bien marqu�e, signature d'une �etoile double.

Par contre on peut voir un l�eger �epaulement sur les courbes, notamment sur celles de

ADS 2253 et de ADS 15281. La courbe pr�esente en fait trois r�egions bien di��erenci�ees

comme illustr�e par le sch�ema ci-dessous :

1
2 3

I

P(I)

La r�egion 1 traduit un probl�eme d'o�set similaire �a celui qui avait �et�e rencontr�e pour

l'�etoile de r�ef�erence. La r�egion 2 est probablement dûe �a l'in
uence d'une zone de fond

de ciel autour de l'enveloppe des speckles sur les images et qui fait monter les premiers

points. La r�egion 3 ressemble �a une partie de la distribution pr�evue par le mod�ele gaussien

pour une �etoile double : l'�epaulement correspondrait alors �a la partie sommitale de cette

distribution, �eventuellement �elargie par une r�eponse impulsionnelle de bruit additif.

4.3 Examen �etoile par �etoile

Pour chacune des �etoiles �etudi�ees on a repr�esent�e dans une même planche les quantit�es

suivantes :

{ une s�erie de quatre images instantann�ees,

{ la densit�e spectrale bidimensionnelle,

{ une coupe de celle-ci selon l'axe Ox ou Oy suivant le cas,

{ la densit�e de probabilit�e au second ordre de l'�etoile double au d�ecalage pond�er�ee par

le produit des intensit�es I

1

I

2

,

{ la densit�e de probabilit�e de l'�etoile de r�ef�erence au d�ecalage, même pond�eration.

Les d�ecalages ont �et�e estim�es �a l'aide des pics secondaires de l'autocorr�elation bidimen-

sionnelle des images. Les planches sont reproduites dans les pages ci-apr�es. Nous allons en

faire une description cas par cas dans les lignes qui suivent.
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(a) (b)

Fig. 4.3 { Images de l'�etoile double ADS 15281. A gauche (a) une image courte pose

obtenue au foyer du t�elescope de 2 m�etres, �a droite (b) l'image limit�ee par la di�raction

recontruite �a partir des mesures de position et de brillance faites par imagerie probabiliste.

Les valeurs trouv�ees sont : rapport d'intensit�e = 0.8 (l'�etoile la plus faible est �a droite)

et s�eparation = 0.21". Les �etoiles ont �et�e synth�etis�ees comme des gaussiennes dont la

dimension est �egale au diam�etre de la tache d'Airy du t�elescope. Pr�ecisons qu'il ne s'agit l�a

que d'un pr�etraitement des donn�ees et que des valeurs plus pr�ecises devraient être obtenues

par la suite.

ADS 15281

C'est peut-être le r�esultat le plus spectaculaire. La duplicit�e du couple est d�ej�a visible

sur les images de speckles. La densit�e spectrale montre des franges bien dessin�ees.

Les densit�es de probabilit�e au deuxi�eme ordre �a la s�eparation montrent des struc-

tures assez di��erentes ; alors que la �gure correspondant �a l'�etoile de r�ef�erence pr�esente

la structure sym�etrique habituelle, celle de l'�etoile double pr�esente une barre oblique de

pente inf�erieure �a celle de la premi�ere diagonale. Cette pente correspond �a un rapport

d'intensit�e de l'ordre de 0.8, la valeur r�eelle �etant de 0.76. L'image du couple a �et�e resyn-

th�etis�ee �a partir des param�etres d�ecalage et rapport d'intensit�e. Cette image est pr�esent�ee

en �gure 4.3.

ADS 2253

Cette �etoile est un peu plus s�epar�ee que la pr�ec�edente (0"48 au lieu de 0"17) et les

franges qui strient le spectre de puissance sont nombreuses. On distingue l'�etoile double sur

l'une des images (celle qui se trouve en haut �a droite). La densit�e de probabilit�e de l'�etoile

double est l�a encore assez di��erente de celle de l'�etoile de r�ef�erence, bien qu'on n'observe

pas comme tout �a l'heure de barre oblique clairement d�e�nie (qui devrait avoir un angle

de 45

�

dans ce cas). En fait on constate la pr�esence d'une \masse" importante centr�ee aux

valeurs I = (20; 15) de l'intensit�e digitalis�ee, qui pourrait être cette barre oblique convolu�ee

par une r�eponse impulsionnelle de bruit. Il ne faut pas oublier non plus que la statistique

gaussienne correspond �a des conditions id�eales (monochomatisme parfait, temps de pose
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inf�erieur �a la dur�ee de vie des speckles) qui ne sont pas forc�ement v�eri��ees ici.

ADS 16836

Il s'agit l�a encore �a une binaire bien s�epar�ee (0"5) qu'on voit nettement sur les images;

La densit�e de probabilit�e de l'�etoile double pr�esente le même type de structure que pour

ADS 2253 avec notamment la pr�esence d'un creux centr�e sur les valeurs I = (10; 10) qui

n'est pas observ�e pour l'�etoile de r�ef�erence.

ADS 15267 et ADS 15992

On observe pour ces deux �etoiles des densit�es de probabilit�e (pour leurs d�ecalages

respectifs) qui se ressemblent beaucoup. En fait, bien qu'une barre oblique ne soit tou-

jours pas observ�ee clairement ici, sauf peut-être pour ADS 15267,la densit�e de probabilit�e

de l'�etoile double pr�esente une dissym�etrie beaucoup plus marqu�ee que pour l'�etoile de

r�ef�erence.

ADS 2980

La densit�e de probabilit�e montre une structure en triangle �evid�e un peu semblable

�e celle d'ADS 16836. Les images instantann�ees semblent tout de même assez bruit�ees et

l'�etoile double y est di�cilement discernable.

ADS 3390

Ici, la binaire est tr�es bien s�epar�ee (0"88) comme en t�emoigne le nombre de franges

observ�ees dans le spectre. Le d�ecalage spatial entre les deux �etoiles est ici tr�es important,

pr�es de 70 pixels, soit plus de la moiti�e de l'image. Le calcul de la densit�e de probabilit�e

pour les grands d�ecalages pose le probl�eme des bords des images. En e�et, si N � N

est le nombre de pixels dans l'image, le nombre de valeurs de I

1

et I

2

accessibles pour

un d�ecalage � donn�e entre les points d'analyse est de (N � �

x

) � (N � �

y

). Le d�ecalage

observ�e por ADS 3390 est de � = (17; 67) pixels et n'autorise qu'une analyse sur 40 % de

l'image. On d�egrade en fait beaucoup le rapport signal sur bruit �a oberver des �etoiles tr�es

s�epar�ees: : :

On observe sur la densit�e de probabilit�e de l'�etoile de r�ef�erence une enveloppe en forme

d'hyperbole qui traduit une d�ecorr�elation des intensit�es. Cette structure n'est pas observ�ee

pour l'�etoile double dont la densit�e de probabilit�e pr�esente une forme en triangle trahissant

une corr�elation plus �elev�ee, signature probable de l'�etoile double. Ces �gures ressemblent

beaucoup �a celles qui �etaient observ�ees pour � Aqr en infrarouge aux grands d�ecalages.
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(d) Densité de probabilité d'ordre 2  de
l'étoile de référence HD 218412 au
même décalage
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Etoile double ADS 2253

(a) Images au foyer du télescope (b) Spectre de puissance

0 20 40 60 80 100 120
-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 20 40 60 80 100 120
0

20

40

60

80

100

120

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

(c) Densité de probabilité d'ordre 2  au
décalage ρ=(17,2) pondérée par I1 I2

(d) Densité de probabilité d'ordre 2
de l'étoile de référence HD 218142 au
même décalage

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

244



0 20 40 60 80 100 120
0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120
-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

(c) Densité de probabilité d'ordre 2  au
décalage ρ=(18,1) pondérée par I1 I2

(d) Densité de probabilité d'ordre 2
de l'étoile de référence HD 218142 au
même décalage

(a) Images au foyer du télescope (b) Spectre de puissance

Etoile double ADS 16836

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

245



0 20 40 60 80 100 120
0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0
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(a) Images au foyer du télescope (b) Spectre de puissance

(c) Densité de probabilité d'ordre 2  au
décalage ρ=(11,3) pondérée par I1 I2

(d) Densité de probabilité d'ordre 2
de l'étoile de référence HD 218142 au
même décalage

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

50

60

246



Etoile double ADS 15992
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Etoile double ADS 2980

(a) Images au foyer du télescope (b) Spectre de puissance
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(c) Densité de probabilité d'ordre 2  au
décalage ρ=(−12,17) pondérée par I1 I2

(d) Densité de probabilité d'ordre 2  de
l'étoile de référence HD 218412 au
même décalage
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Conclusion et pespectives

Conclusion

En deux ans et demi de travail sur l'imagerie probabiliste, il m'a �et�e donn�e de m'int�e-

resser �a un spectre assez vaste de probl�emes parmi lesquels on peut citer

{ l'�etude des fonctions statistiques des champs de speckles,

{ les probl�emes de recontruction d'images en interf�erom�etrie des tavelures,

{ les probl�emes inverses et les techniques telles que le recuit simul�e,

{ le comptage de photons et les probl�emes qui lui sont reli�es (biais, clipping : : : ),

{ le d�epouillement de donn�ees astrophysiques.

L'imagerie probabiliste n�ecessite une bonne connaissance des fonctions statistiques qui

sont en fait la clef de tout ph�enom�ene al�eatoire et particuli�erement des images de speckles.

Ces fonctions ont un champ d'application tr�es vaste et sont utilis�ees dans de nombreux

domaines du traitement d'image.

La �nalit�e de notre travail est d'�etablir une m�ethode de reconstruction des images

astronomiques d�egrad�ees par la turbulence en utilisant des fonctions comme les densit�es de

probabilit�e ou les fonctions caract�eristiques. Ces fonctions contiennent toute l'information

�a la fois sur les objets observ�es et sur les champs de speckles eux-mêmes. Les m�ethodes

d'imagerie existantes utilisent actuellement des analyses par moment, moment d'ordre

deux pour la speckle interf�erom�etrie, la speckle holographie ou la m�ethode de Knox et

Thompson, moment d'ordre trois pour le speckle masking. Les informations contenues

dans les moments d'ordre sup�erieur ne sont pas prises en compte.

L'utilisation de fonction caract�eristique permet une analyse simultan�ee �a tous les

ordres ; cette fonction peut en e�et s'�ecrire comme un d�eveloppement en s�erie de Tay-

lor dont les coe�cients sont les moments m

n

(x).

�(!) =

1

X

n=0

i

n

n!

!

n

m

n

(x)

La fonction caract�eristique (ou la densit�es de probabilit�e qui est sa transform�ee de Fourier)

contient ainsi toute l'information pr�esente dans les moments du deuxi�eme et du troisi�eme

ordre, mais aussi celle qui se trouve dans les moments d'ordre sup�erieur. Appliqu�ee au

probl�eme de la reconstruction d'images en astronomie �a haute r�esolution angulaire, son

utilisation devrait permettre de fournir des solutions pr�ecises, plus encore que le speckle
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masking. La contrepartie est la di�cult�e de manipulation de ces fonctions, au niveau th�eo-

rique �a cause des calculs que demande la mod�elisation aussi bien qu'au niveau du volume

de ressources informatiques qui seront n�ecessaires (les programmes de minimisation de

type recuit simul�e sont en g�en�eral tr�es gourmands en temps de calcul machine).

L'organigramme g�en�eral de l'imagerie probabiliste pourrait être le suivant.

Image limitée
par la

diffraction

Programme de minimisation

Modèle
Gaussien

Observations
objet astronomique

Calcul de la densité
de probabilité

Calcul de la densité
de probabilité

Etoile de
référence

Restaurations :

  - Déconvolution (bruit additif)

-  Inversion de la transformée de
   Poisson (comptage de photons)

Restaurations :

  - Déconvolution (bruit additif)

-  Inversion de la transformée de
   Poisson (comptage de photons)

OU
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De tous les points de l'organigramme, le mod�ele gaussien est actuellement celui qui

est le plus avanc�e : nous sommes capables d'�ecrire la fonction caract�eristique de n'importe

quel objet vu �a travers la turbulence. Ce mod�ele analytique va cependant être abandonn�e

au pro�t de celui qui fait intervenir une �etoile de r�ef�erence et qui permet l'estimation de

la statistique vraie des champs de speckles observ�es. En ce qui concerne les algorithmes de

restauration, une inversion de la transform�ee de Poisson par recuit simul�e est actuellement

en cours de tests (pour le premier ordre), et il est envisag�e de passer au second ordre assez

prochainement. Le programme de reconstruction d'images par minimisation n'existe pas

encore, du moins est-il �a l'�etat de recherches prospectives comme en t�emoigne le travail

qui a �et�e fait sur les �etoiles doubles et qui est d�ecrit �a la �n du chapitre 2.

L'imagerie probabiliste a d�ej�a commenc�e �a donner des r�esultats astrophysiques en in-

frarouge et dans le visible sur des �etoiles doubles. Il semble que la m�ethode soit même

assez pr�ecise quant �a l'estimation des rapports de magnitudes, puisque pour ADS 15281

nous avons eu 4 % d'erreur avec une mesure d'angle relativement grossi�ere sur sa densit�e

de probabilit�e du second ordre.

Par ailleurs l'utilisation des fonctions statistiques a permis de mod�eliser par une d�emar-

che nouvelle les probl�emes qui aparaissent en comptage de photons. Nous avons bien

retrouv�e l'expressions des biais observ�es sur les densit�es spectrales et les bispectres calcul�es

par Dainty et Greenaway [34], et par Wirnitzer [79]. Nous avons aussi appr�ehend�e le

probl�eme du clipping qui �ecrête �a 1 le nombre de photons d�etect�es sur un pixel. Ce probl�eme

�etait connu depuis assez longtemps mais on n'en trouve pas de description d�etaill�ee dans la

litt�erature ; les r�esultats que nous avons trouv�e montrent c'est un probl�eme qui n'est plus

n�egligeable d�es que le 
ux devient sup�erieur �a 10

�2

photon par pixel. Il limite s�erieusement

la possibilit�e d'appliquer des techniques d'ordre sup�erieur pour renconstruire des images

et peut même conduire en speckle interferom�etrie �a des r�esultats erronn�es. Il n'y a pas

vraiment de solution �a ce probl�eme qui n'est pas lin�eaire, si ce n'est d'utiliser des cam�eras

qui autorisent une certaine dynamique dans le comptage des photons (CCD bombard�es,

PAPA, etc: : : ).

Perspectives

A court terme

{ Nous allons continuer dans un premier temps le traitement des donn�ees sur les

�etoiles doubles et essayer de diminuer l'in
uence du bruit (d�econvolution). Une at-

tention particuli�ere sera port�ee sur le cas d'ADS 15281 qui est l'�etoile qui pr�esente

les meilleures images.

{ Deux missions d'observations sont pr�evues en Mai et Juin 1992 �a l'observatoire

de Haute-Provence. Nous ferons des images d'�etoiles doubles et de quelques �etoiles

triples et multiples avec le t�elescope de 193 cm. Nous sommes sur le point d'acheter

un syst�eme d'acquisition d'image bas�e sur un ordinateur NeXT Cube que nous ignau-

gurerons �a cette occasion et avec lequel nous observerons r�eguli�erement.
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A moyen terme

{ Nous envisageons dans un premier temps de limiter la technique d'imagerie �a des

objets brillants (jusqu'�a la magnitude 8 environ) pour �eviter les probl�emes li�es au

comptage de photons. L'accent sera mis au d�epart sur les �etoiles doubles pour deux

raisons. D'abord parce que ce sont les objets astrophysiques les plus simples qui

soient et qu'on en trouve une grande quantit�e, ensuite parce que la mesure des

param�etres orbitaux des couples stellaires permet de calibrer les relations masse-

luminosit�e et les distances, param�etres fondamentaux qui ont des r�epercussions dans

tous les domaines de l'astrophysique. L'imagerie probabiliste devrait être capable

d'am�eliorer les pr�ecisions actuelles sur les mesures de rapport d'intensit�e, qui sont

de l'ordre de 4 �a 5 % pour les m�ethodes traditionnelles, et inf�erieures au pourcent

pour l'algorithme fork de Bagnuolo [21] qui suit une d�emarche proche de l'analyse

probabiliste.

{ Nous allons entreprendre une campagne d'observations d'�etoiles doubles et multiples,

probablement au 193 cm de l'observatoire de Haute Provence (et sur des plus gros

instruments si possible).

{ Nous commencerons �egalement l'�elaboration d'un programme de reconstruction d'ima-

ges par recuit simul�e. D'abord appliqu�e aux �etoiles doubles, ce programme devra

fonctionner de mani�ere su�samment rapide et transparente pour être utilis�e par des

personnes non-initi�ees. Il tournera vraisemblablement sur un calculateur puissant de

type Connection Machine.

{ Parall�element les travaux sur l'inversion de la transformation de Poisson seront pour-

suivis �a l'ordre deux. Des tests pourront être r�ealis�es au moyen de simulations num�e-

riques, mais l'utilisation d'une telle proc�edure sur des images r�eelles en comptage de

photons est fortement li�ee au capteur. Il est en e�et n�ecessaire d'obtenir une bonne

estimation de la densit�e de probabilit�e des images \photonis�ees" pour esp�erer une

reconstruction satisfaisante de la statistique �a fort 
ux. Or les d�etecteurs �a comptage

de photons actuels ne poss�edent gu�ere de dynamique du nombre de photons compt�es

et ne permettent pas l'application d'une telle proc�edure inverse.

A plus long terme

{ L'exp�erience acquise sur les �etoiles doubles et multiples permettra de commencer �a

imager des objets structur�es comme des �etoiles g�eantes ou des ast�eroides. La di�cult�e

vient ici du plus grand nombre de points sur lequel est �echantillonn�e l'objet.

{ L'imagerie �a comptage de photons fait aussi partie de nos objectifs futurs, mais

celle-ci est fortement conditionn�ee �a l'emploi de capteurs les plus parfaits possibles.

{ En�n l'application �a la synth�ese d'ouverture sera envisag�ee. Ce point a �et�e �evoqu�e

au paragraphe 2.4.1 et une courte mention lui a �et�e d�edi�ee dans la communication

pr�esent�ee �a San Diego en Juillet 1990 [8]. L'id�ee serait la suivante. Consid�erons la

densit�e de probabilit�e du deuxi�eme ordre P

2

(I

1

; I

2

; �) fonction de deux intensit�es et

d'un d�ecalage spatial � mesur�e au plan focal. La transform�ee de Fourier de cette

fonction par rapport �a la variable � s'�ecrit

^

P

2

(I

1

; I

2

; �) et est une fonction conti-

nue de la fr�equence spatiale � pour un t�elescope �a pupille unique. En fait lors des
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traitements informatiques la fr�equence spatiale est naturellement �echantillonn�ee par

le programme de transformation de Fourier et la fonction

^

P

2

(I

1

; I

2

; �) se comporte

comme une succession de plans

^

P

2

(I

1

; I

2

) pour chaque valeur de �.

Un interf�erom�etre �a N ouvertures poss�ede N(N�1)=2 bases simultan�ees et �echantil-

lonne N(N � 1) fr�equences spatiales dans le plan de Fourier. Il donnerait donc acc�es

en imagerie probabiliste �a N(N � 1) plans (� = Cte) de la fonction

^

P

2

(I

1

; I

2

; �)

qui pr�esenterait alors des \trous" (des plans vides) par rapport �a celle qui serait

obtenue avec le t�elescope monopupille de diam�etre �egal �a la plus grande base de

l'interf�erom�etre. Un processus d'imagerie possible avec un t�elescope �a pupille dilu�ee

pourrait alors être le suivant :

{ obtention d'images avec l'interf�erom�etre (syst�eme de franges compliqu�e),

{ calcul de la densit�e de probabilit�e P

2

(I

1

; I

2

; �),

{ transformation de Fourier par rapport �a � :

^

P

2

(I

1

; I

2

; �) (cette fonction contient

des trous),

{ remplissage des plans vides par interpolation ou par d'autres m�ethodes :

^

~

P

2

(I

1

; I

2

; �),

{ transformation de Fourier inverse : on obtient la fonction

~

P

2

(I

1

; I

2

; �) qui est

une estimation de la densit�e de probabilit�e id�eale des images du t�elescope mo-

nopupille �equivalent �a l'interf�erom�etre. Cette estimation est d'autant plus �d�ele

que le nombre de bases est �elev�e.

{ processus d'imagerie normal �a partir de

~

P

2

(I

1

; I

2

; �) pour obtenir des images

proches de la limite de di�raction du t�elescope dont le diam�etre est la plus

grande base de l'interf�erom�etre.

Pr�ecisons qu'il ne s'agit l�a que de r�e
exions pr�eliminaires sur un sujet que nous

n'avons pas du tout abord�e. Aucune tentative simulation ni aucune approche th�eo-

rique n'ont encore �et�e e�ectu�ees �a ce jour.
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