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Introduction

La rotation solaire

Observations de la rotation de surface

L’histoire des premieres observations de la rotation solaire est intimement liée a celle
de I'observation des taches solaires. Cependant, alors que depuis 'antiquité plusieurs
auteurs font état d’observations de taches sur le soleil, il faut attendre le développe-
ment par Galilée (1564-1642) de la lunette astronomique a partir de 1609 pour que
Johannes Goldschmidt (1587-1615), plus connu sous le nom latin de Fabricius, puis
Galilée établissent que ces taches sont bien des phénomenes localisés a la surface du
soleil et non pas, par exemple, 'ombre portée de planetes passant devant le disque so-
laire, these défendue initialement par le pere jésuite Christopher Scheiner (1575-1650)
a partir de ses propres observations. Ainsi Fabricius et Galilée ouvraient, il y a un peu
moins de 4 siecles, la voie pour 'observation de la rotation solaire en remettant en
cause la cosmologie d’Aristote (384-322 av. J.C.) et de Ptolémée (100-170 av. J.C.)
conférant un caractere immuable et parfait (sans ‘tache’) aux astres en général et au
soleil en particulier. Cette doctrine étant défendue par 1’église catholique romaine, la
position de Galilée sur la nature des taches solaires jouera un réle important dans la
suite des évenements qui le conduiront a étre condamné par 'inquisition romaine en
1633. Par la suite, les observations minutieuses du pere Scheiner (rallié a l'interpréta-
tion de Galilée) permirent d’établir, des 1630, que la période de rotation du soleil était
d’environ 27 jours a ’équateur et que les taches, observées a de plus hautes latitudes
(jusqu’a 30° autour de I’équateur), semblaient se déplacer plus lentement (Fig. 1).

Ensuite survint la période (1645-1715) dite du minimum de Maunder correspondant,
sur terre, au “mini age glaciaire” durant lequel tres peu (=~ 15) de taches solaires
furent observées ce qui permettra, par la suite, de faire un lien entre 'activité solaire
et le climat terrestre. Ce n’est qu’au milieu du dix-neuvieme siecle que les premieres
observations seront confirmées par Richard Carrington (1826-1875) et Gustav Sporer
(1822-1895). Ils montrent, indépendamment, que le soleil ne tourne pas comme une
sphere rigide: les régions équatoriales tournent plus vite que les zones polaires. FEn
prenant en compte le mouvement de la terre autour du soleil, Carrington trouve une
période sidérale (les étoiles servant de repere, et non la Terre) de 24,96 jours a I’équateur
et propose une loi empirique pour la dépendance de la rotation en fonction de la latitude
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2 INTRODUCTION

Fic. 1 — Observations quotidiennes de la rotation avec le Soleil de deux taches ou
groupes de taches (a, en 1626; b, en 1627) publiées par Scheiner en 1630 dans un
manuscrit intitulé Rosa Ursina. Ses observations détaillées lui permirent également de
déduire que ['axe de rotation du Soleil est légérement incliné par rapport au plan de
[écliptique.
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FiG. 2 — Rotation sidérale moyenne de surface en fonction de la latitude. Les carrés
représentent les observations de petites structures magnétiques et la ligne pleine
Uapproxzimation par un polynome de ces observations. Vitesses de rotation d’autres
traceurs: supergranules (—-—-—- ), groupes de taches (---------- ), taches individuelles

(-------- ). D’aprés Komm et al. (1993)

héliocentrique ¢:

Q(°/jrs) = 14°42 — 2°THsin’ ¢ (1)
Cette loi décrivant la rotation différentielle a la surface du Soleil sera corrigée par Hervé
Faye (1814-1902) qui trouve la formule

Q(°/jrs) = 14°37 — 3°10sin” ¢ (2)
plus adaptée. Cette loi de Faye restera utilisée jusqu’au milieu du vingtieme siecle.

L’étape suivante fut franchie grace & la découverte en 1842 de l’effet Doppler?.
Armand-Hyppolyte Fizeau (1819-1896) montra en 1848 que la mesure du décalage
Doppler des raies spectrales donne acces a la détermination de la vitesse radiale des
étoiles. Ces techniques de spectroscopie (visuelle) permirent a Herman Vogel (1841-
1907), Nils Dunér (1839-1914) et Jakob Halm(1866-1944) de confirmer la loi de Faye
et d’étendre sa validité jusqu’a des latitudes de 60°.

A partir du début du vingtieme siecle deux axes principaux sont poursuivis pour
la détermination de la rotation de surface du soleil (voir par exemple les revues de

Howard (1984), Schroter (1985) et Meunier (1997)):

— La spectrographie développée a partir de 1906 a 1’observatoire du Mont Wilson
par Walter S. Adams (1876-1956) et George E. Hale (1868-1938) remplace les

1. Christian Doppler (1803-1853)
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observations visuelles. Cette technique permet de déterminer la rotation de toutes
les zones de la surface par observation du décalage Doppler de raies spectrales
produites au niveau de la photosphere mais pose des problemes instrumentaux
et de calibration importants (Snodgrass et al. 1984, Ulrich et al. 1988, Hathaway
et al. 1996).

— Parallelement, on poursuit le suivi des traceurs de surface (taches, groupes de
taches, supergranules, structures magnétiques, etc..) (Fig. 2) qui pose moins de
problemes instrumentaux mais nécessite que les traceurs soient présents (on n’ob-
serve pas de taches par exemple aux hautes latitudes). De plus ces mesures sont
plus difficiles a interpréter en terme de rotation. En effet, alors que les observa-
tions spectrographiques correspondent a la rotation de couches localisées dans
la photosphere qui a une épaisseur de quelques centaines de kilometres seule-
ment, les différents traceurs observés en surface peuvent étre guidés a diverses
profondeurs dont ’estimation est difficile sans une compréhension complete de la
physique de chaque traceur (Collin et al. 1995).

Détermination de la rotation interne par I’héliosismologie

Les débuts de la recherche concernant la détermination des propriétés internes du
soleil a partir de 1’étude de ses oscillations ou héliosismologie sont marqués par un
entrelacement des travaux théoriques et observationnels se stimulant mutuellement. Je
rappellerai seulement quelques moments clefs de cette histoire en ce qui concerne la
rotation solaire.

[’étude théorique des oscillations non radiales des étoiles menée par Ledoux (1951)
lui permet d’établir une formule donnant la structure fine du spectre des oscillations
induite par une rotation rigide de 1’étoile avec une vitesse angulaire {2, supposée faible
par rapport aux fréquences d’oscillation. Chaque mode acoustique est caractérisé par 2
nombres quantiques, ['harmonique sphérique [ inversement proportionnel a la longueur
d’onde horizontale, et [ ‘ordre radial n, représentant le nombre de nceuds radiaux. La
pulsation de ce mode se démultiplie sous l'effet de la rotation en 2[ + 1 pulsations
différentes identifiées par ['ordre azimutal m = —[, —1 + 1, ..l et reliées entre elles par:

Wl = wpig —m Chpy O, (m=-l,—-l+1,.,1) (3)

ou (', est une constante dépendant du modele de 1’étoile et du mode considérés. La
différence w,j,;, — w0 est couramment nommée par le terme anglo-saxon de ‘splitting’
rotationnel. Le coefficient (', calculé dans un repere tournant a la méme vitesse que
I’étoile, est appelé terme de Coriolis. Pour un observateur extérieur, situé dans un
repere galiléen, un terme d’entrainement ou terme d’advection provenant simplement
du fait que la longitude observée .5 augmente uniformément avec le temps vient
s’ajouter au terme de Coriolis:

Yobs = © + Qot = cos(mp — wt) = cos(Mpops — (W + MQ ) = wWops = w + My (4)
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Dans un repere d’inertie la pulsation d’'un mode (n,[, m) pour une étoile en rotation
rigide s’exprime donc par:

Wnim = wnio +m (1 = Cy) Q,, (m=—-l—1+1,.,1) (5)

En 1967, Lynden-Bell et Ostriker ont établi un principe variationnel pour les étoiles
en rotation. Ce principe permet, au premier ordre en /w, de calculer les fréquences
des modes d’oscillations d’une étoile en rotation a partir de la seule connaissance des
fonctions propres déduites d’un modele sans rotation. Il a été utilisé par Hansen et al.
(1977) et Gough (1981) pour élargir la formule obtenue par Ledoux au cas des étoiles
qui, comme le soleil, présentent un profil de rotation Q(r,#) dépendant a la fois du
rayon r et de la colatitude § = 7/2 — ¢ (voir chapitre 1).

En 1960 Leighton, Noyes et Simon (Leighton 1960, Leighton et al. 1962) observent
pour la premiere fois que la surface solaire est couverte de zones animées de mouve-
ments oscillants verticaux ayant une période proche de 5mn et des amplitudes allant
de quelques centimetres a plusieurs centaines de metres par seconde. Ces oscillations,
nommeées oscillations de Smn du soleil, ont été, dans un premier temps, interprétées
comme étant la manifestation locale de la pénétration de cellules convectives (observée
sous forme de granules) a 'intérieur de la photosphere stable. Ce n’est que quinze ans
apres la découverte des oscillations solaires de 5mn, que Deubner (1975) réussit a les
résoudre en modes discrets qui se révéleront étre la superposition de modes globaux
d’oscillations du soleil. A partir des calculs théoriques effectués avec des modeles so-
laires, Ando et Osaki (1975) identifieront ces modes comme étant des modes acoustiques
correspondant & des harmoniques sphériques de degrés élevés (I = 200 — 1000).

La premiere vérification expérimentale de la réalité du splitting rotationnel fut
obtenue sur les modes normaux de vibration de la terre excités par un tremblement de
terre chilien (Pekeris et al. 1961). La possibilité de I'observer dans le contexte solaire
fut énoncée (Brookes et al. 1976) et la premiere observation fut obtenue en 1979 pour
les oscillations solaires de degrés élevés (I ~ 200) qui ne sondent que quelques pour
cents du rayon solaire (Deubner et al. 1979).

Les modes de bas degrés ont été mis en évidence pour la premiere fois par Claverie
et al. (1979) puis avec une meilleure résolution temporelle par Grec et al. (1980) a partir
d’observations ininterrompues couvrant une période de 120 heures réalisées au pole sud.
Des 1981, Claverie et al. pensent avoir mis en évidence |’existence d’une structure fine
dans le spectre des modes de bas degrés. Finalement, bien qu’elles ne permettent pas
de résoudre le splitting, les observations réalisées au pole sud indiqueront que cette pre-
miere structure fine résultait probablement d’un artefact d’analyse (Grec et al. 1983).
D’autres mesures de splittings rotationnels basées sur l’observation de fluctuations du
diametre solaire seront proposées (Bos et Hill 1983) et seront interprétées comme étant
compatibles avec une rotation tres rapide du cceur (Hill et al. 1983). Cependant, la
encore la méthode d’observation est délicate et les splittings s’avereront peu fiables.
Fin 1983 le splitting rotationnel reste donc non résolu et la balle se trouve dans le camp
des observateurs.
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magnétiques en surface menées par Snodgrass (1983).
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Les premieres mesures de splittings clairement identifiés ont été réalisées par Duvall
et Harvey (1984) (Fig. 3a). Se basant sur des observations spatialement résolues faites
a Kitt Peak en 1983, ces auteurs obtiennent une estimation des splittings de 180 modes
sectoraux (m = [) ayant des degrés [ compris entre 1 et 100 (Fig. 3b). Ils exploitent
immédiatement ces observations (Duvall et al. 1984) en utilisant trois méthodes d’in-
version différentes qui leur permettent d’obtenir la premiere estimation du profil de la
rotation solaire équatoriale entre 0.4 et 0.9R; (Fig. 4): la rotation obtenue demeure
pratiquement constante entre la surface et 0.6 R puis décroit entre 0.6 et 0.4 R . Pour
le coeur, ce travail semble indiquer une rotation deux fois plus rapide qu’en surface
mais les larges incertitudes sur les observations des splittings de bas degrés (Fig. 3b)
ne permettent pas, la encore, de se prononcer de maniere significative sur la rotation

centrale.
T B
1o | .
| _'_| 7
I
R R ."i.TI _______ . : . _:
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Fic. 4 — Premiére inversion des premiers splittings rotationnels observés: fréquence
de rotation équatoriale (en pHz) en fonction du rayon solaire. D’aprés Duvall et al.

(1984)

A partir de 1980, la nouvelle communauté des physiciens héliosismologues développe
tout un ensemble d’observatoires au sol (LOWL?, BBSO® ) dont certains regroupés
en réseaux (IRIS?*, BiSON® GONG®, TON7 voir la revue de Pallé 1997 et Fig. 5)
et des instruments embarqués a bord de satellites (PHOBOS, SoHO?®, voir la revue de
Toutain 1997) afin d’améliorer la résolution et la précision accessibles. Parallelement les
techniques d’inversion, initialement utilisées par Duvall et al. (1984), sont développées

2. LOWL est un instrument situé & Hawal, dédié a 'observation des modes de degrés [ faibles
(LOW-L), http://www.hao.ucar.edu/public/research/mlso/LowL/lowl.html

3. Big Bear Solar Observatory, California (USA) http://sundog.caltech.edu

4. International Research on the Interior of the Sun, http://boulega.unice.fr

5. Birmingham Solar Oscillations Network, http://bison.ph.bham.ac.uk

6. Global Oscillations Network Group, http://helios.tuc.noao.edu/gonghome.html

7. Taiwan Oscillations Network

8. Solar and Heliospheric Observatory, http://sohowww.nascom.nasa.gov
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pour déterminer la rotation interne non seulement dans le plan équatorial mais aussi
selon deux dimensions en rayon et latitude.

Les enjeux physiques

Si les moyens mis en ceuvre depuis 20 ans pour 1’étude des oscillations solaires sont
si importants, c’est que les enjeux scientifiques sont tres nombreux. Je rappellerai ici
seulement les principaux enjeux liés a notre compréhension de la dynamique des étoiles
et a son évolution dans le temps.

Les informations sur la rotation du cceur et de la zone radiative que 1'on peut
obtenir par I’héliosismologie permettront de mieux contraindre les modeles des
processus d’évolution et de transport du moment angulaire (voir par exemple
Talon & Zahn 1998). En effet, le soleil est une étoile qui est a peu pres au milieu de
sa vie et 'observation des étoiles du méme type mais plus jeunes a montré que ces
étoiles tournent jusqu’a 50 fois plus vite que le Soleil. On pense donc qu’il y a eu, no-
tamment sous l'effet du vent solaire, une perte de moment angulaire durant 1’évolution
du soleil conduisant a la rotation observée actuellement en surface. LLa maniere dont
ce ralentissement affecte les couches internes du soleil est difficile a modéliser car elle
dépend fortement de tous les phénomenes de circulation et d’instabilités qui tendent a
mélanger I'intérieur et du champ magnétique interne qui peut ralentir ou modifier ce
processus.

D’une maniere générale la rotation de ses couches internes induit un mélange
des éléments chimiques a l'intérieur d’une étoile. La connaissance de la rotation
peut aider a identifier les processus de transports en jeu (Zahn 1997). Dans le cas du
Soleil, un probleme qui reste non résolu est celui de la différence importante entre 1’
abondance de lithium observée dans la photosphere solaire et celle relevée
dans les météorites. Il semble qu'un mélange induit par la rotation pourrait contribuer
a la diminution du lithium & la surface du Soleil (Chaboyer 1998).

Un autre probleme non résolu est celui du déficit apparent des neutrinos générés
dans le cceur solaire. Ce probleme peut étre relié a la dynamique du cceur (Merryfield
et al. 1991, Ghosal & Spiegel 1991) qu’il est donc important de mieux connaitre.

La connaissance de la rotation de la zone convective peut nous permettre de mieux
comprendre comment la rotation et les mouvements de convection turbulente se com-
binent pour produire la rotation différentielle et la circulation méridienne observées en
surface. De plus 'interaction entre la rotation et le champ magnétique est a ’origine de
la dynamo solaire qu’il est nécessaire de bien modéliser pour comprendre les cycles
de 22 ans des taches solaires et de ’activité magnétique (Solanki 1993)

Enfin, nous avons vu que la détermination de la dynamique des zones proches de
la surface peut mener a une meilleure connaissance de la physique des divers traceurs
(taches, structures magnétiques, etc..) observés en surface.
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fBiSON 4m GONG B BBSO @ LOWL

FiG. 5 — Localisation des principauz instruments dont les données ont €té utilisées pour
ce travail. IRIS, BiSON et GONG sont des réseaur d’observatoires, LOWL et BBSO
deuz instruments isolés et le satellite SoHO est situ€ au point de Lagrange Ly entre la
terre et le Soleil et comprend notamment les instruments VIRGO/LOI, GOLF et MDI
(voir texte). Adapté de Pallé (1997)

Le travail entrepris: contexte et objectifs

Au début de ce travail, les principales observations de splittings disponibles sont
celles réalisées entre 1986 et 1990 par Woodard & Libbrecht (1993) au BBSO pour les
modes de degrés [ = 5 a [ = 140 et celles des réseaux des groupes de Birmingham
et Nice, BiSON et IRIS, devenus completement opérationnels respectivement en 1993
et 1994 (Pallé 1997) pour 'observation en disque intégré donnant acces aux splittings
des modes de bas degrés (I < 4). La figure 5 montre la localisation géographique des
principaux sites d’observation.

Ensuite les splittings (I = 1 a [ = 100) observés durant deux ans (1994-1996)
par instrument LOWL ont été mis a la disposition de la communauté scientifique
courant 1996, le réseau américain GONG, completement déployé en 1995, a fourni les
splittings de modes [ = 2 a [ = 150 des premiers mois d’observation également courant
1996 et enfin le satellite SOHO a été lancé en décembre 1995. Ce satellite comprend
plusieurs instruments dédiés & I’héliosismologie dont VIRGO /LOI?, GOLF '° et MDI .

9. Luminosity Oscillation Imager est un instrument de 'expérience VIRGO Variability of solar
IRradiance and Gravity Oscillations, http://virgo.so.estec.esa.nl
10. Global Oscillations at Low Frequency, http://www.medoc-ias.u-psud.fr/golf/golf1 . htm
11. Michelson Doppler Imager, http://soi.stanford.edu
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L’instrument LOI est dédié a 'observation des modes de bas degrés [ < 7, GOLF est
basé sur le méme principe que les instruments du réseau IRIS et observe les modes
[ < 4 et MDI permet 'observation des modes ayant des degrés jusqu’a [ = 250. Les
premieres observations de ces instruments sont également devenues accessibles courant
1996 et 1997 pour les membres de la collaboration.

Les observations de splittings ont permis tres rapidement (Brown et al. 1989, Lib-
brecht 1988) de réfuter certaines simulations numériques de la zone convective (Gilman
& Miller 1986, Glatzmaier 1987) prédisant la rotation différentielle observée en surface
mais conduisant une rotation constante sur des cylindres paralleles a 1’axe de rotation.
En effet les premieres inversions ont tout de suite permis de révéler I'image suivante
pour la rotation interne du soleil : la rotation différentielle de surface se maintient dans
la zone convective (les contours d’iso-rotation sont donc radiaux et non pas alignés
avec l’axe) et l'intérieur radiatif tourne de maniere rigide avec une fréquence angulaire
voisine de 430nHz.

L’incertitude sur ces premiers profils de rotation déduits de 'observation demeure
néanmoins grande et I'objectif des observations actuelles est de pouvoir atteindre suf-
fisamment de précision sur la mesure des splittings pour pouvoir détailler ces premiers
résultats de facon a obtenir des contraintes quantitatives sur les modeles de la dyna-
mique interne du soleil.

Parallelement a ’effort des observateurs est apparue la nécessité de développer des
outils performants permettant 'interprétation des observations des leur acquisition et
la comparaison des résultats au sein de collaborations internationales avec les divers
groupes impliqués dans 'exploitation des différents instruments.

Le travail de these présenté ici s’inscrit dans le contexte de cet effort théorique avec
pour but de contribuer a la résolution de deux problemes non encore élucidés :

— préciser les caractéristiques (position, largeur) de la zone de transition entre la
rotation différentielle en latitude dans la zone convective et la rotation rigide
dans la zone radiative. De tres nombreuses théories de la rotation interne et de
son interaction avec le champ magnétique et les mouvements de la convection
turbulente ont vu le jour tres récemment qui peuvent étre contraintes par les
propriétés de cette zone, nommée tachocline solaire par Spiegel & Zahn (1992)
par analogie avec la thermocline située sous la zone de mélange dans les océans
terrestres.

— estimer la rotation dans le coeur du Soleil a partir de I'observation de modes de
bas degrés qui seuls pénetrent le coeur solaire.

Pour cela j’ai suivi la démarche suivante:

— J’ai développé un code d’inversion performant a deux dimensions permettant de
déduire de I’ensemble des observations la rotation solaire en fonction de la latitude
et de la profondeur. Je me suis particulierement attaché a étudier I'influence sur
la solution du choix des divers parametres du code d’inversion et a définir des
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stratégies pour ces choix. Ces considérations, parfois négligées, sont essentielles
pour espérer atteindre une interprétation la plus rigoureuse possible des résultats.
J’al introduit des contraintes apportées par notre connaissance de la rotation de

surface et appliqué ce code aux données LOWL, GONG et MDI.

— Pour I'étude des parametres de la tachocline j’ai adapté au contexte de I’hé-
liosismologie une méthode d’inversion non linéaire précédemment développée en
imagerie dont le principe est particulierement bien adapté aux problemes parti-
culiers posés par I’étude de cette zone ou le soleil présente de forts gradients de
rotation.

— Enfin, pour essayer de mieux contraindre nos estimations sur la rotation du cceur
a partir des mesures des différents instruments dédiés a I’observation des splittings
de bas degrés, j’al mené une étude systématique de 'influence, sur le résultat des
inversions, des biais contenus dans les données ou introduits par les méthodes
d’inversion.

Dans une premiere partie, les bases théoriques concernant 'inversion des splittings
sont données. Le chapitre 1 présente les développements théoriques permettant de re-
lier, par la théorie des oscillations solaires, les splittings de fréquence et la variation de
la rotation interne en latitude et en rayon. La maniere dont les splittings de fréquence
sont extraits des observations est abordée chapitre 2. Les méthodes classiquement uti-
lisées pour aborder le probleme inverse qui consiste a déduire la rotation interne des
observations de splittings sont exposées dans le chapitre 3. J'introduis notamment les
notions de régularisation et de résolution indispensables a I'interprétation et a la com-
paraison des deux principaux types de méthodes utilisées.

La seconde partie présente mon apport au développement des méthodes d’inversion
ainsi que les résultats obtenus. Le chapitre 4 détaille les caractéristiques et les apports
du code d’inversion que j’ai développé, puis présente les principaux résultats obtenus
avec les données LOWL, GONG et MDI et les compare aux inversions menées paral-
lelement par les autres équipes au sein des collaborations mises en place. Les résultats
obtenus sur la détermination des parametres de la tachocline solaire, les différentes ap-
proches utilisées ainsi que le développement d’une nouvelle technique d’inversion plus
spécifiquement adaptée pour I’étude de cette zone sont discutés chapitre 5. Finalement
le chapitre 6 résume les différentes analyses menées pour 1’étude de la rotation du coeur
a partir des différentes observations des splittings de bas degrés.
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Premiere partie

Bases théoriques de la
détermination héliosismique de la
rotation solaire
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Chapitre 1

Le probleme direct: influence de la
rotation sur les fréquences
d’oscillation

Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut relier d’une maniere théorique
les splittings observés et la rotation interne du soleil en explicitant les hypotheses sous-
jacentes a cette étude.

1.1 Equations du mouvement

L’amplitude des oscillations solaires ainsi que les pertes d’énergie sur une période
sont faibles. De plus, on ne tient pas compte de I'interaction entre rotation et convec-
tion. Il est donc possible de se placer dans une approximation adiabatique et d’utiliser
la théorie linéaire des oscillations adiabatiques (voir par exemple Unno et al. 1989).

On considere donc le modele extrémement simplifié d’une sphere gazeuse animée
d’un mouvement de rotation décrit par un vecteur vitesse angulaire ﬁ(r, 6) de direction
fixe mais dont le module dépend du rayon r et de la colatitude §. On utilise la théorie
des perturbations pour étudier les oscillations de cette sphere autour de sa position
d’équilibre (c.a.d. en rotation mais sans oscillation). Dans ce modele la vitesse en un
point (r,0,¢) est donné, a I’équilibre, par:

Uo(r,0,0) = ﬁ(r,@) AT =Q(r,0)rsinf €, (1.1)
Cette vitesse étant indépendante de la longitude ¢ et du temps, les hypotheses sous-
jacentes sont la symétrie axiale et la stationnarité de I’état d’équilibre. Le fait que I’état
d’équilibre soit indépendant du temps permet par ailleurs de séparer les dépendances
spatiales et temporelles de toutes les quantités perturbées (densité, pression etc..).

L’effet du champ magnétique sur les oscillations acoustiques étant, dans le cas
solaire, beaucoup plus faible que l'effet de la rotation on ne considérera ici que les
forces de pression P et de gravité (définie par le potentiel gravifique ®). Dans un repere
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d’inertie I’équation du mouvement s’écrit donc (équation d’Euler ou de Navier-Stockes
sans viscosité):

D/l7 — —
— =—-VP—-)pVo 1.2
P p (1.2)
ou p est la densité et E représente la dérivée particulaire définie par:
D 0 -
—=—+4u.V 1.3
Dt o " (13)

Cet opérateur appliqué a une grandeur liée a la particule fluide exprime la variation
pendant 'unité de temps de cette grandeur due non seulement a I’évolution du temps,
mais également au déplacement de la particule en fonction du temps. Dans le repere
d’inertie, 'effet de la rotation apparait dans le terme inertiel (17.6)17. Pour un obser-
vateur terrestre, on peut assimiler la terre a un point en rotation autour du soleil avec
une vitesse angulaire Q7=1/(365 jours) ~ 31.7nHz. Dans ce repere en rotation (non
galiléen) I’équation de la dynamique des fluides s’écrit:

s

Dv VP =
——I—QQT/\U—I-QT/\QT/\T————VCI) (14)
Dt p

ou E et U sont maintenant relatifs au repere en rotation. Cette équation s’obtient

simplement en remplacant v(r, 8, ¢, t) par v(r, 0, — Qpt,t) + Qr A 7 dans (1.2). La
vitesse angulaire Q(r,0) de I’équation (1.1) représente maintenant la vitesse angulaire
synodique du soleil (c.a.d. vue depuis la terre) alors que la vitesse angulaire sidérale du
soleil est Q(r,0) + Qr .

L’expression dans un repere tournant permet de donner une interprétation plus
physique du terme inertiel. En effet si 'on suppose que le soleil est animé d’une ro-
tation rigide €, alors ’équation (1.4), avec ), a la place de Qg, donne ’équation du
mouvement dans un repere tournant avec le soleil et le terme inertiel apparait sous la
forme de deux ‘forces’” d’inertie (fictives): la force de Coriolis (— 2082, A ¥) qui modifie
la dynamique et donc les oscﬂlatlons et qui peut engendrer, des ondes inertielles et de
Rossby, et la force centrifuge (— pQ A, A ) qui influe (falblement) sur la structure
d’équilibre du soleil (voir Rieutord 1998). La distorsion exercée par la ‘force’ centrifuge
sur la structure d’équilibre sans rotation est de l'ordre de A = R%QQ/GM@ ou Mg et
R sont la masse et le rayon solaire et {) représente une moyenne de la rotation Q(r,9)
(voir par exemple Gough 1981). Pour les modes de pression, le rapport entre la fré-
quence de rotation (de période ~ 1 mois) et la fréquence des oscillations (de période ~
5mn) est tres faible (e = Q/w ~ 107%) et A est de I'ordre de €? si bien que, au premier
ordre en €, on peut négliger l'effet de distorsion de la ‘force’ centrifuge et utiliser a
nouveau la théorie des perturbations pour analyser l'effet, di a la “force’ de Coriolis,
de la rotation sur les oscillations acoustiques.
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1.2 Principe variationnel pour les étoiles en rota-
tion

Lorsque 'on perturbe le systeme, on peut alors définir le déplacement lagrangien
d7(r, 0, ¢,1) de la particule fluide qui se serait trouvée en 7(r, 8, p,t) a l'instant t dans
le fluide non perturbé (voir par exemple Cox 1980, Chap. 5). Cette méme particule se
trouve donc en 7 + 07 au méme instant t dans le fluide perturbé. On fixe la forme de
la dépendance temporelle par:

S7(r, 0,0,1) = (1,0, p)e™ ™" (1.5)

w représentant la pulsation autour de la position d’équilibre. La perturbation lagran-
gienne de la vitesse est alors donnée par:

D,
Dt

00 =

(67)  avec: Do/Dl = —iw+ M; M=0,V (1.6)

En utilisant la relation de commutation 5% = %5 (Lynden-Bell & Ostriker 1967),
I’équation du mouvement perturbé s’écrit pour un observateur terrestre:

) .
Do (5% 4 267 A 65 1 Gy A O A 67 = —3 (E) —5(VP). (1.7)

Dt?

p

Les perturbations lagrangiennes de densité, de pression et du potentiel gravifique
peuvent s’exprimer comme des fonctions f, g, h du déplacement lagrangien en utilisant
respectivement 1’équation de continuité, d’adiabaticité et de Laplace:

D — —
Eq. (1.6) + équation de continuité: D—';) +pV.i=0 = dp= f(¢) (1.8)

Eq. (1.8) 4 équation d’adiabaticité: §P=c"p = §P=g( _)) (1.9)

Eq. (1.8) 4 équation de Laplace: A® =4A7pG = 5(6@) = h(&) (1.10)

ou ¢ représente la vitesse du son et G la constante universelle de la gravitation. Il est
alors possible d’exprimer explicitement les fonctions f, g, h et d’en déduire I’expression
d’un opérateur intégro-différentiel £ tel que le second membre de 1’équation (1.7) se
réduise a ,C(E) De plus, on peut montrer que cet opérateur linéaire est auto-adjoint
(Lynden-Bell & Ostriker 1967). La démonstration de cette propriété suppose que la
pression et la densité s’annulent sur la surface du soleil a 1’équilibre. Si ’on prend la
photosphere comme surface, cette condition n’est pas vérifiée mais la correction qui en
résulte est faible pour les modes de pression dont la fréquence (~ 3mH z) est inférieure
a la fréquence de coupure acoustique de ’atmosphere solaire (~ 5mH z).
L’équation linéarisée du mouvement (1.7) peut donc s’écrire:

— w2 = 200 (ME+ Op A E) + M+ 200 ANME+ Qp A Or AE=—£E (1.11)
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Au premier ordre en {2, on peut négliger le terme en M? ainsi que les deux derniers
termes du membre de gauche sachant Q07 < Q. On note que garder ces termes a ce
niveau ne serait pas cohérent avec le fait que ’on n’a pas pris en compte la distorsion
de la structure d’équilibre par la force centrifuge qui est du méme ordre. En projetant
(produit scalaire) cette équation sur pOE*d% (ou * dénote le complexe conjugué et
podV, la masse contenue dans 1’élément de volume dV, du soleil a ’équilibre) et en
intégrant sur le volume du soleil (a 1’équilibre), on obtient au premier ordre en € :

a= g*-gpo dv;

Vo

aw+bw—c=0 avec: b:2i/vg*.(./\/l—l—ﬁT/\)g,oo dV, (1.12)
c:/ E*.,CE,OO dv,
VO

On montre, en utilisant le fait que £ est un opérateur auto-adjoint, que les termes
a b et ¢ sont réels. Le principe variationnel démontré par Lynden-Bell et Ostriker
(1967) établit que lorsque les solutions w de (1.12) sont réelles, et c’est le cas pour les
oscillations solaires, elles sont également stationnaires par rapport aux variations de E
Autrement dit, la perturbation d’ordre ¢ sur les fonctions propres gengendrée par la
“force’ de Coriolis n’entraine qu’un changement d’ordre ¢* sur w. Donc, si on calcule
w en utilisant I’équation (1.12) et un modele sans rotation pour évaluer les fonctions

propres £, w sera exacte au premier ordre en e.

1.3 Calcul des splittings

Il s’agit maintenant d’utiliser le principe variationnel pour comparer les fréquences
des modes d’oscillations dans les modeles avec et sans rotation. La différence entre ces
deux quantités constitue le splitting rotationnel.

Pour une rotation sidérale nulle I’équation aux valeurs propres (1.11) s’écrit dans
un repere d’inertie (M =0, Qp = 0):

W) 2 pe o) (1.13)

Les modes propres d’oscillations vérifiant cette équation peuvent (voir par exemple
Unno et al. 1989, Sect. 13.3) étre développés en utilisant la base complete des harmo-
niques sphériques Y, (0, ¢) (cf. Annexe A). On écrit donc:

! &0 = (@) + 0l (V) (0, 0)
&P =3 &7 ave (1.14)

m=—I[ v = 0 €y 0
Vi = €55 + 555 B

On peut ainsi obtenir, par résolution de I’équation aux valeurs propres (1.13), les

composantes radiales §(O) (o)

nl . du déplacement de chaque mode propre

et horizontales n
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d’oscillation caractérisé par l'ordre radial n et le degré [. Dans le modele sans rotation
U, =0 et donc b =0 (Eq. (1.12)) d’ou I'expression de la pulsation d’un mode (n,l,m):

w®? = c/a. (1.15)

Les coefficients a et ¢ dépendent de n et [ mais pas de m. Les 2[+1 fonctions propres 51(;7)71
m = —1, ..l correspondent & des oscillations ayant toutes la méme pulsation w(® = wf;;).
Dans le modele sans rotation, le spectre est donc dégénéré en m. Notons de plus que
ce modele étant a symétrie sphérique, il n’existe aucun axe privilégié. Le choix de I’axe

polaire § = 0 est donc ici arbitraire.

On note dw la perturbation de la pulsation par rapport au modele sans rotation
(c’est le splitting!). Dans le modele avec rotation, la pulsatlon w = w 4 fw doit
étre solution de 'expression variationnelle (1.12). Sachant S fwl?) ~ 10 4 on a: w? ~

w©? 1 200 et, en utilisant 'expression (1.15) de w®), on obtient:

_Z/ fnlm —I_ QT/\) gnlm Po d‘/o

/ |§;Slm|2 po dV,
VO

dw=—b/2a & dw = (1.16)

(o)

Ce terme est réel. En effet, pour des oscillations adiabatiques on peut prendre Q(;;)(r)
d
nl

et n,;, (r) réelles et, en utilisant la symétrie axiale (1.1) et le développement (1.14)

modes propres, on obtient facilement les relations:

& (8. V)EG, = imQ(r, 0)|E5) [ + £ .(G(r, 0) A 7)) (1.17)

et:

90 1 80 = —2im 590 [ (00 P+ Py U T

(1.18)

ou l'on a posé u = cosf et ou plm(/,c) sont les fonctions de Legendre normalisées définies

annexe A.
[’équation différentielle vérifiée par les fonctions de Legendre (cf. Eq. (A.2)) permet
de montrer:

ho= [ ELE o dvo= [ 0 2 0] portar (119

En utilisant la normalisation des fonctions de Legendre Eq. (A.5), une simple intégra-
tion par partie donne:

™ P () BT () _1
My 7 sinf df = 5" (1.20)
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Ceci permet, en utilisant (1.18), de réduire le terme en O dans (1.16) a une intégrale
sur le rayon solaire:
—Z/ 557); (QT A g(o) ) Po d‘/o = —m QT Cnl (121)
Vo

nim

ou l'on a défini le terme de Coriolis C,; par:

1 Ro 0)? o o
Ca= 1 [ (0" 0+ 200 0) potryr? (1.2

Finalement, le splitting s’exprime sous la forme:

R 1
&unlm:m(—QT Cnl_|_/ ®/ Ko (7, 1), 8) drd/,c) (1.23)
0 -1
avec:
2
" pO r)r 0)2 o o ~m
Kontrop) = P02 8 (00 = 24000 0) P+ (120
~ 2 o -
@F oy | (LEEUDN T e B ) AE (1)
- (7) ( @) T W T a

On note que le splitting dépend de 'ordre azimutal m: la dégénérescence en m du
spectre des oscillations est levée par la rotation. Cette expression relie les splittings
synodiques (mesurés depuis la terre) a la rotation solaire synodique.

m

5wnlm Rorl -
:/ / Kot (7, 1) Qsyn (ry o) dr dp — Cry Qp (1.25)
0 J-1
syn

Il est intéressant d’en déduire deux relations mettant en jeu les quantités sidérales.

1. La relation entre splittings sidéraux et la rotation sidérale s’obtient en posant
Q7 = 0 (on se place dans un repere d’inertie):

) nlm Rorl -
[( “nd ) = / / Ko (ry 1) Qsia(r, ) dr d/,L] (1.26)
M/ i o J-1

Cette expression correspond au résultat obtenu par Hansen et al. (1977) et Gough
(1981) mentionné dans I'introduction. Le résultat obtenu par Ledoux (1951) pour
une étoile en rotation rigide Qzq = Q, (c.a.d. (dwpim/Mm)sia = (1 — Cri)$2s, cf.
Eq. (b)) se retrouve aisément a partir des équations (1.16), (1.17) et (1.18) en
utilisant les propriétés (A.5) et (1.20). Le terme de Coriolis est maintenant défini
par (1.22). Pour les modes acoustiques de degrés ou d’ordres radiaux élevés on a
Cn < 1 (Voir Fig. 1.1). Ceci signifie que, pour les modes acoustiques, le splitting
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Fic. 1.1 — Coefficients (8,; = 1 — C,;; obtenus pour des modes acoustiques dans un
modele solaire standard. Les coefficients correspondant a un méme degré | sont reliés
par une ligne. [ = 1 : sl =20 e ;=3 ——— sl=4: ——— ;
[=5:------ ;1=10,15,....50 : s (Bn augmente avee ). D’aprés Christensen-
Dalsgaard (1997).
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rotationnel est dominé par I'advection et 1’écart de pulsations entre deux modes
ayant des ordres azimutaux m et m £ 1 est donné approximativement par la
rotation elle méme. Si I'on assimile la rotation solaire a une rotation rigide égale
a la rotation de surface a mi-latitude donnée par la loi de Faye (2) on obtient un
splitting sidéral entre modes adjacents de 'ordre de 420nHz.

. Une relation utile est celle entre les splittings synodiques mesurés et la rotation

sidérale que 'on veut déterminer. On l'obtient en écrivant (1, = Q4 — Q1 dans
(1.25) et en utilisant la relation de Ledoux pour une rotation rigide:

5wnlm Rorl -
+ QT - / / [anm(rvﬂ)gsid(r7ﬂ) dr dlu (127)
mo /), 0 J-1
Ceci montre la relation (dw/m)siq = (dw/m)syn + 31.70Hz qui est par ailleurs

évidente si on suit le raisonnement (4). Il est intéressant de noter que méme
pour une rotation sidérale nulle le splitting synodique dépend linéairement de m.
L’advection due a la seule rotation terrestre leve la dégénérescence.



23

Chapitre 2

Mesures des splittings - Utilisation
des ‘coefficients a’

2.1 Diagrammes m-v

La mesure de splittings se fait sur le spectre des fréquences d’oscillations obtenu
apres projection des observations (images du soleil en vitesses ou en intensités) sur les
harmoniques sphériques (Hill 1998, Roca Cortés 1998). On obtient ainsi un diagramme
degré azimutal - fréquence (diagramme m —v). La figure 2.1 donne une représentation
classique d’un tel diagramme obtenu a partir d’observations faites au sol sur un seul
site et la figure 2.2 donne, dans une représentation 3D en niveau de gris, un exemple
plus récent de diagramme obtenu en utilisant le réseau GONG d’observatoires au sol.

La résolution spectrale n’étant en général pas suffisante pour séparer les pics indivi-
duellement pour chaque m, on décrit la dépendance en m de la fréquence pour chaque
mode (n, ) observé en décrivant les lignes du spectre m — v a I’aide de leurs projections
sur des polynomes P]l(m) (Voir Schou 1992). On obtient:

an
Vnlm — Vnlo = Z a?lp]l(m) (21)
7=0

ot le nombre N™ de polynoémes utilisés dépend de la qualité des observations pour
le mode considéré. Par exemple, le maximum de coefficients a calculés est de 3 pour
les données LOWL, 6 pour les données BBSO et jusqu’a 36 pour les données MDI.
Le réseau GONG fournit également une estimation, pour chaque mode (n,l), de la
fréquence de chaque pic du multiplet ce qui permet d’accéder directement aux mesures
individuelles de splittings.

2.2 Les coeflicients a et les polynomes de projection

Plusieurs types de polynomes ont été utilisés pour décrire les observations. Histo-

riquement, Duvall et al. (1986) ont utilisé P;(m) = LP;(m/L)ou L = /I(l4+1) et
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Fia. 2.1 — Spectres de puissance des harmoniques sphériques [ = 20, m = —20,..,+20
obtenus au Big Bear Solar Observatory. Les pics dans le spectre (m = 0) se trouvant
auz fréquences v = 3047, 3080 et 3114pHz correspondent aux modes (n,l) = (15,19),
(15,20) et (15,21). La présence des mode | = 19 et | = 21 dans le spectre du mode
[ =20 provient du fait que l'on n'observe pas Uensemble de la surface solaire (seulement
un peu moins de la moiti€) et que les harmoniques sphériques sur lesquels on projette
les observations pour obtenir ce spectre ne sont pas orthogonaux sur la seule partie
observable du disque. Les autres pics, séparés de £11.6pHz, sont la signature dans
le spectre de la fenétre d’observation interrompue toutes les nuits. La différence en
fréquence entre les différents pics en fonction de m représente le splitting. D’apreés

Libbrecht (1989).

P; sont les polynoémes de Legendre; puis Brown & Morrow (1987) ont utilisé P]l(m) =
[P;(m/l) pour faciliter la comparaison avec des résultats théoriques. Ces deux formes
de polynome resteront utilisées (notamment par Woodard & Libbrecht (1993) pour les
mesures du BBSO réalisées entre 1986 et 1990) jusqu’a ce que Ritzwoller & Lavely
(1991) fassent remarquer qu’il serait avantageux de choisir des polynémes orthogonaux
sur 'espace discret en m. Fn effet, le fait que les polynomes de Legendre ne soient pas
orthogonaux sur cet espace entraine que la valeur d’un coefficient ¢ dépend du nombre
N™ de termes utilisés dans le développement (2.1) et ces coefficients ne peuvent pas étre
considérés comme statistiquement indépendants (cf. annexe B). Ces auteurs suggerent
donc d’utiliser des polynémes orthonormaux P;(m) = (7} définis par:

m=+l

> BB = bk (2.2)

m=—I
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3100 3200 3300

FiG. 2.2 — Spectre m —v pour |l = 85 obtenu entre le 23 Aout 1995 et le 18 Février 1996
par le réseau GONG. La figure du haut montre ['ensemble du spectre, celle du milieu
correspond aux modes n = 7,8,9 et celle du bas est un agrandissement du spectre du
mode n = 8. Les problemes li€s aux harmoniques du jour sont en grande partie €vités
par lutilisation du réseau. Cependant le spectre est montré a différentes échelles pour
mettre en €vidence qu’il subsiste des pics secondaires (‘side lobes’) provenant du fait
que l'on n'observe pas l'ensemble de la surface solaire. On note que la convention pour
le choix du signe de m est différente de celle de la figure précédente. Ici un ordre
azimutal négatif correspond @ un mode prograde (c.a.d. se propageant dans le sens
de la rotation) dont la fréquence est augmentée par rapport a celle du mode m = 0.

D’aprés Hill et al. (1996).
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Ces polynomes sont reliés simplement aux coefficients de Clebsh-Gordon C;f?mhm (e.g.
Edmonds 1960) par:

g =\ mqm]‘o (2-3)

mais ne seront en fait jamais utilisés ainsi normalisés. Schou et al. (1994) utilisent des
polynémes ST} orthogonaux, c’est a dire:

m=+l
o SHSI =0 sij#k, (2.4)

m=—I

mais, par souci de compatibilité avec les expressions en polynomes de Legendre, ils les
normalisent tel que:

S =1 (2.5)

En effet, les polynémes ainsi définis sont toujours, pour j fixé, asympotiquement égaux
pour [ > 1 alafois a [P;j(l/m) et a LPj(L/m). Les équations (2.4) et (2.5) définissent
completement ces polynomes. On obtient !:

VU= 20+ 5+ 1)!
Sji = \/( X ) Crmio (2.6)
2020+ 1
Enfin les splittings obtenus par le réseau GONG sont exprimés en fonction de poly-
noémes orthogonaux P}(m) = ~7 normalisés d’une troisieme maniere:

25 +
47

L’intérét de ce choix est lié a I'utilisation des méthodes d’inversion dite 1.5D qui suppose

1 m
Ciijo Clijo (2.7)

v =L

connue la forme de la dépendance en latitude de la rotation. Une synthese des méthodes
de ce type a été réalisée dans Corbard (1998).

Des relations de récurrence basées sur les propriétés des coefficients de Clebsh-
Gordon peuvent étre trouvées dans Ritzwoller & Lavely (1991) et Pijpers (1997)2 per-
mettent d’obtenir simplement les polynémes 77 et S7;. Schou et al. (1994) construisent
les polynomes S7} par simple orthogonalisation de Gram-Schmit a partir des polynomes
de Legendre.

Les différents polynomes P;(m) utilisés sont de méme parité que j. Les splittings
définis par (3.16) étant des fonctions impaires de m, seuls les coefficients a d’indices
impairs seront reliés a la rotation. Les coefficients d’indices pairs sont d’amplitudes
beaucoup plus faibles et peuvent étre reliés aux effets de la force centrifuge, du champ
magnétique ou de tout écart a la symétrie sphérique. A partir de (2.1), on obtient:

1. Cette formule est donnée par Kosovichev et al. (1997) mais avec un choix moins conventionnel
pour la phase des Clebsh-Gordon (C’lln”;jo est noté C%@lm)

2. Dans la formule de récurrence obtenue par Pijpers (1997) (Eq. (46)), les coefficients de Clebsh-
Gordon, notés < jy jamyma|j1jajm> doivent en fait étre multipliés par (—1)™ si on utilise la convention

d’Abramowitz & Stegum (1972) comme citée par 'auteur (voir aussi Edmonds (1960)).
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an
Wnlm — Wnpl

0Wnim = # ~ 2 Zazﬁ_l 2i1(m) (2.8)
De plus pour tous ces polynoémes on a P!(m) oc m, si bien que le coefficient a; décrit la
dépendance linéaire en m du splitting. Nous avons vu que pour une étoile en rotation
rigide, seule cette composante existe. Pour le Soleil, les diagrammes m — v (Figs. 2.1,
2.2) montrent clairement que la dépendance en m du splitting est quasi-linéaire. Le
coefficient a; sera donc le terme dominant tandis que les autres coefficients impairs
décriront I'écart (faible) a la linéarité induit par la dépendance en latitude de la ro-
tation solaire. Cette non linéarité des lignes du diagramme m — v est bien visible sur
I’agrandissement Fig. 2.2.

2.3 Formulation 2D pour les coefficients a

2.3.1 Cas général

Si l’on suppose que les coefficients a sont obtenus par une méthode de moindres car-
rés a partir des splittings individuels et de la relation (2.8), alors il existe des polynoémes
ij(m), appelés ‘pseudo inverses de Pl(m)’ (cf. annexe B) tels que:

21 a2]+1 ~ ij(m)5wnlm (2.9)
m=1,l

En pratique il n’est pas toujours possible d’identifier tous les pics dans le diagramme
m—v (notamment pour les degrés [ élevés), et la procédure pour obtenir les coefficients
a peut ne pas étre une simple méthode de moindres carrés (Schou 1992, voir aussi Ap-
pourchaux (1998) pour les splittings de bas degrés). Cependant la relation linéaire (2.9)
peut étre considérée comme une bonne approximation de la relation entre splittings et
coefficients a. Si 'on reporte (2.9) dans I’équation 2D (1.26), on obtient une équation
intégrale 2D reliant chaque coefficient a a la rotation par:

Ro
2 a2]+1 ~ 2/ / Z T772]_|_1 VE o (7, 1) Q(ry ) drdye, (2.10)

KL ()

ce qui définit le noyau ]&”7(5])(7“, ) relatifs aux coefficients a.

2.3.2 Cas particulier des polynémes orthogonaux - séparabi-
lité

Dans le cas P;(m) = &7/, on obtient une expression du noyau [x’i?])(r,/,c) sous la

forme (Pijpers 1997):

K(a)(r, p) = [X”nz(T)W;(g)(M) + Lnl(T)Xz(;)(/l) (2.11)

nlj 7
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ou Kp(r) et Ly(r) sont donnés respectivement par (3.3) et (3.4) et:

: ()
(a) 1 (4 ‘|‘3)U2j+1 1 d P
- _ 1 | 2.12
7 (ILL) 2 (] _I_ 1)(2] _I_ 1) S 2]-|—1(ILL) ( )

Xy = —j(25 +3) W) (2.13)

Iy J

(4

vy/41 est donné par (A.10). Cette décomposition explicite du noyau 2D en la somme
de deux noyaux séparables permet de traiter 'inversion des coefficients a d’une ma-
niere identique a celle des splittings. De plus, on note que ces noyaux sont tels que
I I/Vl(ja)(/,c)d/,c =80 et [1 Xl(;)(/,c)d/,c = 0. En premiere approximation, et pour [ élevé
on peut donc négliger le deuxieme terme de la somme (2.11) (cf. §3.1.3). Enfin notons
que 'on trouve facilement les noyaux liés a I'utilisation des polynomes 7 en utilisant
(A.9) et que la formule (A.11) permet de passer, pour [ élevé, au cas ou les splittings
sont projetés sur des polynomes de Legendre.
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Chapitre 3

Le probleme inverse

Le chapitre 1 a présenté ce que 'on appelle le probléme direct qui consiste a prédire
les observations en se donnant un modele solaire et une rotation.

Probleme direct: rotation a priori + modele — prédiction des observations

Le probléme inverse au contraire a pour but d’utiliser les données observationnelles
pour en déduire une quantité physique, ici la rotation interne:

Probléme inverse: observations + modele — estimation de la rotation

Il est évident que les deux problemes sont étroitement liés car ils utilisent le méme
modele du Soleil et la méme théorie des oscillations. De plus, la résolution du probleme
inverse nécessite de définir un certain critere que doit satisfaire la solution et qui peut
étre basé sur "accord entre les données prédites et les données observées et donc faire
intervenir le probleme direct. Nous verrons par la suite que ’on peut choisir d’autres
criteres locaux (cf. §3.2.2). Kirsch (1996) distingue d’une maniere tres générale le pro-
bleme inverse du probleme direct associé par le fait que le probleme inverse est mal posé
alors que le probleme direct est bien posé au sens de Hadamard (1923). Ceci conduit a
la nécessité de régulariser le probleme inverse en utilisant une information a priori sur
la forme de la solution.

Apres avoir étudié les propriétés des noyaux de rotation 2D, je me restreindrai
en général dans la suite de ce chapitre au cas 1D pour la présentation des méthodes
inverses qui sont facilement généralisables, dans leurs principes, au cas bidimensionnel.
Les points particuliers pour lesquels le probleme 2D pose des difficultés nouvelles seront
néanmoins soulignés.
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3.1 Propriétés des noyaux de rotation

5wnlm Raoprl
— ::j/ j/ Kot (ry ) Qsia(ry o) dr dp (3.1)
M Jsig Yo /1

La nature du probleme inverse qui consiste a déduire la rotation solaire de I"obser-
vation des splittings a partir de cette équation, est contenue dans la forme des noyaux
de rotation K, (r, u) donnés par ’équation (1.24).

Deux exemples de ces noyaux bidimensionnels sont donnés Fig. 3.1 montrant leurs
natures oscillantes caractérisées par n nocuds radiaux et Z_Tm neeuds en latitude (entre
I’équateur et le pole, soit [—m neeuds d’un pole a I'autre). On remarque immédiatement
que ces noyaux n’ont pas d’amplitude dans tout 'intérieur solaire et sont au contraire
limités dans un certain domaine en rayon et en latitude. Nous verrons par la suite
comment ce domaine peut étre caractérisé en fonction des entiers n, [ et m pour chaque

mode propre.

m/
m420 _1
m/
‘/WO ‘750
200 200
0
15
B 9
£ £
;“ 100 ¢
a a
¢ ¢
=z Z
2 %
7 50 7
ol ey

FiG. 3.1 — Ezemples de noyauz de rotation K, (r,u) pour { =10, n =20, m =7
(gauche) et | =30, n =10, m = 20 (droite). D’aprés Sekii (1997).

Ces noyaux (Eq. (1.24)) peuvent étre écrits sous plusieurs formes, mais la décom-
position suivante est pratique pour "analyse de leurs propriétés:

Kot (1 1) = Kt (r)Win (1) + Lt (r) X (1) (3.2)
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avec:

02 02 [o) [o)
Ku(r) = [¢5" + (L2 = 1)yl — 26087 or? /1 (3.3)
02
Lu(r) = L pr* /L (3.4)
Win() = P™(p)’ (3.5)
L 1_M2 d2
Xim(p) = L 5 d—,ﬂmm(’“‘Hmm(’“‘) (3.6)

ot on a noté L? = I(l + 1) et I,; est donné par 1’équation (1.19).

3.1.1 Noyaux de rotation en rayon: I,;(r) et L,(r)

La figure 3.2 donne des exemples des deux composantes radiales des noyaux de
rotations (3.2) pour différents modes. Les modes de pression observés peuvent étre
décrits par une approximation locale en ondes planes valable asymptotiquement pour
les hautes fréquences et satisfont a une relation de dispersion de la forme:

2 w?

-2 e I
K + K ~ — (3.7)
ou K, et K} représentent respectivement le nombre d’onde radial et le nombre d’onde
horizontal, ¢(r) la vitesse du son et w.(r) la fréquence de coupure acoustique qui reste
tres petite (< 600uHz) dans tout 'intérieur du Soleil et devient importante (jusqu’a
environ 5000¢Hz) seulement dans une petite couche tres pres de la surface (au dessus

de 0.9995 R, ).

Le nombre d’onde horizontal est défini par:
| -2

oit Vj est donné par ’équation (1.14). K7 est donc entierement fixé par le choix du
développement sur les harmoniques sphériques (cf. Eq. (1.14)) des quantités pertur-
bées (notées f dans (3.8)). L’équation différentielle (A.2) vérifiée par les polynomes de
Legendre donne:

[”2 = [/2/7“2 avec: L? = I(l+1) (3.9)

Les ondes se propagent pour K? > 0, sont évanescentes pour K* < 0 et les points ot
K? = 0 sont nommés points tournants du mode. En surface la vitesse du son est faible
et le nombre d’onde radial s’annule pour w = w,.. La fréquence de coupure acoustique
est reliée au gradient de densité qui augmente tres rapidement juste sous la surface
solaire. On peut donc considérer que celle-ci représente un point de réflexion commun
a tous les modes de pression étudiés. Dans les couches superficielles, les oscillations ont
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r/Re

F1G. 3.2 — Fxemples des composantes radiales Ky (r) (Fq.(3.3), ligne pleine) et L (r)
(Eq. (3.4), ligne pointillée) des noyauz de rotation pour différents modes. Les barres
verticales indiquent la position du point tournant de chacun des modes considérés.

toutes un caratere radial qui se manifeste par le fait que les noyaux K,;(r), fortement
oscillants, y ont leur maximum d’amplitude et ne se différencient qu’au voisinage du
point tournant interne. De méme, le noyau L,;(r) n’a d’amplitude qu’au voisinage de
ce point.

La profondeur du point tournant interne est fonction du mode considéré. En effet, a
I'intérieur la vitesse du son augmente et la fréquence du coupure est faible. On obtient
donc K? = 0 pour r = r; avec:

o = ArdL (3.10)

w

ce qui définit le point tournant interne d’'un mode comme étant le rayon pour lequel la
fréquence du mode est égale a la fréquence de Lamb w; = % Sachant que la fréquence
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augmente avec 'ordre radial n et que L ~ [, on en déduit que, en premiere approxi-
mation, le point tournant est une fonction du rapport n/l. Plus ce rapport est grand
(I faible) plus le mode acoustique pénétrera I'intérieur du Soleil. Les exemples de la
figure 3.2 montrent ce comportement pour trois rapports n/l différents.

L’information apportée sur la rotation dans une zone donnée dépendra
du nombre de modes, de splittings connus, dont le point tournant interne se
situe dans cette zone. On appelera zone bien contrainte par les observations
une zone ou ce nombre sera assez grand

3.1.2 Noyaux de rotation en latitude: Wi, (¢) et X, (1)

21

1.5

0.5
T

-65 0

|
0 50 100 150
Colatitude (degres)

FiG. 3.3 — Fremples des composantes latitudinales Wi, (1) (Eq. (3.5), ligne pleine)
et Xo(p) (Fq. (3.6), ligne pointillée) des noyaux de rotation pour différents modes.
Les barres verticales indiquent la position du point tournant de chacun des modes
consideéres.
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L’analyse locale en onde plane permet également de définir un point tournant en
latitude. La description horizontale de ’onde étant fixée par la projection sur les har-
moniques sphériques, le point tournant en latitude ne dépendra que des propriétés des
polynomes de Legendre. Il est néanmoins possible de se représenter les choses d’une ma-
niere plus physique en décomposant le nombre d’onde horizontal en deux composantes
selon la latitude et la longitude. Soit:

oLt 1o
[xzzr—zz &Z—I—]&g; avec: vi:vzﬁvfw et: Vzw:ma—@z

(3.11)
La rotation étant supposée a symétrie axiale on peut poser pour les quantités pertur-
bées:

flr,0,0.8) = f'(r,0,t)e™ (3.12)

et on obtient ainsi pour la partie longitudinale du nombre d’onde:

1 m?

SVilf =Kl & K= (3.13)

r2sin® 0
d’ou l'on tire le domaine de propagation en latitude et le point tournant en latitude 0,
par:

. 1 AT .
K; = = (L2 — (m/sin9) ) >0 7—0,<0<0;, avec: O, =sin '(|m|/L) (3.14)
La figure 3.3 illustre sur quelques exemples le fait que le point tournant en latitude
est une fonction de m/L.
Une autre propriété importante des noyaux W, et X;,, est que ce sont des fonctions
paires de 'ordre azimutal m et de ¢ = cosf. On ne pourra donc obtenir que la

composante de la rotation qui est symétrique par rapport a ’équateur. Soit:

QS(T,M) = Q(T,/,L) —I_QQ(rv _M)

[’intégration en latitude peut donc se faire entre 1’équateur et le pole seulement (soit
p entre 0 et 1), et cela en multipliant simplement par deux le noyau de rotation. La
partie symétrique Q(r, 1) de la rotation ainsi définie sera notée simplement Q(r, 1)

(3.15)

dans la suite. La parité du noyau en m donne avec ’équation (1.27):

5wnlm = _5wnl,—m = w (316)

ce qui montre que, au premier ordre, ¢’est la partie symétrique (par rapport a
m = 0) de la structure fine du spectre qui peut étre mise en relation avec
la partie symétrique (par rapport a I’équateur) de la rotation. Autrement dit,
pour remonter a la partie symétrique de la rotation, on ne disposera au mieux que de
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[ observables ou splittings (et non pas 2/ + 1) pour chaque mode (n,!). Nous avons
vu que les conditions d’observations peuvent encore réduire ce nombre d’observables
accessibles par mode en ne donnant acces qu’a un nombre limité de coefficients a de
projection des splittings sur des polynomes.

La partie non symétrique de la structure fine du spectre peut étre reliée aux effets
de la ‘force’ centrifuge, du champ magnétique ou de tout écart a la symétrie sphérique
qui ne seront pas considérés ici.

3.1.3 Deux approximations de I’équation intégrale

Deux approximations tres utilisées de 1’équation intégrale (3.1) peuvent se déduire
des propriétés des noyaux de rotation bidimensionnels.

Séparabilité du noyau

La composante horizontale du déplacement L, (r) (cf. Eq. (3.4)) n’a d’amplitude
qu’au voisinage du point tournant interne et donc, partout sauf pres du point tournant
on a Ky(r) > Lu(r), ce qui se vérifie bien sur la figure 3.2. Si 'on ajoute a cela que
Xim (1) est oscillant autour de 0 avec f_ll Xim (p)dp = 0 alors que Wi, (1) est toujours
positif et tel que [, Wi (p)dpe = 1, alors il apparait que la contribution a l'intégrale
double du second terme du noyau (3.2) doit étre faible. En premiere approximation,
on pourra donc récrire I’équation intégrale:

Wnlm = Wnl,—m L
ntm Ol 2/ / Kot (1YW (1) o) drdye (3.17)
2m 0 0
Cette équation serait exacte pour une rotation indépendante de la latitude (Cuypers
1980) et reste une tres bonne approximation pour une rotation faiblement différentielle.
Dans cette approximation le noyau est séparable en rayon et latitude. Cette pro-
priété est parfaitement visible sur la figure 3.1 des noyaux 2D complets et a été
exploitée pour mettre en oeuvre un approche dite R' @ R' du probléme inverse 2D qui
consiste a séparer celui-ci en une succession de deux problemes a une dimension (Sekii

1993a,b; Pijpers et Thompson 1996).

Relation 1D rotation équatoriale - splittings m = [ (modes sectoraux)

Une des propriétés de la partie angulaire des noyaux conduit a une relation 1D
entre les splittings des modes sectoraux (m = [) et la partie équatoriale (Q.,(r) =
Q(r,pu = 0)) de la rotation. En effet, pour les modes sectoraux de degrés [ élevés le
point tournant en latitude est proche de 1'équateur (0; = sin™'(I/L) ~ 7/2) si bien
que, partant de 'approximation 2D (3.17), on obtient la relation 1D:

_ R
% g/ ? Ko (r)Qey(r) dr (3.18)
0
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0= 0/L~0.71

(\“ S}O WE})O 1‘50

0=4 2/L~0.89
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° — e
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Fic. 3.4 — Comme Fig. 3.3 mais pour les modes sectoraux | = 1,4,10,100. Les points
tournants sont d’autant plus éloignés de Uéquateur que le rapport /L est différent de 1
et done que le degré | est petit. ,(1 = 1) = 45°, 6,(1 = 4) ~ 63°, 0,(I = 10) ~ 72°,
0:(l = 100) ~ 84°. On note que la composante X,,;(p) est négligeable.

Cette équation 1D, employée par Duvall des 1984, reste tres utilisée comme premiere
approximation (eg. Antia et al. 1996, Rabello Soares et al. 1997, Corbard et al. 1998¢
(Article 3)). 1l faut cependant noter qu’elle n’est pas valable pour les modes de bas
degrés. La figure 3.4 montre en effet que pour ces modes la partie angulaire du noyau
de rotation peut s’étendre loin de I'équateur et ce d’autant plus que le rapport [/L
s’éloigne de 1. On ne peut donc pas en toute rigueur utiliser cette équation pour
remonter par inversion a la rotation de cceur solaire sans faire des hypotheses sur la
dépendance en latitude de la rotation (Corbard 1997, Corbard et al. 1998e).
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3.2 Les méthodes d’inversion - Cadre général

Dans cette section je donne, dans le cas 1D, les éléments indispensables pour 1’in-
terprétation des méthodes linéaires. La généralisation au cas bidimensionel et aux tech-
niques non linéaires que j’ai plus particulierement étudiées sont développées dans les
chapitres suivants.

3.2.1 Situation du probleme

Il est intéressant de reprendre la classification des problemes inverses effectuée par
Menke (1989) pour situer celui concernant la rotation solaire. Il distingue trois catégo-
ries que 'on peut écrire de maniere formelle par:

probleme discret d; = Z K + ¢ (3.19)
probleme continu d; = /Ki(r)ﬂ(r)dr + ¢ (3.20)
probleme intégral  d(y) = /K(r, y)Q(r)dr + €(y) (3.21)

ou d représente les observations et ¢ les erreurs. Dans la suite ces erreurs d’obser-
vation seront supposées gaussiennes, non corrélées et d’écart type o;. Cette
classification est basée sur 'aspect continu ou discret des données (d) et du modele
(le noyau K et la rotation ). Le spectre des fréquences d’oscillations étant discret
et les noyaux de rotation étant des fonctions continues du rayon, il est évident que le
probleme lié a la rotation solaire est un probleme inverse continu. L’indice 7 représente
dans ce cas le triplet (n,l,m).

Les équations intégrales sont rencontrées dans de tres nombreux domaines (voir
par exemple Craig & Brown 1986) et notamment en imagerie (Blanc-Féraud 1998). 11
existe également une formulation asymptotique du probleme inverse lié a la rotation
solaire qui permet de passer du cas continu au cas intégral en considérant les variables
Y1 = Wnim /L et yo = m /L comme étant des variables continues (voir Gough 1996). On
se ramene alors a une intégrale d’ Abel a 2D (voir Sekii & Gough (1993) et les références
citées). Le cas 1D pour la rotation supposée indépendante de la latitude (y = w,; /L) est
traité par Christensen-Dalsgaard et al. (1990) (voir aussi Christensen-Dalsgard (1997)).
Enfin on note que la formulation R' @ R! nécessite la résolution d’un probleme inverse
intégral pour la partie latitudinale. Ce probleme intégral peut également étre résolu en
utilisant une formulation asymptotique avec la variable y = m/L supposée continue
pour les degrés [ élevés (Sekii 1993a, Schou et al. 1994).

Le traitement numérique d’un probleme inverse continu ou intégral exige toujours
que 'on se ramene au cas du probleme discret. Une premiere étape consistera donc
a discrétiser le probleme par une méthode de projection ou de quadrature (voir par
exemple Craig & Brown 1986) pour réduire I'intégrale a une somme discrete (cf. §3.2.3).
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Notons enfin que le probleme inverse continu peut toujours étre vu comme la limite
d’un probleme inverse discret avec un nombre infini de parametres. Ce probleme est
donc par nature sous déterminé (méme si le nombre d’observables est tres supérieur au
nombre de parametres cherchés) et donc la solution d’un tel probleme n’est pas unique.
Seule I'introduction d’une information a priori (par des contraintes de régularité, de
surface etc..) permettra de choisir parmi les solutions possibles et on ne pourra obtenir
que des moyennes de la rotation < Q(rg) > sur certains domaines autour de ro. Ces
notions liées a la résolution finie de toute méthode inverse seront développées par la
suite.

3.2.2 ‘Criteres de qualité’ d’une solution

Dans cette section je définis d’une maniere intuitive les ‘qualités’ que 'on espere
pour une solution du probleme inverse et je donne pour chacune de ces ‘qualités’ une
mesure plus quantitative. Les différentes approches du probleme inverse présentées par
la suite se distinguent essentiellement par le choix des qualités que 'on désire voir
satisfaites en priorité.

Criteres globaux

1. Accord avec les données

Un des premiers criteres qui vient a l’esprit est la confrontation avec le probleme
direct: on veut, a partir de la solution (r), pouvoir retrouver les données aux
incertitudes pres.

On définit pour cela une ‘mesure de "accord avec les données’ par:

XZ(Q) _ %; (di — IK;(:)Q(T)dT) (3.22)

Idéalement, on voudrait faire tendre cette quantité vers 0 mais les erreurs sur les
données étant supposées gaussiennes, non corrélées et de variance o?, 'espérance
mathématique pour cette quantité est 1 soit:

BOA0) = 1 (3.23)
et c’est donc cette valeur que ’on cherchera a atteindre.

2. Solution ‘pas trop oscillante’

L’ensemble des splittings observés ne donnant acces qu’a une résolution limitée,
il semble raisonnable d’exclure les solutions présentant de trop fortes oscillations.
Celles ci peuvent cependant étre produites par le bruit contenu dans les données
et il convient donc de chercher uniquement des solutions qui ne soient ‘pas trop
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oscillantes’. Pour quantifier cette ‘contrainte de douceur’ ou ‘contrainte de régu-
larisation’ de la solution , on définit la ‘douceur globale’ (en rayon) de la solution

Q par:
N Q) |?
() / ‘ a

L’ordre p de la dérivée est généralement choisi égal a 1 ou 2 et dépend de notre
connaissance a priori de la solution. Avec le choix p = 1, minimiser (3.24) revient
a tendre vers une solution constante alors que le choix p = 2 tend a favoriser une
solution linéaire. Le choix et la signification de la puissance ¢ et de la fonction
de poids P(r) seront discutés au §3.2.3.

(3.24)

Criteres locaux

1. Une bonne résolution On souhaite que le ‘domaine” autour de rq sur lequel on
peut obtenir une moyenne < €}(r,) > de la rotation soit ‘étroit’. Cela peut s’écrire
formellement, en notant £ ’espérance mathématique:

E(<Q(rg)>) — Qrg) — 0 (3.25)

Pour une méthode linéaire, I'estimation en rg sera toujours une combinaison
linéaire des données. On peut donc définir des coefficients ¢;(rq) par:

Vro 3 ¢i(ro) tel que: <Q(rg) >= Zci(ro)di (3.26)

7

En remplagant dans (3.20), on obtient:
<Q(ro)>= [ lrr0)Qr)dr + 3 cilro)e (3.27)

ou 'on a défini le noyau de résolution en ro k(r,rq) par:

N
(r,ro) = cilro) Kyl (3.28)
=1

Les erreurs ¢; étant supposées sans biais, c’est a dire d’espérances mathématiques
nulles, la relation (3.25) peut se récrire:

/ (ryro)Q(r)dr — /5 r—1o)Q(r)dr — 0 (3.29)

ou &(r — r0) représente une distribution de Dirac. Cette équation montre que
I’on voudrait idéalement faire tendre le noyau de résolution vers la distribution
de Dirac pour avoir une bonne résolution.
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On définit une mesure de la largeur du noyau de résolution par (Backus & Gilbert

1968):
M (K(ryro)) = / 12(r — ro)Zli(r, ro)zdr (3.30)

Cette ‘mesure de la largeur’ est telle que, si le noyau x est une fonction porte de
largeur Ar, alors la mesure de sa largeur donne Ar.

Une autre ‘mesure’ de la largeur d’un noyau de résolution est donnée par 1’écart
a une gaussienne G(r,ro) centrée en rq et dont on se donne la largeur A(rg). La
‘mesure’ M du noyau relativement a cette gaussienne est alors définie par:

M,((r, o)) = /OR@ (k(r,70) — G(r, 7)) dr (3.31)

stm=coe(-(55)) « ocuffovme o

Enfin, trois autres quantités sont également utilisées pour donner la largeur du
noyau de résolution: (1) la largeur totale a mi hauteur (FWHM, ‘Full Width
at Half Maximum’, cf. Figs. 4.3) , (2) la largeur de la gaussienne donnant la

avec:

meilleure approximation du noyau (cf. Fig. 3.7b), (3) la distance (A,,) entre les
deux points (‘quartile points’) définis de telle sorte que un quart de I'aire sous le
noyau de résolution soit en dessous du premier point et un autre quart au dessus
du second point (cf. Figs. 3.6, 3.7a).

. Erreur sur <)(rq)> faible

On souhaite également que l'incertitude sur < Q(rg) > soit faible. Avec les hy-
potheses précédentes sur les erreurs d’observations (cf. §3.2.1) et en supposant
une méthode linéaire, on peut définir la variance de Iestimée < Q(rq) > par (cf.

Eq. (3.26)):
V(< Qro)>) = (< Q(ro) Z (ci(ro)as)? (3.33)

. Faibles corrélations entre deux estimations en deux rayons r; et ry

Certaines régions (cceur, pdles) étant moins bien contraintes par les données que
d’autres il est important que 'estimation en un rayon donné soit la plus indé-
pendante possible de la solution trouvée ailleurs. Pour une méthode linéaire, il
est possible de définir une fonction de corrélation C(ry,ry) entre les erreurs sur
<Q(ry) > et <Q(ry)>, par:

El(Cclr)e)(Xeilra)e)] > ci(ri)ei(ry)o?

VEIZ cm)e)] E[(Sei(r)e)?] S & (r)ot/S A (r)o
@3@

C(Tl, TQ) =
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Fig. 3.5 — FEzemples de fonctions de corrélation (cadres du haut) et de noyaux

de résolution (cadres du bas) calculés en trois rayons ro = 0.2Rz (gauche),rg =
0.5Rz (miliew), ro = 0.9Rs (droite) pour quatre inversions différentes (cf. §§5.5 et
5.4): SOLAI( ), SOLA2(------ ), OLA(———- ), RLS(——-—-- ). SOLAI

et SOLA2 sont deux inversions SOLA avec des parameétres de régularisation différents.

D’aprés Howe & Thompson (1996)

La figure 3.5 donne des exemples de fonctions de corrélation pour les diverses
méthodes détaillées §3.2.3 et 3.2.4. Cette figure montre que la forme de la fonc-
tion de corrélation dépend de la méthode utilisée (voir la discussion §3.2.6) mais
présente en général un pic central de largeur comparable a la largeur du noyau de
résolution. Cette propriété rend difficile 'interprétation des structures qui, dans
la solution, sont du méme ordre de grandeur que la résolution. En effet on ne sait
pas s’il s’agit de la signature d’une structure non résolue de la rotation ou sim-
plement d’un effet di a un artefact des erreurs d’observations qui se propagent
sur cette échelle. Une discussion plus détaillée sur I'utilisation de ces fonctions de
corrélation peut étre trouvée dans Howe & Thompson (1996)

Les méthodes d’inversion présentées dans les sections suivantes sont basées sur
I'utilisation de ces criteres mais quels que soient les criteres retenus pour une méthode
particuliere, il est utile pour l'interprétation du résultat de regarder comment ces cing
criteres sont satisfaits a posteriori par la solution trouvée.
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3.2.3 Méthodes globales

Une solution qui donne un tres bon accord avec les données est en général tres
oscillante car elle cherche a reproduire aussi le bruit inclus dans les données. La méthode
RLS ou méthode de moindres carrés régularisée cherche a établir un compromis entre
’accord avec les données et la ‘douceur’ de la solution.

Comme nous 'avons vu, la premiere étape consiste a passer du probleme continu a
un probleme discret pour son traitement numérique. Cela peut se faire par projection
de la rotation sur une base de fonctions ¢,(r) (Craig & Brown 1986; Kirsch, 1996)

O(r) = Z iz (1) (3.35)

On cherche alors les coefficients €2, de la projection de la rotation sur la base choisie.

Le nombre de fonctions de base utilisées (N, ) ainsi que leur distribution constituent
une forme de régularisation en ce sens qu’un faible nombre de fonctions de base ne per-
met en général pas de trouver une solution avec des variations rapides. La distribution
des fonctions de base en rayon se fait couramment en regardant 1’ensemble des points
tournants associés aux modes observés. Plus le nombre de modes ayant leurs points
tournants dans une région donnée sera important et plus on peut penser que cette
région sera bien contrainte par les données. On augmentera donc localement la grille
de discrétisation.

Une inversion RLS se fera donc par minimisation du critere (cf. §3.2.2):
J() = *(Q) + N\ T.(Q) (3.36)

ou {2 représente le vecteur des projections €2, de la rotation sur la base choisie, et A,
est un parametre de régularisation permettant d’ajuster le compromis entre 1’accord
avec les données et la ‘douceur’ de la solution. Un deuxieme parametre, relatif a la
‘douceur’ en latitude, sera introduit dans le cas bidimensionnel §4.1.2.

La fonction de poids P(r) (Eq. 3.24) peut étre utilisée pour pondérer localement
la ‘contrainte de douceur’ (Schou et al. 1994, Corbard et al. 1997 (Article 1)). Eff-
Darwich & Pérez-Hernandez (1997) ont par ailleurs développé une méthode (nommée
OMD pour Optimal Mesh Distribution) qui cherche a optimiser le choix de la grille de
discrétisation en utilisant une fonction de poids P(r) adaptée a la résolution intrinseque
de I’ensemble de données a inverser.

On distingue deux grandes classes de méthodes en fonction du choix de la puissance
q dans le terme de régularisation (3.24):

— Si elle est choisie égale a 2 , on se ramene a un probleme quadratique facile a
traiter numériquement. Le méthode RLS est alors appelée méthode de régularisa-
tion de Tikhonov par référence 'auteur qui a introduit cette méthode (Tikhonov
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1963). Un terme quadratique correspond a une méthode linéaire et il est pos-
sible de calculer des coefficients ¢;(rg) (cf. Eq. (3.26)), de trouver les noyaux de
résolution en chaque point de la solution (cf. Eq. (3.28)) et d’estimer I’ erreur
sur la solution obtenue en ce point (ou plus exactement I’erreur sur la moyenne
définie par le noyau de résolution) ainsi que la corrélation des erreurs en plu-
sieurs points (cf. Eqs. (3.33)(3.34)). Autrement dit il est possible d’obtenir
une interprétation locale d’une inversion RLS linéaire.

La méthode MTSVD (Modified Truncated Singular Value Decomposition) in-
troduite par Sekii et Shibahashi (1988) est également basée sur I'utilisation d’un
terme de régularisation quadratique de la méme forme mais utilise un parametre
de régularisation discret lié a la décomposition en valeurs singulieres du probleme
discrétisé.

— Le choix ¢ = 1 correspond a une méthode dite de Variation Totale (TV) basée
sur l'utilisation d’une norme £! qui permet de préserver les variations rapides
de la solution par régularisation non-linéaire (Blanc-Féraud 1998). La méthode
développée chapitre 5 pour 1’étude de la tachocline solaire est basée sur une
généralisation de ce type d’approche.

La méthode PP-TSVD Piecewise Polynomials TSVD introduite par Hansen
& Mosegaard (1996) utilise également un terme de régularisation basé sur une
norme L' et entre donc dans la catégorie des méthodes de régularisation non
linéaire. Il s’agit d’une modification de la méthode MTSVD utilisant de la méme
maniere un parametre de régularisation discret. J’ai appliqué pour la premiere fois
cette méthode dans le contexte de 1’héliosismologie pour 1’étude de la tachocline
solaire (voir chapitre 5). Le détail des méthodes MTSVD et PP-TSVD pourra
étre trouvé en annexe de Corbard et al. (1998¢) (Article 3).

3.2.4 Méthodes locales

Il est en général possible, dans les zones suffisamment contraintes par les observa-
tions, de trouver une combinaison linéaire des noyaux de rotation qui donne (d’apres
(3.28)) des noyaux de résolution tres localisés et donc une bonne résolution. Néanmoins
cela conduit en général a trouver des coefficients ¢;(rg) de tres grandes amplitudes afin
de compenser toutes les contributions de tous les noyaux de rotation qui ont de I’am-
plitude loin de ro (cf. Fig. 3.2). D’apres 'équation (3.33), de grandes valeurs des
coefficients ¢;(rg) se traduiront par une incertitude importante sur I'estimation de la
rotation au voisinage de rg. La méthode OLA (Optimally Localized Averages) ou des
‘moyennes localisées’ est basée sur la recherche d’'un compromis entre la résolu-
tion et la propagation des erreurs observationnelles. Pour cela on cherche pour
chaque rayon rq les coefficients ¢;(ro) tels que:

N N
ro) >= > _ ¢i(ro)d; (r,ro) = cilro) Ky (3.37)
=1 =1
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et qui minimisent le critere (cf. §3.2.2)

J(O)(cl(ro), e2(ro), .., en(ro)) = M(k(r,r0)) + A V(<Q(ro)>) (3.38)

R
avec la contrainte / /?;(r, ro)dr =1

Le parametre Aocontréle le poids relatif des deux termes dans la minimisation et
joue le role de parametre de régularisation. Lorsque la ‘mesure’ M = M, est utilisée, la
méthode est appelée OLA ou méthode de Backus & Gilbert par référence aux auteurs
qui ont introduit la méthode en géophysique (Backus & Gilbert 1968, voir aussi Xia &
Nashed 1994) ou encore MOLA pour Multiplicative OLA, car la mesure du noyau se
fait par multiplication par une parabole (cf. Eq. (3.30)).
Si la mesure M = M, est utilisée la méthode est appelée SOLA pour Subtractive
OLA (Pijpers & Thompson 1992, 1994; Larsen & Hansen 1997), car la mesure du noyau
se fait par différence avec une gaussienne (cf. Eq. (3.31)). Dans ce cas la largeur A(r)
de la gaussienne est un parametre suplémentaire a fixer.

3.2.5 Choix des parametres

Le choix des parametres de régularisation représente une réelle difficulté des mé-
thodes d’inversion. Il reste souvent plus ou moins empirique et il importe de toujours
tester la sensibilité des résultats obtenus au choix de ces parametres. Il faut noter
que, outre les ‘parametres de compromis’ intervenant dans les équations (3.36) (4.6) et
(3.38), d’autres parametres spécifiques pour une méthode particuliere peuvent jouer le
role de parametres de régularisation.

Pour la méthode RLS nous avons mentionné §3.2.3 le role du choix du nombre et de
la distribution des fonctions de bases utilisées pour projeter la rotation. L’examen des
propriétés du systeme discrétisé (par décomposition en valeurs singulieres) permet en
général d’adapter le choix du nombre des fonctions de bases (cf. Christensen-Dalsgaard

et al. 1993, 1994; voir aussi Corbard et al. 1995).

Je ne ferai ici qu’illustrer deux des méthodes les plus employées pour le choix des
‘parametres de compromis’ liés a I'inversion de la rotation solaire. Des discussions plus
générales pourront étre trouvées dans les revues de Badeva & Morozov (1991), Thomp-
son & Craig (1992) et Hansen (1992, 1994). Des applications liées a 1’héliosismologie
se trouvent dans: Thompson (1992), Barett (1993), Stepanov & Christensen-Dalsgaard
(1996) et Corbard et al. (1998¢). L’utilisation systématique et I'extension de ces mé-
thodes constituent une part importante du travail présenté dans la deuxieme partie de
ce travail.

Les “Courbes L” ou “courbes de compromis”

Les “courbes 1.7 (Hansen 1992) représentent 1’évolution relative des deux termes
de la fonctionnelle a minimiser (cf. Eqgs. (3.36)(4.6)(3.38)) en fonction du (des) para-
metre(s) de régularisation.
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— Pour une méthode RLS on tracera donc I’évolution de la ‘douceur’ de la solution
T'(£2) en fonction du x*(2) représentant 1’accord avec les données (cf. Fig. 4.2).
La généralisation a deux dimensions de ce type de courbes et son utilisation sont

détaillées §4.1.2.

— Pour une méthode OLA on tracera I’évolution de la largeur du noyau de résolution
en un rayon ro en fonction de I'erreur sur 'estimation < Q(rq) > (cf. Fig. 3.6).

Ces courbes présentent en général un ‘coin’ leur donnant ’aspect d’un ‘L.” d’ou leur
nom. Lorsque l'on s’éloigne de ce ‘coin’, le gain sur I'un des deux criteres de qualité
ne peut se faire que par une tres forte détérioration de 'autre critere. Donc choisir
un parametre de régularisation proche du coin de la ‘courbe L’ revient a optimiser
le compromis entre les deux criteres de qualité choisis. Ce choix peut se faire a pos-
teriori apres avoir calculé des solutions pour plusieurs parametres. Cependant cette
approche nécessite de nombreuses inversions pour pouvoir construire des ‘courbes L’
avec suffisamment de points.

Pour la méthode RLS et a une dimension, il est possible de rendre la procédure de
choix du parametre de régularisation un peu plus automatique en définissant le choix
optimal comme étant celui donnant le maximum de courbure de la courbe paramétrée
que représente la ‘courbe 7. L’expression de la courbure en fonction du parametre de
régularisation peut étre obtenue apres une décomposition en valeurs singulieres généra-
lisées (GSVD pour Generalized Singular Value Décomposition) du probleme discrétisé
(voir Christensen-Dalsgaard et al. (1993) et Hansen (1994)). Ceci a pour avantage de
nécessiter 1’équivalent d’une seule inversion pour obtenir la ‘courbe L’ en tout point.
L’utilisation de ce principe a 2D est détaillée §4.1.3

Enfin notons que, une interprétation locale et le calcul de noyaux de résolution étant
toujours possibles pour une inversion linéaire (cf. §3.2.3), il est également possible de
baser le choix des parametres de régularisation RLS sur des ‘courbes L.” de type OLA
donnant le compromis résolution - erreur en un rayon ro donné (et une latitude donnée
dans le cas 2D). La solution globale obtenue ne sera cependant optimale selon ce
critere qu’au voisinage de rg. Les figures 3.6a et 3.7a donnent des exemples pour une
méthode RLS 1D pour différents rayons rg alors que la figure 3.7b donne un exemple
pour une méthode RLS 2D ou lerreur est tracée en fonction des résolutions en rayon
et en latitude.

Choix des parametres par “Validation Croisée”

Cette méthode, introduite par Wahba (1977), donne un critere pour le choix du
parametre de régularisation qui est basé uniquement sur l’analyse des données par
opposition au choix basé sur ’examen de la ‘courbe L.” qui, dans le cas RLS, prend aussi
en compte explicitement la contrainte de douceur sur la solution. On peut résumer la
démarche par les étapes suivantes:

1. On se donne un parametre de régularisation A
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F1G. 3.6 — Exemples de ‘courbes L” donnant le compromis entre la résolution (Ay,: lar-
geur des noyaux de résolution, cf. §3.2.2) et les erreurs (o(<Q(ro)>), ¢f. Eq. (3.33))
obtenues en ro = 0.5Rz. (@) Les trois courbes du cadre de gauche sont pour
des méthodes MOLA (carrés), RLS (losanges), et asymptotique (triangles). D’aprés
Christensen-Dalsgaard et al. (1990). (b) Le cadre de droite donne une comparaison
entre les méthodes SOLA (trait plein) et MOLA (trait pointillé). D’aprés Pijpers &
Thompson (1994).

2. On supprime l'observation d; de I’ensemble des données puis on résout le probleme
inverse pour obtenir une solution € \(r)

3. On calcule la donnée czl()\) prédite par cette rotation (résolution du probleme
direct)

4. On fait de méme (étapes 2 & 3) pour tous les modes observés un a un — On
obtient un ensemble dy, d,, .., dx de données reconstruites.
1 X .
5. On calcule C(X) = N Z(dl()‘) —d;)?
=1
6. On réitere pour plusieurs choix du parametres A et on définit le choix optimal
comme étant celui qui minimise C'(\)

Ce schéma illustre bien comment ce choix revient a chercher a minimiser I'impact d’une
donnée individuelle (d’un splitting) sur le résultat final.

Il faut cependant remarquer que, pratiquement, cette procédure serait tres lourde a
mettre en ceuvre car elle nécessite un grand nombre d’inversions. Il existe une généra-
lisation de ce critere nommée GCV (pour ‘Generalized Cross Validation’) basée sur
le méme principe mais tres facile a mettre en ceuvre (Golub et al. 1979, Eldén 1984).

Hansen (1992) remarque que le choix du parametre de régularisation par la mé-
thode GCV conduit en général a un choix proche du coin de la ‘courbe L’. Il note
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PO N .

= 0.02 0.03 0.04

width w,

Fic. 3.7 — Exemples de ‘courbes L’ pour une méthode RLS, basées sur U'étude du com-
promis résolution - erreur (de type OLA). (a, cadre de gauche) Pour une méthode
RLS 1D. Chaque courbe représente la variation de U'erreur o en fonction de la lar-
geur du noyau de résolution en un rayon ro différent entre 0.25Rs (courbes du haut)
et 0.94Rs (courbe du bas). Les valeurs du paramétre de régularisation \* = X, (cf.
Fq. 3.36)) sont indiqués et les lignes pointillées joignent les points obtenus avec le
méme parameétre pour différent ro. D’aprés Christensen-Dalsgaard et al. (1993). (b,
cadre de droite) Pour une méthode RLS 2D. Le logarithme de Uerreur o est tracé
sous forme d’iso-contours en fonction des résolutions en rayon (w,) et en latitude (wg)
obtenues en ro = 0.84 R, 6y = 45° par approximation du noyau de résolution par une

gaussienne 2D. D’aprés Schou et al. (1994).
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cependant que ce choix peut ne pas conduire a une solution satisfaisante si les erreurs
d’observations sont fortement corrélées.

Dans le contexte de l'inversion de la rotation solaire j’ai mené une étude systé-
matique de l'influence du choix du parametre de régularisation sur ’estimation des
parametres de la tachocline solaire (cf. §5, Corbard et al. 1998c). Ce travail montre que
le choix GCV du parametre de régularisation conduit systématiquement a une régula-
risation moindre qu’avec un choix fixé au maximum de courbure de la ‘courbe L. Le
choix GCV peut donc s’avérer plus pertinent pour I’étude des zones a forts gradients de
vitesse de rotation angulaire qui seraient lissées par une régularisation trop importante.
Plus généralement, ceci marque l'intérét de fixer une stratégie automatique du choix
du parametre de régularisation qui soit adaptée au probleme particulier que 'on veut
traiter.

3.2.6 Comparaison RLS - OLA

Résolution et interprétation des résultats

Les deux types de méthodes, globales et locales, sont tres couramment employés
pour l'inversion de la rotation. Les deux approches sont en fait complémentaires et une
comparaison des deux approches aide en général a I'interprétation des résultats (voir
par exemple Thompson et al. (1996)).

Nous avons vu qu’il est possible avec une méthode RLS linéaire d’interpréter le résul-
tat en tout point comme une moyenne localisée de la rotation sur I’étendue d’un noyau
de résolution. Néanmoins, contrairement aux méthode de type OLA, la construction de
ces noyaux n’est pas ’objectif premier de la méthode mais plutot une conséquence de
sa linéarité. De ce fait les noyaux de résolution obtenus avec une méthode RLS sont en
général moins bien ‘piqués’ que ceux obtenus avec une méthode OLA. Les figures 3.8
et 3.9 comparent les noyaux de résolution des deux types de méthodes dans les cas 1D
et 2D respectivement. Les oscillations, les parties négatives et les contributions proches
de la surface, présentes dans les noyaux RLS, rendent l'interprétation du résultat en
terme de moyennes localisées plus difficile qu’avec les noyaux OLA.

Ceci n’est cependant pas surprenant puisque les méthodes de type OLA ont juste-
ment pour objectif de donner une interprétation en terme de moyennes localisées. Par
contre ces méthodes ne permettent pas d’'une maniere directe d’avoir le controle sur la
consistance avec les données, ce que donnent les méthodes globales. Il est néanmoins
possible de considérer I’ensemble des estimations locales comme formant une solution
globale et de calculer a posteriori une valeur de y%. On s’attend cependant a ce que
cette valeur soit moins bonne que celle obtenue avec une méthode RLS ayant pour
principal objectif de minimiser cette quantité.

Une inversion de type RLS propose une solution qui donne un bon accord avec
les données sachant qu’il existe une infinité d’autres solutions qui peuvent donner un
aussi bon accord. Parmi ces solutions possibles, la méthode RLS en sélectionne une
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Fic. 3.8 — Ezemples de noyaux de résolution 1D calculés en ro = 0.5Rz par une
méthode OLA (cadre du haut) et une méthode RLS (cadre du bas). Dans les

deux cas le méme ensemble de modes a €té utilisé. D’aprés Sekii (1997).

en prenant en compte 'information a priori sur la rotation contenue dans le terme
de régularisation. L’interprétation locale des solutions RLS nécessite donc un examen
attentif des noyaux de résolution. Contrairement aux solutions OLA une simple ‘barre
d’erreur’ horizontale représentant la largeur du noyau de résolution ne serait en général
que peu représentative de la complexité du noyau.

Il y a donc deux approches duales possibles pour interpréter les barres d’erreur
présentées sur une solution RLS (cf. Fig.4.3a). On peut considérer que 'erreur obtenue
en 1o représente I'incertitude sur la rotation Q(rg) mais alors on doit avoir a I'esprit que
cette estimation est biaisée du fait de la résolution finie de 'inversion, ou alors cette
erreur représente 'incertitude sur une moyenne (non biaisée) <€(rq)> de la rotation
dont 'interprétation requiert ’examen attentif du noyau de résolution. D’une maniere
générale 'interprétation locale d’une solution RLS peut donc s’avérer plus délicate que
celle d’une solution OLA. Il faut noter cependant que I” approche RLS peut permettre,
par examen des résidus (c.a.d. de chacun des termes constituant la somme du y?), de
détecter des erreurs sous-estimées dans les données et donc de faire des aller retour
entre observations et inversions permettant de confirmer ou d’infirmer ’estimation des
incertitudes sur certaines observations.

Enfin notons que si les ailes négatives des noyaux RLS peuvent compliquer I'in-
terprétation locale de la solution, elles peuvent aussi (dépendant de la forme réelle de
la rotation) conduire & une meilleure solution par un jeu d’interpolations et d’extra-
polations ou les ailes négatives compensent en partie 'effet de lissage di a la largeur
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250

200

Fic. 3.9 — Exemples de noyauzx de résolution 2D. A gauche, un noyau obtenu en
(ro = 0.55Rg, po = 0.707) par une méthode RLS (graphique polaire) a partir des
modes observés par BBSO (soit ~ 2300 coefficients a pour des modes 5 < | < 60).
D’aprés Corbard et al. (1995). A droite, un noyau obtenu par une méthode OLA
R'@R' enry=0.7Rgs, o = 0.707 a partir de données simulées comprenant 70000
splittings ayant des degrés jusqu’a | = 250 (simulation de données GONG). D’aprés
Sekii (1997). 1l est a noter que les deux résultats ne sont pas directement comparables
car le rayon ro ainsi que 'ensemble des modes utilisés different. Le manqgue de modes
de degrés élevés dans les données BBSO peut notamment étre en partie a ['origine des
pics obtenus en surface par la méthode RLS. Néanmoins, d’apres la figure précédente,
ceuz-ci restent une caractéristique de la méthode RLS.
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non nulle du pic central. De plus I’examen des fonctions de corrélation (Fig. 3.5)
montre 'existence de plus fortes corrélations avec des méthodes OLA qu’avec la mé-
thode RLS. Ces corrélations peuvent étre liées a 1’absence de pics de surface sur les
noyaux de résolution OLA. En effet pour éliminer ces pics, on utilise principalement les
modes de degrés élevés qui restent confinés sous la surface solaire. S5i ces mémes modes
sont utilisés de maniere similaire pour tous les rayons rg, cela introduit des corrélations
importantes entre les erreurs sur la solution a des rayons assez distants. Cet effet peut
cependant étre minimisé par le choix des parametres de régularisation (cf. Fig 3.5).
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Annexe A

Quelques formules utiles

A.1 Les fonctions de Legendre

Les fonctions de Legendre P/™(u) sont reliées aux polynoémes de Legendre Py(u) de
degré [ par:
A" By(p)

B () = (=) sin” (0)

, p=cosf (A.1)

et vérifient I’équation différentielle:

d* P (1) n cos § dB" (1)
db? sinf  df

- ( m LQ) P () LP=1(+1) (A.2)

sin? 0

Elles sont orthogonales et telles que:

m 2 (I+m)!
PP ()P (p)dp = 6 A3
J) AR e = g (A3)
On définit les fonctions de Legendre normalisées ]517” (u) par:
. 2 (I+m)]
P () = P A4
= |y ] rr (A4)
Ces fonctions vérifient: .
/_1 B (p)dp =1 (A.5)
et sont liées aux harmoniques sphériques Y, (0, ) par:
m _ (_1)m Dm ime
Y™ (0,p) = —==P"(cosh)e"™?. (A.6)

V21

Les premieres fonctions de Legendre d’ordre m = 1 sont données par:
{ Pl(p) = —sinb

Py(p) = —35sinf(5u — 1) (A7)
Pi(p) = —2sinf(21p* — 14p° + 1)
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A.2 Les coefficients de Clebsh-Gordon

Avec la convention d’Edmonds (1960) pour la phase des coefficients de Clebsh-

Jm fant-
Gordon C'7 ., on obtient:

. 2041 | (20 —=25 -1 25+ (1 + 5+ D!

gy = (-1pn AL B2 2 PRI DEERT R )
" ' [T+ 1)\ (20 +25 +2)! 7! (l—7—1)

Ceci permet, en utilisant (2.6) et (2.7), de trouver la relation entre les polynomes S

et 47} pour j impair. On obtient:

m [ +3 1) om
Yoj41,0 = ?Ugj)-l—l‘g%{—l,l (A.9)

(27 + D! ) U+ 2L+ 1) (I+5+ 1)
el a1 ol = Al
n e o8 Y = sy (A1)

avec:

Uglj)+1 = (_1)j

(4

: . Bi o .-
De plus, on montre facilement que 0,7, , 4 1 si bien que:

. I A5 +3 (27D
Yoji+1,1 =4 (_1)] Ar (2]-)” 2741, (A-H)
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Annexe B

Les polynomes ‘pseudo inverses’

On peut réécrire I'équation (2.8) sous forme matricielle par:

(Wm = 5wnlm/2ﬂ-)m:1..m
W ~ PA (Prj = péjﬁ-l(””‘))ﬂjofwﬂ (B.1)

(Aj = ably))jmonm

Si les coefficients a sont obtenus a partir des splittings individuels par moindres carrés
en minimisant:

X =W —PA|; . (B.2)

on obtient:

A=P'W avec: PP=D7'PT et: D=P'P. (B.3)

La matrice D ainsi définie est diagonale si les polynomes P}(m) sont orthogonaux sur
I’espace discret en m (cf. Eq. (2.4)), et pleine sinon. D’une maniere générale on a donc:
an
i —
Pajpa(m) = P;r‘m = > (D7) Py (B.4)

=

et Tpéﬂ_l(m) dépend du nombre N™ de coefficients a cherchés. Pour des polynémes
orthogonaux seul le terme diagonal subsiste et

Pajpa(m) = (D7) P (B.5)
est indépendant de N™. L’expression de D donne dans ce cas la relation:
73%]‘4-1(7”)

I
Z pé]‘ﬂ(m/)z
m’'=1

Pjpa(m) = (B.6)

Notons que I"utilisation des polynémes orthonormaux 3% (voir Eq. 2.3) suggérée par
Ritzwoller & Lavely (1991) conduit a une matrice D égale a l'identité et donc les
polynémes ‘pseudo inverses’ sont dans ce cas également les polynomes 37
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Deuxieme partie

Contribution a ’interprétation des
observations: détermination de la
rotation solaire
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Chapitre 4

Une vision globale de la rotation:

exploitation des données LOWL,
GONG et MDI

Un des principaux objectifs de ce travail est de contribuer a I’analyse des nouvelles
observations héliosismologiques des leur acquisition et d’en déduire les propriétés de
la rotation interne du Soleil. Les deux premieres années d’observations de I'instrument
LOWL ont été mises a la disposition de la communauté scientifique au début de ce tra-
vail (1996) et des collaborations ont été menées avec les équipes du réseau GONG et de
I'instrument MDI & bord de SoHO (équipe SOI'), qui ont fourni les premieres mesures
des splittings rotationnels par ces instruments courant 1996 et 1997. Ces instruments
permettant d’observer un grand nombre de modes avec une bonne résolution, le volume
des données a traiter a nécessité le développement d’un code d’inversion performant
sur les machines CRAY & architecture vectorielle gérées par 'TDRIS?.

L” un des objectifs des collaborations internationales engagées est de comparer les
résultats obtenus par différentes méthodes d’inversion appliquées aux mémes données.
Ensuite des inter-comparaisons entre les équipes des différents instruments permettent
d’acquérir une plus grande confiance encore en la réalité des résultats obtenus ou bien
au contraire de révéler des différences qui devront étre expliquées par de nouvelles
observations. J’ai choisi pour ce travail de développer un code 2D RLS basé sur le
développement de la rotation en polynomes par morceaux projetés sur un produit
tensoriel de B-splines. Parallelement a ce travail d’autres équipes ont développé des
codes 2D de type OLA, plus coiiteux sur le principe en temps de calcul mais qui ont
pu étre optimisés en utilisant notamment les propriétés de séparabilité des noyaux
de rotation. La comparaison de mes résultats avec ceux obtenus par les différentes
équipes a montré un bon accord avec tous ces travaux. Elle a été facilitée par le calcul
systématique des noyaux de résolution en de nombreux points de rayons et latitudes

1. Solar Oscillations Investigation, http://soi.stanford.edu
2. Institut du Développement et des Ressources en Informatique Scientifique
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différents a l'issue de chaque inversion 2D RLS.

Les sections suivantes présentent les spécificités du code 2D RLS que j’ai développé,
les résultats que j’ai obtenus a partir de ce code et les principales conclusions issues
des comparaisons des résultats au sein des collaborations.

4.1 Développement et utilisation d’un code 2D RLS

4.1.1 L’utilisation des B-splines - Intéréts et pratique

Pour le probleme bi-dimensionnel, on choisit de représenter la rotation par un po-
lynéme par morceaux en rayon et en latitude. Je définis un peu plus précisément ce
que sont les polynémes par morceaux:

un polynome par morceaux P(r) d’ordre m sur une partition A de [ri,r,] A =[r <
ry < .. < 1, — 1 < r,] est défini comme une fonction qui coincide sur chaque sous
intervalle [ri,rig1[ 1 <0 < n, avec un polynome de degré m — 1

On peut définir, en chaque point de raccordr;, le type de connexion souhaitée entre les
parties gauches et droites des polynomes. Le type de connexion peut potentiellement
changer d’un point de raccord a un autre: P(r;) peut étre discontinu pour certains r;,
continu ou de dérivée premiere continue pour d’autres, etc.. On appelle multiplicité le
type de connexion en chaque point de raccord.

A deux dimensions, on peut obtenir une base pour un tel espace de polynémes par
morceaux par un produit tensoriel de B-splines (Schumaker 1981). On écrit:

Ny T

Q(r,/,c) = Z prq‘rop(r)?bq(/l) (4.1)

p=1g=1

ol ,(r) et 1, (1) sont les B-splines.

Le choix de la base des B-splines présente plusieurs avantages. C’est une base locale:
en un point r (r € [r1,r,]), seules m B-splines d’ordre m sont non nulles et leur somme
est égale a 1. De plus elles peuvent étre définies par une différence tabulaire divisée
ce qui rend efficace leur évaluation numérique en tout point ainsi que celle de leurs
dérivées a partir de la seule connaissance de la grille de points de raccord, de leur
multiplicité et de 'ordre.

Toutes ces grandeurs, ainsi que la dimension n, x n, de la base, constituent des pa-
rametres de l'inversion. La possibilité de choisir tous ces parametres donne une grande
souplesse au code d’inversion qui peut ainsi étre facilement adapté en fonction des
données utilisées ou du probleme particulier que 'on veut étudier (voir le cas de la ta-
chocline chapitre 5). Le § 4.1.2 montrera de plus que cette base de fonctions B-splines
permet d’implémenter facilement des conditions aux limites en surface et dans le coeur.

La figure 4.1 montre un exemple de base constituée de n, = 21 B-splines distri-
buées en fonction de la densité des points tournants correspondant aux modes observés
par 'instrument LOWL. On remarque la faible densité de fonctions dans le coeur et
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FiG. 4.1 — Base de 21 B-splines d’ordre 3 (paraboles par morceauz) distribuées selon
la densité des points tournants des modes observés par linstrument LOWL entre 1994

et 1996.

dans les couches proches de la surface, ce qui correspond au faible nombre de modes
observés par LOWL permettant de sonder ces zones. Par rapport a une distribution
équidistante des points de raccord, cette base permet une meilleure résolution dans les
couches qui sont bien décrites par les données et agit comme une régularisation dans
les zones moins bien contraintes.

En latitude, les points de raccord sont choisis équirépartis en g = cos #. On obtient
ainsi une grille plus fine a ’équateur, ou tous les modes observés ont de 'amplitude,
qu’aux poles sondés uniquement par les modes m < [.

Des tests préliminaires utilisant des splittings simulés et les données du BBSO
(voir Contribution 1) ont permis de montrer que le résultat de I'inversion n’est pas
tres sensible au choix de l'ordre des splines utilisées au moins dans les zones bien
contraintes par les données. Le choix d’un ordre élevé pouvant favoriser I"apparition
d’oscillations de la solution, j’ai utilisé, pour I'exploitation des diverses observations,
des splines d’ordre 3 c’est a dire des paraboles par morceaux.

Le choix du nombre des fonctions de base dépend des données traitées et se fait
apres examen du graphe des valeurs singulieres du systeme discrétisé.

4.1.2 Introduction des contraintes

Nous avons vu que la résolution du probleme inverse nécessite 'utilisation d’une
régularisation qui peut étre basée sur la connaissance a priori que l'on a de la solution.
En plus des ‘contraintes de douceur’ déja évoquées, il est intéressant de fixer également
des conditions aux limites.

Grace a la structure du code RLS utilisant la base locale des B-splines j’ai introduit
non seulement le terme de régularisation globale mais aussi une contrainte de régularité
dans le coeur et des contraintes de surfaces basées sur les observations directes de la
rotation en surface.
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La contrainte de régularité au centre

Le développement (4.1) de la rotation, généralement utilisé dans les inversions RLS
(voir par exemple Schou et al. 1994), autorise en principe plusieurs valeurs de la rotation
en r = ( en fonction de la latitude. Ceci n’a bien sur pas de sens physique et 'on peut
chercher a supprimer cet effet en imposant la condition de régularité:

lim 290 1)

r—0 80
Cette condition est particulierement simple a mettre en ceuvre en utilisant les propriétés
des B-splines. Cela revient en effet a imposer que les n, premiers coefficients de €2 soient
égaux (soit wi; = wig = .. = Win, = wp). Le développement de la rotation sur la base

= 0. (4.2)

de B-splines devient donc:

U ) = wopr (1) 323 ey () (1) (4.3)

p=2¢g=1

et le nombre de parametres cherchés est n, = (n, — 1) x n, + 1. On note Q le vecteur
de ces parametres a déterminer.

En fait ceci impose la condition de régularité sur tout le domaine d’extension de
la premiere B-spline de la base, soit, dans le cas de la figure 4.1, entre le centre
et environ 0.2R;. Les données ne fournissant pratiquement aucune information sur
une éventuelle dépendance en latitude de la rotation dans cette zone, il est également
intéressant d’utiliser cette condition de régularité pour se concentrer sur ’acces a une
éventuelle dépendance radiale moyenne de la rotation dans le cceur. Cette condition
a été implémentée avec succes dans (Corbard et al. 1997 (Article 1)) puis Antia et
al. (1998). Nous verrons cependant (chapitre 6) que, méme si cette condition ne peut
que contribuer a 'obtention d’une solution plus réaliste, I'interprétation des résultats
obtenus au dessous de 0.2FRg reste difficile.

Le terme de régularisation globale: utilisation des dérivées premiéres en
latitude et généralisation 2D des ‘courbes L’
A deux dimensions, I"*accord avec les données’ est défini par le terme:

GO =3 (di —~ fflx’}(r,u)ﬂ(raﬂ)drdu) (4.4)

=1 0y

ou d;,i = 1,..N représentent les données (splittings ou coefficients a, voir chapitre 2).
Le terme de régularisation de Tikhonov s’écrit:

1@ = [ [ ) (a@a(:;’“‘)) drd o, [ [ e (%ﬂ’“‘)) drdye.

Tr TM

(4.5)
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Log (T.)

0.32 0.34 0.36 0.38 0.4

Log ( x*/N)

Fic. 4.2 — Fxemple de ‘courbes L’ obtenues par inversion de siz mois de données GONG
(mois d’observations 4 a 10) avee différents choix de paramétres de régularisation. Ces
données comprennent le développement sur des polynomes orthogonaux (jusqu’a ag)
des splittings de N = 2103 modes ayant des fréquences comprises entre 1200uHz et
5000 Hz. Le logarithme des termes de régularisation en rayon (figure du haut) et en
latitude (figure du bas) sont donnés en fonction du logarithme du x? normalisé par le
nombre de mode. Les points correspondant au méme choix de X, sont reliés par une
ligne pointillée et les points correspondant au méme choix du rapport o = A, /A, sont
relié€s par une ligne pleine. Le point 1 montre le choiz de A\, = 1072 et A\, = 107"
qui semble optimal d’aprés Uanalyse de ces courbes (voir texte) alors que le point 2
montre un choix de parametres qui correspond a une inversion moins réqularisée qui
peut s’avérer utile par exemple pour Uétude de la tachocline (voir chapitre 5)
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Apres discrétisation par introduction du développement (4.3) dans (4.4) et (4.5), le
critere a minimiser se récrit (cf. Eq. 3.36):

J(€) = 3(Q) + M () + A, T.(82). (4.6)

Ceci introduit deux parametres de régularisation A, et A, et deux fonctions de poids
fr et fu. Lordre des dérivées (i et j) est généralement choisi égal a deux. Néanmoins
le choix d’une contrainte sur la dérivée premiere en latitude (j = 1), associé a une
fonction de poids f,(r,u) = 1/r*, permet de donner un grand poids & la contrainte
de latitude au centre ce qui est consistant avec la contrainte de régularité au centre
(Eq. 4.2). J’ai montré par ailleurs que ce choix pour la forme du terme de régularisation
en latitude permet de généraliser plus facilement 1’utilisation des ‘courbes [.” dans le
cas bi-dimensionnel.

La figure 4.2 donne un exemple de ‘courbes L.” dans le cas bi-dimensionnel. Elle
a été obtenue a partir des données GONG (voir légende) avec le choix d’une dérivée
seconde pour le terme de régularisation en rayon et d’une dérivée premiere pour le terme
en latitude. La figure du haut montre que tous les points correspondant au méme choix
de A, sont confondus sauf pour les tres grandes valeurs de A, (A, > 1). Autrement dit
la valeur du x? ainsi que la valeur du terme de régularisation en rayon ne dépendent
pas du parametre A, pour un large domaine de variation de celui-ci (A, < 1). Cette
propriété qui n ’est pas vérifiée lorsque 1’on utilise la dérivée seconde dans le terme de
régularisation en latitude, est tres intéressante dans la mesure ou elle permet de fixer
dans un premier temps le parametre A, en étudiant uniquement le compromis entre la
minimisation du y? et celle du terme de régularisation en rayon. Ensuite le choix de A,
peut se faire sur la figure du bas en cherchant a minimiser le terme de régularisation
en latitude a A, fixé. Les courbes pleines joignent les points correspondant a la méme
valeur de o = A, /A,. Les ‘courbes L correspondant a un o donné sont d’autant plus
basses que « est petit ce qui indique que 'on doit choisir A, le plus grand possible
(toujours avec la limitation A, < 1) si I'on veut minimiser le terme de régularisation
en latitude. Cette démarche conduit au choix de A, = 107 et A, = 10~! montré par le
point 1 sur la figure.

La procédure décrite ci-dessus pour le choix des parametres, facilitée par le choix d’
une dérivée premiere pour la régularisation en latitude, a pu étre menée également pour
les autres données (notamment LOWL (voir Article 1), et MDI ). Cette démarche reste
semi empirique et n’a pas pu étre automatisée dans le cas bi-dimensionnel mais le fait
que la méme procédure ait été suivie pour les différentes données observationnelles est
important pour la comparaison des résultats. Bien stir d’autres choix des parametres
de régularisation sont possibles, et ’on verra notamment qu'un choix correspondant a
une régularisation moindre (point 2 sur la figure 4.2) peut se révéler plus approprié
pour I’étude de la tachocline. Pour I’étude d’une propriété locale de la rotation, on base
aussi le choix des parametres en partie sur I’étude du compromis local entre résolution
et propagation des erreurs par examen des noyaux de résolution en un point donné. Ce
choix peut cependant se révéler inapproprié pour la description de la rotation dans les
autres zones.
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Contraintes de surface

Certaines observations ne donnant pas acces aux splittings des modes de degrés
[ élevés (I < 100 pour LOWL) sondant les couches les plus superficielles, il est inté-
ressant d’utiliser les observations directes de la rotation des traceurs de surface pour
contraindre l'inversion.

Néanmoins, les observations de surface sont également entachées d’incertitudes ob-
servationnelles, elles sont en général moyennées sur de longues périodes qui ne sont pas
nécessairement contemporaines des observations de splittings rotationnels utilisées. De
plus, en fonction du type de traceurs suivis, la description de la rotation différentielle
obtenue peut correspondre a la rotation de couches qui ne sont pas strictement locali-
sées a la surface solaire définie dans I'inversion.

Tous ces points peuvent contribuer a introduire des effets indésirables dans I'inver-
sion si les observations de surface sont utilisées comme des contraintes ‘dures’ imposant
strictement la valeur de la rotation en r = Rg. J’ai donc plutot choisi d’introduire un
nouveau parametre A; pondérant un terme mesurant ’écart entre la rotation de surface
déduite de I'inversion et la loi de rotation différentielle correspondant aux observations
directes de la rotation de surface. Cela revient & ajouter un terme appelé ‘x? de surface’
a la fonctionnelle a minimiser, soit :

V) = -3 (H e ’“"“))2 , (47)

5
n“ k=1 O-k

ou {17 représentent les valeurs en n,, points en latitude de la rotation de surface déduites
des observations directes et o7 les écarts types estimés pour ces observations. Un choix
As = 0 n’impose aucune contrainte de surface alors qu’'un choix de A; grand tendra
a imposer une contrainte ‘dure’ sur la rotation de surface. L’étude de la variation de
la solution en fonction du choix de ce parametre permet de tester la compatibilité
des observations de splittings avec les diverses observations de surface. Les résultats
obtenus pour deux types d’observations de surface combinées aux données LOWL sont
discutés §4.

4.1.3 Equations normales et résolution du systeme linéaire

La discrétisation de la fonctionnelle a minimiser prenant en compte toutes les
contraintes précédentes peut s’écrire sous la forme:

= o ([ ] - [ )

ou R et S représentent les matrices correspondant a la discrétisation des termes y?
(Eq. 4.4) et 2, pace (Eq. 4.7) respectivement; W est le vecteur des observables (splittings
ou coefficients a); Qg le vecteur des observations de surface a différentes latitudes; P =
diag(1/oi,1/0}) la matrice diagonale de I'inverse des écarts types sur les splittings (ou

2
+0Q7Z°0 4+ ), Q77O (4.8)

2
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coefficients a) et sur les observations de surface; et Z* et Z* les matrices de discrétisation
des termes de régularisation en rayon et en latitude.

Le minimum de cette fonctionnelle est atteint pour le vecteur Q qui annule son
gradient, ce qui conduit a la résolution d’un systeme linéaire ou é€quations normales:

VJ(Q) =0 (HH+AZ +),2")Q=H"d, (4.9)
H
ou 1’on a noté:
R W
H=P t: d=P . 4.1
lw—ssl ¢ lw—a] (4.10)

Ce systeme peut étre résolu par inversion de la matrice symétrique H ce qui peut se
faire par une décomposition en valeurs singulieres (SVD) ou par une méthode itérative
de gradients conjugués (voir par exemple Press et al. 1992). Ceci nécessite néanmoins
de recommencer I'inversion pour chaque nouveau choix des parametres A, A, ou A, et
donc la construction des ‘courbes L’ est tres cotiteuse en temps de calcul. Il est cepen-
dant possible d’utiliser une décomposition en valeurs singulieres généralisée (GSVD)
(Christensen Dalsgaard et al. 1993, Hansen 1994) qui présente le double avantage de
travailler directement sur la matrice H qui est mieux conditionnée que HTH, et de pou-
voir fournir tous les points d’une ‘courbe L. correspondant & un coefficient a = A, /A,
fixé (voir Fig. 4.2) avec I’équivalent (en temps de calcul) d’une seule inversion de la
matrice H.

Pour utiliser la méthode GSVD, on exprime la fonctionnelle a minimiser sous la

forme:
~ ~ 2 ~ 112
J(@) = |[HQ —d| + A |1 (4.11)
ou la matrice L est calculée de telle sorte que:
L'L=27" +o'Z" (4.12)

La méthode GSVD décompose alors la paire de matrices (H, L) par:

H = UD,X™!

_ 0 Dp |\ v (4.13)
L__V(O O)X

ou U et V sont des matrices unitaires; D, = diag(a;) et D, = diag(b;) des matrices
carrées diagonales dont les tailles respectives sont le nombre d’inconnues (n,, ) et le rang
de L (ny < n,); et X est une matrice carrée inversible de taille n,,. A partir de cette
décomposition, la solution peut étre calculée pour n’importe quel choix de A, (o étant
fixé), par:

Q()\,)=XD;U"d (4.14)
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ou Dy est une matrice diagonale de dimension n, dont les éléments diagonaux sont
définis par:
ait 1=1

i sy Ny — N
- a; .
fi= &b t=ny—nr+1,..,n, (4.15)
7 rYi—netng

Cette décomposition GSVD a été exploitée pour I'inversion 2D des données MDI
mais s’est surtout révélée utile pour ’analyse 1D de la tachocline dans le plan équatorial
(voir §5). Les résultats 2D obtenus a partir des données LOWL et GONG présentés
dans la suite ont été obtenus par inversion de la matrice H des équations normales
apres sa décomposition en valeurs singulieres.

4.1.4 Prise en compte des erreurs: signification statistique des
résultats obtenus

Je commence par rappeler quelques notions bien connues relatives a la méthode des
moindres carrés puis je montre comment la régularisation intervient dans ce cadre et
comment la valeur du y? peut étre utilisée pour 'estimation des erreurs en tout point
de la solution.

Aspects statistiques de la méthode des moindres carrés

Les splittings ou les coefficients a sont déterminés avec une certaine incertitude et
ne correspondent donc pas exactement a l'intégrale double de la rotation pondérée par
le noyaux de rotation. Cette différence est généralement modélisée par I’addition pour
chaque observable d’un bruit ¢; que I'on suppose gaussien de moyenne nulle (ce qui
suppose que les mesures ne sont pas biaisées) et dont I’écart type o; peut étre estimé
a partir des méthodes d’ajustement utilisées pour décrire le spectre.

On note formellement le probleme discrétisé par:

d=HQ+¢ (4.16)

Les données ayant été normalisées par les écarts types, le vecteur € représente ici un
vecteur aléatoire normal A'(0, 1). Les hypotheses sur la statistique du bruit permettent
de donner une signification statistique aux résultats obtenus (sous réserve bien str
que les hypotheses soient justes!). Dans le cas d’un bruit gaussien et indépendant de
la rotation, la probabilité¢ de vraisemblance des observations connaissant la rotation,

P(d/fl), est telle que:

N
2

P(d/§2) = P(c = d — HE) = (27)F exp Ey\d - Hfzug] (4.17)
et:

max P(d/Q) <= min ||d — HQ|? (4.18)
Q Q
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Sous I’hypothése d’un bruit gaussien, la méthode des moindres carrés non
régularisée est donc équivalente & une méthode de maximum de vraisem-
blance. Cet estimateur est, du point de vue statistique, un estimateur non biaisé en
ce sens que 'espérance mathématique du vecteur solution du probleme (4.18) est égal
au vecteur  des projections de la rotation sur la base de splines intervenant dans le
modele (4.16) (voir ci-apres).

Prise en compte du terme de régularisation

Comment, dans ce cadre, interpréter du point de vue de la statistique, le fait d’in-
troduire un terme de régularisation?

Sil’on conserve la méme hypothese de I’existence d’un bruit gaussien NV (0, o;) sur les
mesures, un rapide calcul montre que le vecteur €Y obtenu par résolution des équations
normales (4.9) n’est plus un estimateur non biaisé. En effet d’apres (4.16) ’espérance
mathématique des données réduites E(d) est HQ mais I’espérance mathématique du
vecteur € = H~'H'd, solution des équations normales, est:

E(Q)=H'H 'HQ (4.19)

et cet estimateur de € est donc biaisé. Dans le cas sans régularisation ot H = H'H
on retrouve bien le fait que 'estimateur du maximum de vraisemblance est non biaisé.
La régularisation revient donc a choisir un nouvel estimateur, qui n’est
plus non biaisé mais qui traduit la connaissance a priori que I’on a introduite,
en lui donnant une signification physique, dans le terme de régularisation.
Il est également possible de relier cet estimateur a la probabilité a posterior: P(fl/d)
d’obtenir € connaissant les données d. En utilisant la regle de Bayes:
P(d)

et sachant que P(d) est indépendant de Q et donc constant, I’estimation du Maximum

A Posteriori (MAP) s’écrit:

(4.20)

max{P(d/Q)P(Q)} (4.21)
Q
ou P(fl) représente la probabilité a priori d'une rotation dont les projections sur la
base de splines serait 2. On voit des lors I'interprétation statistique possible du terme
de régularisation introduit: cela revient a définir une loi de probabilité sur €2 par:

1~ -
P(£2) o exp —§QT(A,,Z” + M\ ZH)82 (4.22)

Etant donnée cette loi de probabilité la solution RLS est équivalente a une solution du
Maximum A Posteriori qui représente la rotation qui a la plus grande probabilité de
donner les observations mesurées. Cette expression de la régularisation en termes de loi
de probabilité (4.22) n’a pas ici d’interprétation statistique simple mais peut trouver



4.1. Développement et utilisation d’un code 2D RLS 69

une interprétation dans le cadre des théories des champs de Markov correspondant
a une approche stochastique de inversion (Blanc-Féraud 1998). Cela permet juste
de voir que régulariser en définissant un terme de ‘douceur de la solution’ revient a
considérer comme plus probables les solutions les plus ‘douces’ selon cette définition.

Modification des hypothéses et prise en compte du \?

La méthode des moindres carrés est construite sur I’hypothese selon laquelle la
meilleure description d’un ensemble de données est celle obtenue en minimisant la
somme pondérée des carrés des résidus (4.4). Avec I'hypothese d’erreurs gaussiennes
N (0, ;) sur les observations, on montre que cette quantité suit une loi de x? & N —n,,
degrés de liberté. L’espérance mathématique de cette quantité est donc E(Xz(fl)) =
N — n,. Naturellement la régularisation tend a augmenter légerement la valeur du
Y2, c’est ce que montrent les ‘courbes L’, mais 1’on s’attend néanmoins & ce que la
valeur du y? normalisé par le nombre de degrés de liberté soit voisine de 1 au coin des
‘courbes L. Cependant, les résultats obtenus avec les données GONG (Fig. 4.2) et
LOWL (Article 1) donnent une valeur du y? normalisé proche de 2. Cette valeur est
hautement improbable pour un systeme ayant un si grand nombre de degrés de liberté.
Cela peut signifier que notre modélisation du probleme direct ou que la base de splines
utilisée ne sont pas appropriées ou bien que les erreurs sur les splittings (ou coefficients
a ) ont été sous estimées.

La base de splines autorisant des solutions tres oscillantes pour de faibles régula-
risations, il semble plus vraisemblable que les incertitudes sur les observations aient
pu étre sous estimées. Il est néanmoins possible de considérer que les erreurs données
pour chaque observable, si elles peuvent étre biaisées en valeur absolue, refletent bien le
degré de confiance relatif que I'on a en une mesure par rapport a une autre. Autrement
dit Putilisation des o; comme poids dans le critéere a minimiser reste justifiée
mais 'interprétation statistique du résultat peut étre biaisée.

Une facon de remédier a ce probleme est de changer I’hypothese selon laquelle les
erreurs ¢; suivent une loi normale NV(0, o;). On supposera plutdt que ces erreurs suivent
une loi normale AV'(0, 0 /p;) ot o est une constante inconnue et les poids p; sont estimés
par I'inverse des erreurs données sur chaque splitting ou coefficient a (p; = 1/0;). Un
estimateur de o est alors donné par la valeur du y? normalisé par le nombre de degrés
de liberté (voir par exemple Linnik 1963) et la matrice de covariance sur I’estimation
Q2 est donnée par:

2
B, = %H‘IHTHH‘I (1.23)

Ensuite I’équation (4.3) permet d’obtenir un estimateur de I’écart type sur la solution
en tout point (ro, to) par:

a(Qro, o)) = /ETBgé  avec: £ = [p1(ro), wa(ro)tn (o), ---a%r(TO)%M(MEJi]M)

et c’est cette valeur qui est représentée comme barre d’erreur sur les solutions RLS.
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Dans le cas d’un y? normalisé voisin de 2, cette correction conduit a multiplier
par v/2 ~ 1.4 les barres d’erreurs traditionnellement données. Malgré cette correction,
nous verrons par la suite (chapitre 4) que les erreurs ainsi estimées restent probablement
sous estimées, au moins si on leur donne une interprétation purement locale (voir la

discussion du §3.2.6).

4.2 Les données

Le tableau 4.1 donne les principales caractéristiques des données utilisées pour
les résultats présentés dans ce chapitre et n’inclue pas les données de bas degrés (voir
chapitre 6). Elles correspondent aux premieres observations de chacun des instruments
cités. Les observations de l'instrument LOWL couvrent une période de 2 ans, celles
du réseau GONG une période de 8 mois et les données MDI correspondent aux 144
premiers jours d’observations a bord du satellite SOHO. L’ensemble couvre une période
de deux ans et demi entre février 1994 et septembre 1996. L’indice maximum des
coefficients a évalués pour chaque mode est donné en derniere ligne du tableau mais le
nombre de ces coefficients peut varier d’un mode a ’autre en fonction notamment de la
qualité de I'ajustement du spectre pour le mode considéré. La procédure d’ajustement
suivie pour extraire les coefficients a des spectres est similaire pour les données LOWL
et MDI (Schou 1992) alors qu'une procédure indépendante a été développée par I’équipe
du réseau GONG (Hill et al. 1996).

H Instrument H LOWL ‘ GONG ‘ MDI H
Périodes 26/02/94- 23/08/95- 09/05/96-
d’observation 25/02/96 30/04/96 29/09/96
Degrés 1<1<99 2 <1 <150 1 <1 <250
Fréquences (pHz) 1200 < v < 3500 | 1200 < v < 5000 | 954 < v < 4556
Nombres de modes (n,{) 1102 2103 2036
Coeflicients a a, — as a1 — Qg a1 — aas

TAB. 4.1 — Caractéristiques des principales données exploitées

D’autres ensembles de données concernant les degrés intermédiaires ont été utili-
sés pendant ce travail. Des comparaisons avec des données GONG couvrant d’autres
périodes d’observations ou obtenues par d’autres méthodes d’ajustement du spectre
ont notamment été menées au sein de 1’équipe GONG (voir Article 2, Contribution 2).
Par ailleurs, les observations réalisées entre 1986 et 1990 au BBSO ont été exploitées
pendant la phase de développement du code d’inversion 2D RLS (Contribution 1).
Ce travail a permis de mettre au point la stratégie générale pour le choix des divers
parametres de 'inversion et de confirmer, d’une maniere indépendante, les résultats
obtenus par d’autres équipes a partir de ces méme données. Ces premiers résultats ont
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pu étre précisés a partir des données du tableau 4.1 dont ’analyse est détaillée dans
les paragraphes suivants.

4.3 Résultats

4.3.1 Profils de rotation, erreurs et noyaux de résolution

La figure 4.3a donne le profil de rotation obtenu pour dix latitudes différentes a
partir des données LOWL. L’analyse détaillée de ces données a partir du code 2D RLS
développé fait 'objet de l'article 1. Les noyaux de résolution correspondant a cette
inversion sont reproduits figure 4.3b.

La figure 4.4a compare les inversions des différents groupes de la collaboration
GONG appliquées aux mémes données. Les profils de rotation obtenus a trois latitudes
(0, 30 et 60 degrés) sont tracés sur la méme figure en omettant les barres d’erreur
associées. La figure 4.4b reproduit le résultat obtenu avec le code 2D RLS (‘groupe
Nice’) pour dix latitudes en montrant les barres d’erreurs. L’examen des noyaux de
rotation montre cependant que ceux ci sont mal localisés pour des latitudes supérieures
a 60° et donc les résultats ne sont pas fiables pour ces latitudes. Il en est de méme pour
des rayons inférieurs a 0.4Rg.

D’apres la figure 4.4a, tous les résultats sont en bon accord pour r > 0.5Rg.
Jusqu’a 0.4R; les solutions obtenues a 1’équateur et a 30° restent compatibles. Au
dessous de 0.4R; la dispersion des résultats indique que la rotation n’est pas suf-
fisamment contrainte par les données pour pouvoir tirer des conclusions fiables des
différentes inversions. D’une maniere générale, la dispersion des résultats obtenus par
différentes méthodes semble légerement plus importante que les barres d’erreurs esti-
mées en chaque point sur la solution 2D RLS (d’amplitude comparable a celles obtenues
avec les données LOWL Figs. 4.3a, b, voir aussi Contribution 2) ou sur les solutions
de type OLA (voir Contribution 2, Fig. 1). Par exemple a 1’équateur et proche de la
surface ces erreurs sont typiquement de l'ordre de £1nHz alors la dispersion des ré-
sultats issus de différentes méthodes est plutot de 'ordre de 5nHz. Cette différence
s’accentue dans les zones ou la solution est mal contrainte par les données. En fait la
dispersion des résultats de différentes méthodes, si elle donne une idée de 'incertitude
sur le résultat, n’est pas directement comparable aux barres d’erreurs données sur une
solution. Elle est plus directement comparable a la dispersion des résultats en fonction
de la régularisation: les différentes solutions tracées pour le méme rayon et la méme la-
titude ne correspondent pas strictement a la méme moyenne de la rotation. Autrement
dit les noyaux de résolution en un méme point ne sont pas strictement identiques pour
deux méthodes différentes.

Les barres d’erreurs estimées sont basées sur des hypotheses statistiques concernant
les données. Dans la méthode RLS, 1 'introduction du y? permet de prendre en compte
d’éventuels biais dans ’estimation des erreurs d’observation mais I'incertitude que 'on
a sur la connaissance a priori introduite par le terme de régularisation n’est pas prise
en compte. La difficulté d’obtenir des barres d’erreurs réalistes sur une solution RLS
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est donc directement reliée au fait que, comme je 'ai discuté au §4.1.4, le terme de
régularisation, introduit dans un cadre déterministe, n’a pas réellement d’interprétation
statistique simple. C’est pourquoi seule I’étude des noyaux de résolution combinée a
une comparaison des différentes méthodes d’inversion comme celle présentée sur la
figure 4.4 ou encore une étude systématique de 'influence du choix des parametres
de régularisation comme celle menée pour I’étude de la tachocline (voir §5 et Article 3)
peuvent permettre une estimation réaliste de l'incertitude sur un résultat d’inversion.

Enfin, la figure 4.5, représente sur une coupe du soleil les courbes d’iso-rotation
déduite des données MDI. Il est a noter que la solution, représentée sur une coupe
entiere du soleil, est symétrique par rapport a I’équateur. Ceci n’exclut pas 'existence
d’éventuelles dissymétries puisque seule la composante de la rotation symétrique par
rapport a 1’équateur est déduite de 'inversion. Les noyaux de résolution obtenus, a
Iissue de cette inversion, entre 0.55Rg et 0.95R; a ’équateur, 30 et 15 degrés du
pole sont présentés figure 4.6. Les valeurs des résolutions radiales et latitudinales
correspondantes sont résumées dans le tableau 4.2.

ro \ 0o | 90° | 30° | 15°
0.102 [ 0.159 | 0.155
16.1° | 28.4° | 32.4°
0.091 | 0.117 [ 0.141
8.2° | 17.2° | 20.7°
0.030 | 0.058 | 0.067
4.9° | 7.3° | 9.7°
0.035 | 0.044 | 0.070
4.9° | 6.2° | 6.3°

0.55R,

0.70R,

0.9R,

0.95R,

TAB. 4.2 — Résolutions radiales et latitudinales (ATA/fQ) correspondant a la largeur a
mi hauteur des noyaux de résolution €valués en (ro,6y) pour Uinversion des données

MDI (Fig. 4.5).

Les zones laissées en blanc correspondent aux endroits ou ’on estime que la solution
trouvée n’est pas fiable. Le critere utilisé est la localisation des noyaux de résolution:
dans ces zones la distance A entre la position du maximum du noyau de résolution et le
point (7o, ) ou celui-ci est calculé, est telle que A > 0.1 R . La figure 4.6 montre par
exemple que le point (ro = 0.55Rs, 0y = 15°) correspond & une valeur A = 0.129R; et
donc la solution trouvée en ce point n’est pas considérée comme fiable sur la figure 4.5.

La résolution en latitude atteinte est naturellement reliée au nombre de coefficients
a utilisés pour décrire les splittings puisque les coefficients d’indices supérieurs a 1 sont
utilisés pour décrire ’écart a la linéarité des lignes du diagramme m — v et que c’est cet
écart a la linéarité qui contient I'information sur la dépendance en latitude de la rota-
tion. Ainsi les données LOWL avec uniquement trois coefficients a ne permettent pas
d’obtenir un résolution en latitude inférieure a Ay = 30° (voir Fig. 4.3b). L’inversion
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des splittings reconstruits a partir de ces (3) coefficients a, en supposant les coefficients
d’indices supérieurs a trois nuls, a permis de donner une estimation de la résolution
en latitude que I'on pouvait espérer atteindre grace a une meilleure résolution dans le
spectre permettant de déterminer les splittings individuels et non plus seulement trois
coefficients de leur projection sur des polynémes (voir Article 1). A ’équateur on esti-
mait ainsi pouvoir atteindre des résolutions en latitude entre Ay = 4.5° et Ay = 13.8°
pour des rayons entre 0.9 et 0.55R;. De telles résolutions ont effectivement été at-
teintes par la suite grace au grand nombre (18) de coefficients a (d’indices impairs) qui
a pu étre déterminé a partir des observations MDI (la figure 4.6 donne des résolutions
de 4.9° &4 16.1° a I’équateur pour des rayons entre 0.9 R et 0.55Rg). Les 5 coefficients a
des données GONG ont également amélioré, dans une moindre mesure, la résolution en
latitude par rapport aux données LOWL, mais des déterminations de splittings indi-
viduels sont maintenant réalisées a partir des spectres GONG qui devraient permettre
d’atteindre des résolutions similaires a celles obtenues avec les données MDI.

4.3.2 Une vision globale de plus en plus précise de la rotation

Globalement, 1’ensemble des résultats obtenus confirme la vision générale de la
rotation obtenue des que la précision atteinte sur les mesures des splittings a permis
I’application d’inversions 1.5D pour sonder les variations de la rotation en rayon et en
latitude (Christensen-Dalsgaard & Schou 1988, Dziembowski et al. 1989). La rotation
différentielle observée en surface se maintient dans toute la zone convective (r > 0.7Rz).
[’équateur fait un tour tous les 25 jours environ (£2/27 ~ 460 nHz) alors que les zones
polaires mettent environ 35 jours (£2/27m =~ 330 nHz) pour effectuer une révolution
complete. A la base de la zone convective la rotation devient quasiment indépendante
de la latitude et du rayon au moins dans la partie externe de la zone radiative (r >
0.4Rs), la zone de transition entre les deux régimes de rotation, différentielle et rigide,
constituant la tachocline solaire. Cette vision est cependant assez grossiere et laisse en
fait beaucoup de zones d’ombre. L’objectif des nouvelles observations de splittings est
d’essayer de préciser notamment les points suivants:

— la rotation des couches situées juste sous la surface (r > 0.95Rs),

la rotation des zones proche des poles,

— le degré d’indépendance de la rotation en fonction de la latitude et du rayon dans
la zone radiative,

la structure précise (localisation, largeur, dépendance en latitude) de la tacho-
cline,

— la rotation du cceur.

Les principaux résultats obtenus concernant les trois premiers points sont déve-
loppés dans ce chapitre et les deux derniers points feront l'objet des chapitres 5 et 6
respectivement.
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Fi1G. 4.3 — Inversion 2D RLS des données LOWL (voir Tab. 4.1). (a, en haut) La
solution est présentée a 10 latitudes différentes entre l'équateur et le pole (traits pleins)
avec les erreurs a Lo (traits pointillés), les erreurs d’observations €tant supposées gaus-
siennes et non corrélées. (b, en bas) Les noyaux de résolution 2D k(rg,00,7,0) sont
calculés pour 4 rayons ro et 3 colatitudes 8y différents. A, et Ay sont les largeurs to-
tales en rayon et en latitude 4 mi hauteur du noyau de résolution (FWHM). o donne
Uerreur reportée sur le résultat (a) en chaque (ro,00). v et § indiquent la position du
maximum du noyau de résolution et A indique la distance de ce maximum au point

(ro,6o).
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Fic. 4.4 - (a, en haut) Comparaison des profils de rotation obtenus pour trois latitudes
(Equateur, 30° et 60°) par différentes méthodes d’inversion. Chaque méthode a €té mise
en oeuvre par un groupe différent au sein de la collaboration GONG. Les données
utilisées correspondent aur données GONG du tableau 4.1, le domaine de fréquences
retenu par chaque groupe étant indiqué sur la figure. Les résultats de ['inversion RLS 2D
(groupe ‘Nice’) ont été€ obtenus avec le choix des paramétres de régularisation désignés
par le point 1 sur la figure 4.2 des ‘courbes L’ (Résultats compilés par A. Eff-Darwich,
communication privée). (b, en bas) Détails de la solution 2D RLS (groupe ‘Nice’) pour
dix latitudes entre Uéquateur et le pole. L’examen des noyauxr de résolution indique
que la solution n’est pas fiable pour des rayons inférieurs a 0.4Rz et des latitudes
supérieures a 60°.
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ROTATION INTERNE DU SOLEIL

Equateur

(jours)

Fic. 4.5 — Le résultat présenté ici sous forme de courbes iso-rotation sur une coupe
en profondeur de la sphére solaire, a é€té obtenu par inversion 2D RLS des données
acquises durant les 144 premiers jours d’observation de linstrument MDI a bord du
satellite SoHO (voir Tab. 4.1. Les résultats sur Uestimation de la rotation du coeur
et des zones polaires demeurent incertains et ne sont représentés sur ce graphique que
par des iso-contours (sans couleur) qui peuvent étre considérés en grande partie comme
des extrapolations des résultats obtenus dans les autres zones.
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F1G. 4.6 — Noyaux de résolution correspondant a Uinversion présentée Fig. 4.5. (Voir
légende Fig. 4.3b)
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La rotation des couches superficielles

Les données LOWL ne comprenant pas de modes [ > 100, seuls quelques modes
(~ 30) de basses fréquences ont leurs points tournants au dessus de 0.95 R . Néanmoins,
les modes observés ont de 'amplitude pres de la surface et une étude systématique (voir
Article 1) de I'influence sur la solution de la contrainte de surface introduite dans le code
d’inversion 2D RLS m’a permis de mettre en évidence que les données LOWL
sont compatibles avec les observations directes du plasma photosphérique
obtenues par analyse Doppler des raies spectrales (Snodgrass & Ulrich 1990,
Snodgrass 1992). Des conclusions similaires ont ensuite été obtenues par Kosovitchev
& Schou (1997) en analysant les modes fondamentaux (‘modes {7, c.a.d. d’ordre radial
n = 0) qui n’ont de "'amplitude que dans une zone juste sous la surface et qui ont pu
étre observés par 'instrument MDI pour les degrés compris entre [ = 120 et [ = 250.

De fait, le profil de rotation obtenu pour r > 0.95R; par inversion des données
LOWL avec une contrainte de surface (Fig. 4.3a) est tres proche du résultat obtenu
sans contraintes de surface avec les données MDI (Fig. 4.5). Finalement I’ensemble
des données et des analyses (Figs. 4.3a, 4.4, 4.5, voir aussi Article 1 et Schou et
al. 1998) converge vers le résultat suivant: proche de ’équateur, il existe, juste
sous la surface, un gradient de la rotation angulaire. Celle-ci augmente de
10 a 15nHz pour atteindre un maximum d’environ 465 a 470nHz autour de
0.095R; a ’équateur . [’ensemble des données utilisées indique que ce gradient de
vitesse sous la surface et le maximum autour de 0.95R; persistent au moins jusqu’a
des latitudes de 30°. Au dela, jusqu’a 60°, ce gradient semble se maintenir mais la
résolution atteinte ne permet plus réellement de conclure et de nouvelles observations
seront nécessaires pour confirmer les résultats obtenus.

Ce maximum de vitesse de rotation en 0.95R; correspond a la vitesse déduite
de I'observation des petites structures magnétiques en surface (Komm et al. 1993, cf.
Fig. 2). Ceci semble donc suggérer que ces structures peuvent étre ancrées aux environs

de 0.95Rg (voir Article 1).

La rotation proche des poles

La détermination de la rotation des poles (0° de colatitude) est impossible par
I’héliosismologie car seuls les modes m = 0 ont de "amplitude aux podles et ces modes
ne donnent pas de splittings. De plus les modes ayant des points tournants proches
des poles ont un faible rapport m/L et sont plus difficiles & mesurer que les modes
sectoraux.

De fait, I’examen des noyaux de résolution montre qu’il n’est pas possible d’obtenir
des noyaux bien localisés au dessus de 80° de latitude. Les résultats obtenus avec les
données LOWL et GONG pour des latitudes supérieures a 60° restent tres incertains et
peuvent essentiellement étre considérés pour I'inversion RLS comme des extrapolations
des résultats obtenus a de plus basses latitudes.

Néanmoins, pres de la surface, les données MDI ont permis d’atteindre des résolu-
tions suffisantes (voir le tableau 4.2 et la figure 4.6) pour confirmer la justesse de ces
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extrapolations dans la zone convective. D’une maniere générale la rotation de surface
reste compatible avec les observations du plasma photosphérique (voir Eq. 6 Article
1) pour les hautes latitudes et la rotation différentielle se maintient dans toute la zone
convective.

L’inversion RLS des données MDI figure 4.5 montre cependant une zone étroite
pres du pole (a environ 15° de colatitude) qui présente un maximum local de rotation
autour de 0.95R;. L’existence de ces structures ( ou ‘jets’) est importante a mettre en
évidence si elles existent car elles sont prédites par certaines simulations numériques
de la convection et sont observées pour les planetes géantes Jupiter et Saturne qui
sont également des objets en rotation avec d’importants mouvements de convection

(Toomre & Brummel 1995).

La zone ou a été trouvé ce ‘jet’ est a la frontiere de la zone pour laquelle on pense
que nos résultats peuvent étre considérés comme fiables mais la résolution atteinte a
15° de colatitude pour une profondeur de 0.95R; (voir Tab. 4.2) tend a montrer que
cette structure est réelle. Néanmoins un deuxieme ensemble de données a été réalisé
par I’équipe MDI qui est basé sur les mémes observations mais avec des criteres plus
séveres pour le nombre de modes extraits et le nombre de coefficients a estimés pour
certains modes. Ces données comportent 1656 modes et 18498 coefficients a (d’indice
maximal 35 également) contre 2036 modes et 30648 coefficients a pour les données
MDI présentées dans le tableau 4.1. Ce deuxieme ensemble de données est basé sur
une estimation différente des coefficients a a partir des spectres et n’est donc pas un
strict sous ensemble des premieres données mais il peut étre vu comme une version
‘allégée’ ne comprenant que les parametres les plus fiables qui peuvent étre extraits
des observations. La comparaison (Figs. 4.7a, b) des résultats obtenus a partir des
deux ensembles de données montre que le ‘jet’ n’apparait plus a 'issue de I'inversion
des données ‘allégées’. Partout ailleurs les solutions sont tres semblables et de plus
aucune différence notable n’est apparue pour les noyaux de résolution. Les indicateurs
de résolutions et d’incertitudes ne permettent pas de trancher en faveur de 'une ou
I’autre des solutions.

Cette structure de ‘jet’, suspectée pour la premiere fois avec les données MDI, reste
donc probablement trop proche de la limite de résolution pour que I’on puisse conclure.
De plus elle ne semble pas étre mise en évidence par les inversions de type OLA (Schou
et al. 1998, Howe et al. 1998). Ce résultat doit donc étre pris avec précaution et ces
études devront étre poursuivies dans le futur avec de nouvelles données permettant
une meilleure résolution. Enfin, je note que si ce jet est réel, nous n’avons aucune
indication pour savoir s’ il se trouve de maniere symétrique proche des deux poéles ou
uniquement dans un hémisphere. De plus il est probable, les simulations numériques de
la dynamique de la zone convective montrent des phénomenes similaires, que ce genre
de structure a relativement petite échelle spatiale évolue au cours du cycle solaire.
Il sera donc également intéressant de chercher a résoudre ces ‘jets’ avec des données
couvrant des périodes d’observations différentes.
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Fic. 4.7 — Contours d’iso-rotation avec une équidistance de SnHz, sur une coupe d’un
quart du Soleil. a) (en haut) Résultat identique a celui de la figure 4.5. Les données
sont celles de Uinstrument MDI mentionnées Tab. 4.1 comprenant 2036 modes et
300648 coefficients a. b) (en bas) Résultat obtenu a partir d’une version ‘allégée’
(voir texte) des données (1656 modes et 18498 coefficients a) basées sur les mémes
observations. La structure de ‘jet’ présente a environ 15° du pole pour r = 0.95R;
dans la solution a) n’est pas retrouvée en b).
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La rotation rigide de la zone radiative

Dans quelle mesure la rotation de la zone radiative est elle rigide? I.’ensemble des
données et des inversions indique que la rotation est effectivement indépendante de la
latitude et du rayon entre la base de la zone convective et 0.4R; pour des latitudes
inférieures a 40°. La rotation dans cette zone peut étre estimée a 430 + 5SnHz. Pour
des latitudes supérieures les résultats restent compatibles avec une rotation quasi ri-
gide mais divergent légerement en fonction des données et des méthodes utilisées. En
0.4Rs les données LOWL indiquent une augmentation de la rotation avec la latitude
(Fig. 4.3a) alors que les données GONG indiquent plutét une rotation plus faible
(Figs. 4.4a, b). Ces données étant en grande partie contemporaines (voir Tab. 4.1)
il est peu probable que cette différence puisse venir d'une évolution temporelle de la
rotation dans cette zone. Les données MDI montrent une rotation plus rapide autour
de 0.6 Rz pour des latitudes supérieures a 70°. Néanmoins, ces variations en fonction
de la latitude dans la zone radiative restent marginalement significatives si ’on prend
en compte les erreurs (o =~ 5nHz) et la résolution atteinte pour les hautes latitudes
dans la zone radiative. D’un autre c6té le manque de résolution en latitude devrait au
contraire avoir tendance a produire des solutions similaires pour toutes les latitudes. On
ne peut donc pas exclure que de telles variations puissent exister et I’aspect rigide de
la rotation (a +5nHz) de la zone radiative jusqu’a 0.4R n’est pour l'instant
bien établi que dans zones proches de I’équateur jusqu’a mi-latitude.

4.3.3 Liens avec les développements théoriques

Les courbes d’iso-rotation sont donc essentiellement radiales dans toute la zone
convective. Ceci va a l’encontre de certaines simulations numériques de la convection
dans des couches en rotation (Gilman et Miller 1986; Glatzmaier 1987) qui prédisaient
une rotation constante sur des axes paralleles a 'axe de rotation. Depuis la mise en
évidence de ce désaccord de nombreuses études théoriques de la rotation différentielle
(voir par exemple Kiiker et al. 1993, Hiremath & Gokhale 1995) et de la rotation
associée aux mouvements de convection turbulente (Brummell et al. 1998) ont été
menées qui peuvent conduire a un meilleur accord avec les observations héliosismiques.
Cependant les hypotheses sous jacentes a ces modeles et simulations numériques restent
difficiles a vérifier ou assez €éloignées des conditions réelles rencontrées dans le Soleil.
La compréhension de la rotation différentielle de la zone convective solaire reste donc
une question tres largement ouverte et d’actualité.

Dans la zone radiative, entre la base de la zone convective et jusqu’a une profon-
deur de 0.2R;, la rotation est quasiment rigide, indépendante de la latitude avec une
valeur correspondant a la rotation de surface a mi-latitude soit /27 ~ 430 nHz. La
encore plusieurs théories sont toujours en compétition pour expliquer a la fois I'indé-
pendance de la rotation en fonction de la latitude et la valeur de 430nHz trouvées par
I’héliosismologie.
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L’hypothese la plus souvent évoquée pour expliquer la rotation solide de I'intérieur
radiatif est l'existence d’un champ magnétique mais si celui-ci s’étend dans la zone
convective, le couplage des deux régions devrait tendre a induire une rotation diffé-
rentielle en latitude également dans la zone radiative (cf. Charbonneau & MacGregor
1993). Un hypothese possible (Gough 1997) est alors que la circulation dans la zone
de transition (la tachocline) soit telle que le couplage ne se fasse que a des latitudes
moyennes ou il n’y a pas de gradient de rotation entre zone convective et zone radiative

(cf. Fig. 4.5).

Une autre approche développée simultanément par Zahn et al. (1997) et Kumar
& Quataert (1997) est de considérer le transport du moment angulaire par des ondes
de gravité générées a la base de la zone convective. Ce processus s’avere suffisamment
efficace pour réduire la rotation du Soleil au cours de son évolution jusqu’a la valeur
actuellement observée (ou plus exactement déduite par inversion des données hélio-
sismiques) et tend également a produire une rotation rigide de la zone radiative sans
invoquer 'existence d’un champ magnétique (Talon & Zahn 1998).
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SOLAR ROTATION FROM 2D INVERSION
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ABSTRACT

A 2-D regularized least square inversion code for
solar rotation has been constructed which approx-
imates the rotation rate by piecewise polynomials
projected on B-splines. It is applied to the rota-
tional splitting data of BBSO (Ref. 1). A discussion
of the influence of the number and order of the spline
basis on the results is given. Preliminary results of
inversion with LOI data (Ref. 2) are presented.

Keywords: inverse problem, solar rotation.

1. BASIC EQUATIONS

The rotational splitting Avy,, of a p-mode of de-
gree /, radial order n and frequency vy, ., can be
expressed as an integral over the rotation rate with
weighting kernels depending on the non dimensioned
radius and on the colatitude 6 according to:

11
Alpim = / / I{nl(7’)P,"‘(,LL)ZQ(7',u)drdp [1]
JoJ -
where p = cos(#), Q(r, ) is the unknown rotation
rate. The splitting Avy,p,,, is defined by

Unl,m — Un lm=0

m

Aynhn =

The kernels I(,,[(r) depend on the model and on the
radial eigen function of the mode n,! (Ref. 3).

Due to the symmetry of the weighting kernels rel-
atively to p, only the symmetric component of the
rotation rate relatively to the equatorial plane can be
obtained. We search for the unknown rotation rate
as a linear combination of piecewise functions y,(r)
and g (p?).

NE N

Qr,p) = Z Z Wpg Pp(r)hg(1?) (2]
p=1q¢=1
We introduce the following vectors and matrix:
W= (Wik=1.n

kE=(n,l.m) Wi = Avpim

Q= (QQ)Q:L.NQN,S} Q= (p,q) ﬁQ = “pg
R = (Rig) =1 N with J\Tiil = ZVf,ZACSZ and

Q=1..N%,

BRi,q =

2[ [ waatrrenrar] [ [ re eyl

Thus the inversion problem writes:

W = RQ [3]
The observations are not yet accurate enough to give
all the splittings Avy,i,, of a mode n,l. The observa-
tional splittings are given by the coefficients u:f’l of
their development on P;(m/L) functions, with their
errors (5(1:-“[. The inversions can be performed either
on the (L;I’l or on the splittings. Here we have derived
the splittings and their standard deviations 0,7, ac-

cording to the following expressions:
) L L m
AVnhn = E Zaj P] (f) [4]
J

with L =/l1(l+1)

L ? 5 n,l 2p m 2 5
Tnim = (m) Z( i ) ](L) [5]
J

In this study we assume that the errors on the split-
tings are independent. This may introduce some er-
rors on the solution since this assumption is not valid
for the multiplets of a given mode (I,n). A regular-
ization term 75, is also introduced to avoid the large
spurious variations of the solution induced by the
ill-conditioned inversion problem. We thus minimize

the quantity:

Ju(Q) = |PW — PRQ|* 4+ T, [6]

1 1 9 2 9 2
o0 Q2 o0 Q2
Ar r a.9 )\1, 1 a7 oo drd
L) [ () (3(u2)2>] i
—T . —
T =0 [MZ7+ 2, 2"
—T _ —

=0 ZO
with :

Z = (200,) g=1.~n9 Q=(pq) Qv = (paqr)

Qi=1..N%

1 1
Q. = >\7“ [/ Pp (,Opw {l"':| [/ (n’bq ’(/'.’?q1 (]II:|
0 0
Al .1 1 1"
+Au [/t) Yp Pp1 d7‘:| |:/0 Yy Yy, dﬂ]
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The estimation of the rotation rate at a point rg

and g is derived from the vector solution € of the
minimization of equation [6]:

Qro,pu0) = €70 [7]

- i / 2
= (§o)o=1.n%, o = op@)(10) Ve (1)
From the propagation of the errors we derive the
standard deviation on the rotation rate at that point
by the relation:

UZ(Q(TOaHO)) = ETBG ¢ 8]
N N©

=2 > e (Brea éa
QR=1Q;=1

where the covariance matrix Bg on the solution Qis

given by
Bs=(C)"'RTP’R(C)™* C=R'P’R+Z

More details on the derivation of the equations can

be found in Ref. 4. The inversion depends on the
numbers N£! and ZVfIZ of the piecewise polynomials

©(r) and 1 (p?), of the order of the spline functions
and of the distribution of the fitting points of these
polynomials. In what follows., the distribution of
these points along the radius has been chosen ac-
cording to the density of the turning points of the
considered p-modes set of data. The inversion de-
pends also on the values and forms of the regular-
izing term through the coefficients A,., A, and the
functions f,. and f,.

o
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Figure 1: Variation of the rotation rate 2 as a function of
the radius at three latitudes: polar, mid and equatorial
latitudes. Dotted lines represent €2 + o.

2. INVERSION OF BBSO DATA

2.1 Results for the solar rotation rate

‘We have applied our code to derive the internal solar
rotation rate from the 1986 Libbrecht data ! (Ref. 1),

!p-mode data acquired by Ken Libbrecht and Martin
Woodard, Big Bear Solar Observatory, Caltech

hereafter referenced as BBSO, for modes =5 to 60.
We use the a; coefficients and their errors to recon-
struct the splittings and their errors according to
equation [4] and [5]. The resulting solar rotation
rate is shown in Figure 1 as a function of the ra-
dius for three latitudes: 0, 45, 90 degree. It has
been obtained using N = 20 and ‘fo = 10 piece-
wise polynomials projected on cubic splines basis and
with regularizing parameters: A, = 107% X\, = 10~°
fr= f/l, =1

Dotted curves represent the 1o errors on the solution
(2 £ o). The solution is not valid for » > 0.85 due
to the lack of modes with degrees I > 60. It has
no significance too for radius lower than 0.4. Our
results are in agreement with previously published
results (Ref. 5,6,7,8). The rotation rate has a surface
like latitudinal dependence in the whole convection
zone and depends only on the radius in the internal
radiative zone with a rapid variation at the basis of
the convection zone.

Figure 2: The contour plots of the averaging kernels
K(rg, po,r,pt) are given for three values of the lati-
tude po = 0.01,0.707,0.99 and four values of the radius
ro = 0.55,0.65,0.75, 0.85. Dotted lines correspond to zero
values contour plots and dashed lines to negative values
contour plots.

2.2 Averaging kernels

The estimation of the rotation at a point rq, po given
by [7] can be expressed as a linear combination of the
data Wi, = Avpum:

N

Q(rm fo) = Z cr(ro, po) Wi
k=1

1 1
:/ dr/ Ak (ro, po, my )7, 1)
0 —1

. e N -
with K (ro, o, 7 i) = D> ey Ck(ro, pto) Ku(r, ).
The estimated rotation rate at the point rg and gy
appears to be the average of the real rotation rate
weighted by an averaging kernel K (rg, pto.7, 1t). The
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Figure 3: Two dimensional averaging kernel at mid-
latitude for ro= 0.55. It is well peaked close to the loca-
tion ro, po (po =0.707). We see some contribution from
the solar surface due to the lack of modes of large degrees.

solution will be well spatially resolved if the averag-
ing kernels are close to a § distribution in radius and
o around the target radius ro and target pog.

Contour plots of averaging kernels for different tar-
get radius ro and po are given in Figure 2 and a
three dimensional plot of an averaging kernel (ro =
0.55, g = 0.707) is shown in Figure 3. It is seen that
the kernels are peaked around the target values but
with some contributions at the surface.

The spatial resolution at a point (rg, po) can be esti-
mated from the characteristics of the averaging ker-
nels. It depends principally on the set of modes we
consider and on the regularizing parameters which
are used to smooth the solution. It increases with
lower regularizing term, at the expense of larger er-
rors on the solution. Different ways of estimating the
spatial resolution can be used (Ref. 9).

Here we characterize the averaging kernels by the
contour plot curve C corresponding to half of the
height of the maximum value (Fig. 4) and by differ-
ent quantities. A is the geometrical distance between
position (r, @) of the maximum value of the averaging
kernel and the target point (rg,fy). The radial and
latitudinal half width of the curve C, Ar and rA#,
are used to define the spatial resolution of the inver-
sion. These quantities are multiplied by the standard
deviation o (rg, pto) given by equation [8] which rep-
resents the error on the rotation rate Q(rg, tto) given
by propagation of the errors. We thus take into ac-
count the opposite variation of errors on the solution
and its spatial resolution in order to give an esti-
mate the quality of the result of the inversion. All
these quantities are given in Figure 4 for r» = 0.55.
It is seen that, as already discussed (see for example
Ref. 9), the quality of the inversion is much better

A=0.018
r=0.56
6=88°

Ar=0.060

rA6=0.09

oAr=0.42 m

arA0=0.64 N
A=0.015
r=0.57
6=45°

Ar=0.060

rA6=0.054

oAr=0.67

orA§=0.60
A=0.04
r=0.58
6=5.9°

Ar=0.072

rA6=0.084

oAr=2.2

orA6=2.6

Figure 4: Contour plot curve C of the averaging kernels
for the target radius ro=0.55 (indicated by a * point)
and three latitudes (equator, mid-latitude and pole) cor-
responding to half height of the maximum value.
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for equator and mid-latitude rotation rate than at
the pole.

The variation of ocAr and orA# relatively to the
number of piecewise polynomials is plotted in Fig-
ure 5. The results show that these quantities do not
vary very significantly and that 20 piecewise polyno-
mials are enough to describe the rotation rate. We
have also found that these quantities are not much
sensitive to the order of the B-splines that we used.

3. PRELIMINARY RESULTS ON INVERSIONS
WITH LOI DATA.

We have considered the LOI splittings given for the
degrees [ = 2,3,4,5 by Appourchaux et al. (Ref. 2)
and added them to the BBSO data for 5 < I < 60.
The inversion has been made for two values of the
regularizing parameters A, = 107° A, = 5.107" (so-
lution 1) and A, =10"% X, =5.107% (solution 2)
and with f,. =1 f, =r~* (Ref. 9). The results are
given for the three latitudes gy = 0.01,0.707,0.99
for the BBSO data only on the left and for the
BBSO+LOI data on the right side in Figure 6. We
see that in the two cases the modification of the reg-
ularizing constants induces a larger difference in the
solution behavior for radius smaller than 0.4, con-
trarily to what happens for r > 0.4.

The contour plots given in Figure 2 for the averaging
kernels appear to be the same for the two sets of data.
Adding the LOI data does not improve significantly
the spatial resolution in our computations. The re-
sults obtained with the two values of the regularizing
parameters show as expected, that the spatial resolu-
tion estimated by the quantities Ar and A8 is better
for lower values of A, and A, but the errors on the
solution (Fig. 6) are larger. The positions of the
maximum of the averaging kernels are also closer to
the respective points rg, p in that case. However it
appears that the product of the error ¢ by the latitu-
dinal and radial resolution o Ar and orA# are lower
for the larger values of the regularizing constants.
As an example, all these quantities are reported in
Table T for a radius rog= 0.35 and for the three lati-
tudes: equator (E), mid-latitude (M), pole (P). From
these results, we are lead to favour solution 1 (Fig.
6 upper right panel) which gives an estimated solar
rotation rate almost independent of the latitude for
radius 0.2 < r < 0.6.

4. CONCLUSION

We have developed a 2D least square inversion code
for the solar rotation rate, using piecewise polyno-
mials projected on B-spline functions and we have
derived some quantities to test the quality of the so-
lution. The study of the sensitivity of the results rel-
atively to the inversion parameters gives an optimal
number of piecewise polynomials to be considered

- T
oAr
,,,,,,, orag
_ __ _ ax100
N |
- = — = = — — +
e
0
Nr
S | f f f
o
,,,,,,, orae
_ _ _ aAx100
o |
- = = = = = — +
a
Nr
0
Nr
o L L v v
10 15 20 25 30 3%

Figure 5: Sensitivity of the radial and latitudinal spa-
tial resolution multiplied by the error on the solu-
tion oAr and orA8 relatively to the number of piece-
wise polynomials N, They are given for three values
N$ =10,20,30 at the same location (ro = 0.55) and
(1o = 0.01,0.707,0.99) than Figure 4 The position of the
maximum value of the averaging kernel, characterized by
A, is not modified within the grid of » and g we use to
compute these kernels.

Table 1:

Ay A Ar rAG  ocAr orAf
E 10*? 0.13 0.08 0.11 0.72 0.97
10-% 0.10 0.076 0.10 1.07 1.4

M 107 0.1 0.09 0.14 1.08 1.73
1079 0.06 0.08 0.13 1.62 241

P 107 021 0.1 0.22 2. 4.4
107% 0.15 0.09 0.17 3.3 5.8
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Figure 6: Comparison of the rotation rates obtained with BBSO data and BBSO+4LOI data for two values of the

regularizing constants A, and A,.

and shows that the results are not much sensitive to
the order of the splines which are used.

‘We have applied this code to BBSO and LOI data.
Our preliminary computations show that the data
BBSO+LOI and their uncertainties do not strongly
constrain the solution for r < 0.4. However, the test
quantities of Table I show that the LOI observations,
in agreement with Tomczyk et al (Ref. 10), seems to
indicate that the rotation rate remains lower than
the surface equatorial rate down to 0.3 Rg.
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Abstract. Observations of surface oscillations of the Sun can
be analyzed to probe the solar interior. We use data obtained
by the LOWL instrument (LOWL is an abbreviation for low
degree with degree denoted by L) installed on Mauna Loa,
Hawaii, since 1994 to investigate solar internal rotation. A 2 Di-
mensional Regularized Least-Squares (2D RLS) inverse method
based on an expansion of the solution on B-splines of arbitrary
order is presented and applied to a 2 year dataset. This method
insures the regularity of the solution in the center and intro-
duces surface constraints. The choice of trade-off parameters in
the regularization term is discussed using an L-curves analysis
and we discuss the influence of the choice of the order of deriva-
tives in the regularization terms for the description of the deep
interior. We study the latitudinal resolution of the inversion of
a-coefficients compared to that of the inversion of individual
splittings built from these coefficients.

Compared to the previous inversion of the first three months
of LOWL data made by Tomczyk et al. (1995b), our solution
is extended up to the surface by adding high degree modes and
constraining the rotation to fit the spectrographic observations
(Snodgrass 1984). In the radiative zone we obtain more rigid
rotation and our solution is compatible with a rotation of the
solar core of the order or smaller than the surface rotation at
mid latitude.

Key words: Sun: interior — Sun: oscillations — Sun: rotation —
methods: numerical

1. Introduction

One of the main interests of helioseismology is the description
of the Sun’s internal rotation rate versus depth and latitude. Over
the past decade, increasingly accurate observational data have

Send offprint requests to: T. Corbard

become available from ground based observations (e.g. Chap-
lin et al. 1996; Harvey et al. 1996; Lazrek et al. 1996; Woodard
& Libbrecht 1993; Appourchaux et al. 1994; Tomczyk et al.
1995a). These and other datasets have allowed several teams
to infer the solar internal rotation profile using 1D (Duvall et
al. 1984), 1.5D (Christensen-Dalsgaard & Schou 1988; Dziem-
bowski et al. 1989) and 2D (Sekii 1990, Schou 1991) inversion
codes (see Schou et al. (1994) for a more complete list of his-
torical references). All these inversions tend to show a rotation
profile which is approximately constant on radii throughout the
convection zone, with a sharp transition to a latitudinal inde-
pendent rotation rate below the base of the convection zone.

One of the objectives of the Global Oscillations at Low Fre-
quency (GOLF, Gabriel et al. 1995), Michelson Doppler Imager
(MDI, Scherrer et al. 1995) and Variability of solar [Radiance
and Gravity Oscillations (VIRGO, Frohlich et al. 1995) experi-
ments aboard the SOlar and Heliospheric Observatory (SOHO)
satellite is to obtain a more accurate set of measurements of
low- and high-degree acoustic modes in order to specify what
happens in the deep interior (r/Rs < 0.4), near the surface
(r/Rg > 0.85) and in the transition zone below the convection
zone. Nevertheless, ground-based experiments have been oper-
ating for many years and can provide spectra obtained over much
longer time periods than are currently available to the SOHO
experiments. In particular, in this paper we use data from the
LOWL experiment covering a two year period of observation
on which we apply a 2D RLS inversion code using an approxi-
mation of the rotation rate by piecewise polynomials projected
on a B-splines tensorial product.

We briefly present the well known forward problem in
Sect. 2 and discuss the relevant hypothesis and the boundary
conditions for the rotation rate. In Sect. 3 we recall basic prin-
ciples for the 2D RLS method. We present the LOWL data and
discuss the choice of inversion parameters for this particular
dataset in Sect. 4. The results of inverting the observed fre-
quency splittings are presented in Sect. 5, and our conclusions
are presented in Sect. 6. In addition, Appendices A and B give
some details about splines basis and the minimization process
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and Appendix C recalls the concept of averaging kernels fomndere P (1) are normalized Legendre polynomialgy) is

linear inversion. the density and.? = (1 + 1).
In first approximation, we can neglect terms with first and
2. Forward problem and hypothesis second derivatives of the rotation rate (by partial intégra
) . with respect to the colatitude of Eq.(2)) assuming that cae h
2.1. Basic equations smooth variation in latitude and the so-called rotatioreahiel

The Sun is oscillating simultaneously in many thousands Gduces to (Cuypers 1980):
global acoustic modes. The observation of these modes at the

solar surface and the knowledge of their sub-surface ptieger K, ,,, (ryp) =
are the basis by which helioseismology can sound the imterio

of the Sun. The radial parti,,; () of the rotational kernel is the same

Each mode can be described by three integers: the d&greg; i, the 1D inversion problem where the rotation is supposed
the anmythal ordem_ and the radl_al orden. In a_sphencally to be latitudinal independent i.€(r, 1) = Q(r) (e.g. Gough
symmetric non-rotating star the eigenfrequencies of thé@s0 19g1). The kernel Eq. (3) is symmetric about the equator and
are independent of.. The rotation of the Sun induces a preghe factor of two is introduced by the assumption that the ro-
ferred axis of symmetry and the frequency difference betwegyion rate has a similar symmetry property Kz, —p) =
Westvyard and_eastward propagating waves on the solar eurf&e}?r’ 11). The functionst,,;(r), n.(r) are determined by solv-
contains the signature of the global rotation of the Sun. 4 the differential equations describing the motion of i-se

The rotation period for the Sun (about 1 month) is very longayitating fluid body in a standard solar model (Unno et al.
compared to the periods of the observed p-modes (about 5 Miggo).

utes), thus we can use a linear perturbation theory to gredic \ye note that the approximation Eq. (5) of the rotational ker-
the effect of rotation on thg p-modes. According to this thcle]-_e| includes a term 1, (r)? which does not appear in Sekii's
ory and under the assumption that the effect of the magnefig,roximation (Sekii 1993) and which becomes of significant
field is negl|g|ble, _the difference between the frequengy, importance compared to th@ + 1),,;(r)? term only for the
of a mode with azimuthal orden and the frequency,.; that |5y ;. For higher degree modes, this kernel reduces to Sekii's
this mode would have in a non-rotating (but otherwise idegy ) oximation and the terms of Eq. (3) that are neglected hav
tlcal). star is given in terms of the elgenfynct|ons of the N¥ben shown by Pijpers and Thompson (1996) to be small com-
rotating star (.g. Hansen et al. 1977; Christensen-Dalég@  hareq toi,,;,,, except near the inner turning point of the modes.
Berthomieu 1991). ) ) _ Therefore their contribution to the integral Eq. (2) is nggl
If we denote by, ands,,; the radial and horizontal dis-pje for the observed modes. Nevertheless, while this approx
placement of the fluid from its equilibrium position, the diSmtion of the rotational kernel simplifies the problem and de
placement has the form: creases the number of calculations, our work takes intaatco
. Y™ (6, ¢) the full kernel and this should have a significant effect espe
&(r,0,0,1) = <€nl(1°)Yl (0,8), (1) — 57— cially if f- or even g-modes become available. We note how-
Mt (1) Y, (60, 8) ) S2iTVaimt ever that, for the present data, using the full or the appnasé

2Kt () Gt () (1)
Inl ’

©)

.- T —— (1) kernel leads to the same solution in the zones that are sdunde
sin(0) 99 by the observed modes.

where(r, 8, ¢) are the spherical polar coordinates defined from The object of all the 2D inversion codes is to infer the ro-

the solar rotation axi8 = 0 andY,;™ (6, ¢)’s are spherical har- tation rate versus depth and latitudér, 1) from the observed

monics. The so-called frequency Splittidg, i = Vnim —var  SPlittingsAwv,,,, by inverting the integral relation Eq.(2).

can be written as a weighted average of the unknown rotation

ratec2: 2.2. Boundary conditions
Ry rl
Avpim = m/ / Koim (v, p)Q(r, p)drdp (2) 2.2.1. Atthe surface
0 0

Some direct observations of the rotation at the solar serfac
are available and one may want to force the inferred rotation
match the observed surface rotation. The sidereal rottfioe:
(2K ()Gt (1) + 1t (7)* Xt (1)) p ()1 (3) duencies are obtained as a function of latitude at the sofar s

with £ = cos(f) and where the full kernel&’,,;,,, derived from
the first order perturbation theory are given by:

[\)rnlm (7", /L) =

Iy face by different techniques such as the Doppler shift ofgho
with: spheric spectral lines or b_y tracking sunspots, _small m&gne
B ) ) , features or supergranulation cells (see the review bydsehr”
K(r) = 5nlm7“) + (L7 = Dmr(r)? = 28 (r)mar (), (1985)). The values which are derived are within a few percen
Gmi () = B[ (1) 2 (4) but they lead to a different variation of the solar rotatierea
() =(1- Hz)#(Gml) + 2Gmu(p), function of latitude during the solar cycle. These diffaresn

(
= fRG [€ni(r)? + L2 (r)?] p(r)r?dr, could be explained by the different depths where indicaoes
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anchored but a complete interpretation of these obsensti@. The inversion method

is strongly related to a better theoretical understandinhe Th bl fi ting Ea. (2) is intrinsicall i
interaction between rotation, convection and magnetiddiel € problem ot inverting =q. (2) is intrinsically an |
) . osed problem because of its global (or integral) natug (e.
The rotation of surface layers has been determined spectfro-. o ;
. . . raig & Brown 1986). Furthermore this is strengthened in the
scopically from standard techniques used at Mount Wilson R

Llioseismic case because of the lack of modes able to soun
Snodgrass (1984). In this work we use the rotation reswdts fr

Doppler velocity measurements made at the Mount Wilson 1%9 deepest and shallowest layers of the Sun: only a small per
fth - h hei '
foot tower telescope between 1967 and 1984 and related ntage of the observed p-modes have their correspondiug ro

. . . tdhal kernels Eqg. (3) with significant amplitude below R,
Snodgrass & Ulrich (1.990)' _The_ S|d_ereal plasma rotatioe r%r with their lower turning point betweeh95 R, and the sur-
averaged over the entire period is given by:

face (see Fig. 1). Then the solution is not well constrairted a
these depths and the global nature of the problem impligs tha

, . |Ae= 4938+ 10nHz this leads to difficulties in the whole domain and that there i
Q= Ay + Byp”+ G ¢ By = —54.6+£08nHz  (6) g ynique solution for the problem.
Cp = =754+ 1.1nHz In order to discretize Eq. (2), we project the unknown rota-

. . tion rate on a tensorial product of B-splines (see Appendix A
All the magnetic tracers are believed to represent the rota-

n, Npu
tion of deeper layers. The observation of small magnetie f _
tures leads to a rotation rate slower than the rotation rfatteeo W) = Z Z wpapp(1)¥a ().
supergranular pattern but faster than the rotation raterwjsot )
groups or the plasma ( Komm & Howard 1993). Thus it gives Then, we apply a regularized least-squares method on val-
a mean value of the rotation rates estimated by the differaits of both observed splittings and observed surface oatati
indicators and we also use these data to study the sengitifder to find the set of coefficients,,. The aim of regulariza-

of the inversion to different surface constraints. The fitrg tion is to stabilize the inversion process by ruling out dpi
main sidereal rotational rate of small magnetic featuraswre OScillating solutions which are physically unacceptable.

use is given by Komm & Howard (1993) from the analysis of [N our inversion we adopt a Tikhonov regularization
magnetograms taken with the NSO Vacuum Telescope on Kiethod (Tikhonov & Arsenin 1977) by solving:

9)

p=1lg=1

peak between 1975 and 1991 min  (J() + (), (10)
Q
Ay = 463.6 4+ 0.7 nHz whereJ () is the least-squares term (see Appendix B for de-
Qm = Am + Bnp> + Crop* { By = —64.5+4.3nHz (7) tails) andZ'(Q) is of the form:
Cm = —67.2+4.8nHz T(Q) = ATy + AT, (11)

The surface rates (Egs. (6), (7)) are averaged over a IoMdh:

period and are not contemporaneous with the LOWL observa- 1 Ry a(r, 1)\
tions. Moreover they describe the rotation of layers tharmt 7 = / frry 1) (T) drdp, (12)
necessarily strictly the solar surface. This might intrcelspu- 01 OR , ,
rious effects in the inversion results if these observatioare _ ¢ > Q(r, p)

. ) = Julr, p) . drdpu. (13)
used as strong constraints. For this reason, we choosedo tak 0 ow

into account these data in a more flexible way by introducifgyis can be regarded as a measure of smoothness of the ro
a parameten; as explained in Appendix B and discussed ifytion Q(r, ). The functionsf, and f, are used to assign

Sect. 4.2.3. different weights to the smoothing terms for different posi
tionsr and p. It should be noticed, however, that well cho-
sen functions together with first derivatives £ j = 1)

can lead to the definition of flatness given by Sekii (1991):

At the limit » = 0 the rotation raté2 has no latitudinal depen- T(Q) = |VQ||*rdrdd. The choice of the so-called trade-
dence. Thus the functional space where we search the motati
rate must generate only functions which are in agreemeit
the physical condition:

2.2.2. At the center

?f parameters\, and A, depends on the data from which we

perform the inversion and is discussed in the next section.
Finally, let us define the? which characterizes how the

observed splittings are approached by the solutipn ;1):

- 0Q(r, p)
lim 2201 _ . ®) i ] )
r=0 0 AVpim — || Knim (7, ) Q(r, p)drdp
X2=Z( m = JJ (1”( )Sr, 1) @)
This condition insures the regularity of the solution at ¢ea- nim o

ter and is easy to insert in the inversion process as disgusseThis value corresponds to the first term in the sum that defines
Appendix A. J(£2) Eq. (B2).
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4. Data and inversion parameters used 4.2. The choice of inversion parameters
4.1. The data : LOWL observations 4.2.1. Splines basis

The LOWL instrument is a Doppler imager based on a Potaga-all inversions shown in this paper the set of all B-splines
sium Magneto-Optical Filter that has been operating on Maup, (x) with 1 < ¢ < n, = 10, forms a basis for the linear
Loa, Hawaii since 1994 (see Tomczyk et al. (1995a) for a depace of the set of the piecewise polynomials of otdeaving
tailed description). Both low- and intermediate-degreagudes their first derivatives continuousjf, 1] and with a distribution
can be observed with this instrument. of break points, i.e. a partition of [0, 1] (see Appendix A),
equidistant ing = cos(#). Doing this we obtain a finer dis-
cretization near the equator than near the pole, in agrdemen
with the fact that among all of the observed modes only a few
of them have significant amplitude near the pole. The chdice o
only a few basis functions:(, = 10) to describe the latitudi-
nal dependence of the rotation rate is related to the low mumb
of odd indexed a-coefficients (3 maximum) given by observers
to describe the azimuthal- en-dependence of each splitting
through Eq. (15).

2500 3000 3500

v (uHz)

2000

1500
T

1000

@,(r)

Fig. 1.1 — v diagram showing the modes included in the LOWL 2

year dataset. Solid lines indicate the values Ak that correspond to ol
modes with turning points;=0.4, 0.85, 0.9R, from the left to the
rlght O[) 0.‘2 U‘A 0.‘6 0.8 1

/Ro

The modes used in this paper are shown in Fig. 1. The %%gj. 2. Basis ofn, = 21 B-splines functions of order 3 with a dis-

timations of frequency splittings result from a two yeariper i, ion of break points calculated from the density ohfag points
of observation ( 2/26/94 - 2/25/96 ). The first year of observgsative to the set of modes plotted in Fig. 1

tion has been analyzed and inverted by Tomczyk et al. (1996)

and is referred as the one year dataset in the following. The

second year of observations has been analyzed separately anB-splines in radiusp,(r) with 1 < p < n, = 21 will

an unweighted average of the two resulting datasets has balse be piecewise polynomials of ordewith their first deriva-
performed to produce the data that we use in this work. Thé#es continuous at each break point, but the partitidd oR ]

data contairi 102 modes(n, [) with degrees up té = 99 and is chosen such that the number of basis functions used to de-
frequencies lower than = 3500 pHz. For each mode, indi- scribe an interval in radius is proportional to the number of
vidual splittings are given by, at best, five a-coefficierftheir modes having their turning points located in this inter¥ag(
expansion on orthogonal polynomié}§(m) defined by Schou 2). Compared with an equally spaced partition with the same

etal. (1994): number of points, this distribution allows a better resoluiin
N the layers which are well described by the data and acts as a
L Nb =20 1=1,2 regularization term in less well constrained zones.
Avim = a7 Qj(m) {NJ’. =5 >3 (19)
] P

ji=1
Estimations of standard deviations are given for each ofethe > The trade-off parameteks and.,
a-coefficients. To first order, the solar rotation contr@sutnly Currently, most inverters who use this kind of regularizatin
odd j a-coefficients to the expansion Eq. (15). Even indexértlioseismic inversions take= j = 2 in the regularization
a-coefficients arise from aspherical perturbations, deigal terms Egs. (12) and (13) (Schou et al. 1994). Here the code al-
distortion and magnetic fields. lows constraining with the first derivative of the rotationat-

We have inverted both odd indexed a-coefficients and thede (i.e.; = 1). Using a high weight in the core (with a func-
set of splittings reconstructed from these coefficiente &h tion f,(r, 1) « 1/r* for example), this constraint is in better
rors assigned to these splittings are discussed in Appdhdixagreement with the regularity condition at the center givgn
A x? value can be calculated from the inversion of the &q. (8). Both cases(= 1,2) have been performed and are dis-
coefficients by the first term in the sum Eq. (B7). cussed in the following with, = r/R? andf, = Réf‘lr—%.



Article 1: Solar internal rotation from LOWL data 97

a) = and the numbet, (n, — 1) + 1 (see Appendix A) of searched
o coefficientswy,).
A \=10
An interesting result is that, on Fig. 3a, all the points whic
4 1o are labeled by the samk. but different), have nearly the

same location except for values @f= i— < 10~*and, >
B

T, R o A0 i 10~*. We define the corner of a curve that joins points with the
° same ratiox (full curves on Fig. 3) as the nearest point of the
d o =10 curve to the intersection of the two limit regimes asympote
Fora = 10~* the y2 value begins to increase rapidly for the
o =107 largest values ol, (the star graph marker goes on the right).
X Fora < 10~* (not shown on the figure) the corners of the L-
oL ol - “ curves give larger values @f. and the corresponding values of
b) f parameters must be disregarded because they do not lea to th

best compromise between the regularization and the fit of the
data. Thus it appears that, near the corners of the L-cunee, t
x2 andT, values do not depend on the valueXgffor a large
domain of variation of the parameter (10~ < o < 10%):
they depend only on\,.. Consequently we minimize both the
T, andx? values by choosing, at the corner of the L-curve
e\, =106

The choice of\, is then given by the analysis of Fig. 3b.
On this figure, asv decreases the position of the L-curve be-
comes lower showing that for a given valuepf the,, value
‘ ‘ ‘ must be as large as possible (keeping in the previous iterva
2 ' for a) if one wants to reduce the value of the regularization
term in latitude.

According to these two figures, a choice near =

4‘
o® 1.5x10°
:

5x10*
:

Fig. 3a and b.L-curves obtained by inverting the a-coefficients froni0

-6 — -2 inimi 2
the dataset shown in Fig. & Regularization term in radiug’}) (with h Au = |10_ t_ends to ml\r;\'lrrrluze P?Oth thigu'vaI.ue a_nd
second derivative: (= 2)) andb regularization term in latitudef{,) the two regularization terms. en the regularization term

(with first derivative § = 1)) againstthe,2 value. Each graph marker atitudeT, is chosen with second derivative£ 2), the corre-
corresponds to one value df. Full curves join points with the same SPonding plots have similar behaviors but the domain of vari
ratioa = 2= (o = 10*,10,1,1072,10™* from the top to the bot- ation ofa, for which x* and ;. depend only on\,., is smaller
tom) and dotted curves have the same (1073 < o < 10%). In this case the optimal choice for trade-off
parameters becomes = 10~° A\, = 10~3. The inversion of
individual splittings, instead of a-coefficients, lead¢hte same
o results for the choice of trade-off parameters and the vesur
A generalization of the so-called L-curves currently useghalysis is not sensitive to the surface constraints paeahe
in one dimensional problems (Hansen 1992a, b) can be a guide, .
L-curves are a useful tool to study variations and mutual

for the choice of the trade-off parameteysand \,.. The aim dependencies of each term in Eq. (10) for different choices

IS to f'n(.j parameters that minimize .bOth tiié value obtained of trade-off parameters and functiofisand f,,. Nevertheless
for the fit of data and the two regularization terifjsand?,. In - . .
S S . . other criteria for the optimal choice of trade-off paramgiare
the limit of strong regularization (large. andA,) which aims . . . .
o possible (Craig & Brown 1986; Thompson & Craig 1992). In
to minimize7,. and7), , a small decrease ifj. and7), can be ; :
particular, for the solar rotation problem, the method afi-ge

obtained only at the expense of a rap|d_ly increasigg/alue eralized cross validation (GCV) (Golub & Van Loan 1989) has
and the solution does not give a good fit of the data anymofe.

On the other hand, in the limit of low regularization whicimai €en applied to the 1D RLS inversion method by Thompson

to minimize they? value, a little better fit of the data can be(1992) and Barrett (1993). For a local estimation of the igyial

. . of the solution, we must look at the balance between theteffec
obtained only at the expanse of a strong increase of the tBrms S . ) .
of propagating input errors and the resolution (as defined in

and7}, and the solution presents important oscillations. A gog bpendix C) reached at a target locatios, 1i0). Thus a local

choice of trade-'off pgrameters should be near the InteOE"'ECtoptimal choice of trade-off parameters could be based ais plo
of these two limit regimes.

showing resolution against the error on the inferred rotati

Figure 3 is a plot of the value of each regularization ternate for different choices of trade-off parameters. Sualves
againstthe? = y*/v value for different choices of, and\, have been plotted by Christensen-Dalsgaard et al. (1990) fo
(v being the number of degrees of freedom of the system idifferent 1D inversion techniques and by Schou et al. (1994)
the difference between the total number of a-coefficié¥its for a 2D inversion.
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4.2.3. Surface constraints and theparameter

Different surface constraints can be used and introducidin =] P
(B2) with the parametek; which defines the weight assigned Bf
to the fit of surface observations. The choice of surface con-
straints is suggested by the behaviottfR, ) obtained if 0
we do not impose any surface constraikt &£ 0) and with the I ‘ P
previous choice of trade-off parameters (Fig. 4a). gl T
o o) b) c) D:
BT T ! 1 T T o PR
E\[I).OW O‘W 1‘ W‘O 100

O(r.p) (nHz)
400

Fig. 5a-c.Variation of,a the relative contribution of the surface term
in the estimation of the rotation rate at the surface and thea®r
(ie.p(As, Re.0.) Eq. (17)),b thex?,, ;... Value anctthex; value,
L ‘ L ‘ againstA. and by inverting a-coefficients. Dot-dashed curves are for
0 0.2 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08 1 thesmall magnetic feature observations and full curveth®plasma
observations used as surface constraints.

350

300

cos(0)=p cos(0)=u

Fig. 4a and b.Inferred surface rotation rates against latitude fromin- T Fig. 5a shows the variations agaiAstof the relative

verting a-coefficients. The solid curves show the obseswaidf the - iy ition of the surface term to the estimated rotatioe at
plasma surface rotation Eq. (6). The dot-dashed curve sttwvsb- the solar surfacerg = R.,) and at the equatoy = 0).

servations of the small magnetic feature surface rotatipn(B. The ) o )
dashed curves show the inferred rotation ragegversion without The Fig. 5b and ¢ show the variations)d,, ;.. andx;

surface constrainty inversion with plasma surface constraints ana@gainst\, for the two kinds of observations Eq. (6) and Eq. (7)
A¢ = 1 (This solution is the same as the one shown in Fig. 7). used as surface constraints. With the use of plasma rotabion
servations, we can obtain a sm@ﬂwmce value forh; = 1 and
o ] ) the helioseismic data still contributes more than 30 pédricen
This figure clearly points out that the surface rotation-esthe computation of the surface rotation rate. If we want to ob
mated from the helioseismic data alone is closer to the @asgg;, roughly the same value of thé with the use of the
observations than to the small magnetic feature obsensatiosma| magnetic feature observatigr:éacveve have to\set 10
However, the estimated surface rotation has no latitudieal 4, then the helioseismic data contributes less than 1@mperc
pendence in the region coverigdg°® around the equator which;p, ihe computation of the surface rotation rate.
is in evident contradiction with all surface observationd aan 9 .
. . Furthermore, ag;,, ;,.. decreases, the? value increases
be a consequence of the lack of high degree modes in the data, surface = .
- . greatly for the small magnetic feature constraint (fromf@10
Thus we have to fix the value &f in such a way that the rota-
. . : A = 0 upto 2.5 for\; = 10) but not so much for the plasma
tion rate obtained at the surface becomes close to the irdposé - . . .
. : constraints (Fig. 5b, 5¢ ). This behavior and the very lagjae/
surface value$, (7) at then, = 10 points. ) ~S . L
Of X3ur face iN Fig. 5b for small magnetic feature clearly indi-

et us define th%“”‘ ace VaIUE DY: cates that the use of these observations for surface consisa

n. ) , not compatible with helioseismic data, probably becausseh

Xewr face = ! Z (M) ‘ (16) observations correspond to the rotation not of the soldaser
) 7i ' but of deeper layers.

The Fig. 6 shows the variation of the surface contribution
and the relative contributionp(A;, ro, y10) of the surface term \yith depth (at fixed\, = 1. and at the equator), showing that
to the estimated rotation rate @b, 110) by (according to EqQ. the major contribution of the surface constraints occus/ab
(CL): 0.98R,. Nevertheless some residual (negative) contributions

" exist below this depth and are more important for the small
_ 100 Z(Z’(ro,/to)ﬁm (), a7 magnetic feature observatlonstha.n forthe pla.smaobﬂmrmt
Qro, po) ¥ For these reasons we choose in the following to use plasma
observations as surface constraints with = 1. With this
whereC; (ro, jto) is a function of),. choice, the inferred rotation rate, shown in Fig. 4b as afunc

p(ASa rOvNO) =
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dividual splittings is useful to compute their weights ireth
minimization process (see Appendix B), Eqg. (15) implied tha
individual splittings are dependent, so that the real numbe
of degrees of freedom is still given from the number of a-
coefficients (assumed to be independent) even when individ-
ual splittings are inverted. Since, the total number oftéplis

is on average about 15 times higher than the number of odd
indexed a-coefficients, the resulting value is still around
0.13 x 15. ~ 2.0. We note however that this discussion is valid
only on average because the actual ratio between the nurhber o
individual splittings and a-coefficients is obviouslglependent

Fig. 6. Var_iation wit_h de_pth of the relgtive contribution of the SUrleading to a radial gradient in the apparent improvemenhen t
face term in the estimation of the rotation rate at the equeatd for oo

As = 1.Theline styles are the same as in Fig. 5a-C. The input errors of the a-coefficients are derived from the
formal errors when fitting the power spectra and are known to

tion of latitude at the surface, is close to the observed oue dinderestimate the true errors. This is the most likely caose
remains compatible with LOWL data (Fig. 5c). the large values of the2. Additionally, systematic errors in the
data could contribute to the value of tyé. Also, our results

are obtained under the assumption that the hypothesis made i
Sect. 2, and the integral expression Eq. (2) for the spiitiare

The 2D solar rotation rate obtained by inverting the &Alid for all observed modes. Overly constraining the hipot
coefficients of LOWL data and the corresponding averagiﬁ@is in the forward analysis, as well as some unknown bugs in
kernels are given respectively in Figs. 7 and 9. In order e S&1€ inversion process, may also increase the valyg of

what could hypothetically be achieved with individual $pli

tings, we made the ( unjustified ) assumption that the higherm2. Inversion of a-coefficients

coefficients are all identically zero and built the corresgiog
individual splittings. The inversion of these splittingsdathe
corresponding averaging kernels are given respectivetigs.

8 and 10. The averaging kernels are presented in Appendix C
and can be used to assess the quality of the solution and the
resolution that we can obtain at different target locations gl

5. Results and discussions

500

5.1. About the? value

(r.u) (nHz)
400

Let us discuss first, the? values obtained at the corner of L-
curves. This value is not enough to quantify the quality &f th
solution but can reveal some problems in the analysis oran th
data themselves. The inversion of a-coefficients with= 0.
leads to a value aroung, = 2.0. The value of2.0 for this pa-
rameter is highly improbable for a system with many degrées o /
freedom and reveals that we can not produce a rotation profiles ‘
by our RLS inversion that agrees strictly with the LOWL data. o

We note however that this value was higher (around 2.5 at the

corner of the L-curves) with a data set covering only the first ) ) ) ] o

year of observations. With the two years dataset, the i'mmarsF'g' 7.Inferred rotation rate obtained by inverting a-coefficieplot-

. ted against the solar radius for ten latitudes from the exjugt to the
of only the modes for whick /L > 40 uHz leads to the same ole. Bold curves correspond to colatitudes= 90, 60, 30, 0° from

9 "
value of, = 2.0, SO that the more SuperfIC|aI'p-m0c#es dﬁwe top to the bottom. Dotted curves are the correspondirgrtors.
not appear to be particularly subject to systematic errdrishv

was a concern in an analysis of the first 3 months of LOWL

data (Tomczyk et al. 1995b). Figure 7 shows the variations of the inferred rotation rates
We remark that thg /N value obtained by inverting indi- against the solar radius from the inversion of a-coeffisiefihe

vidual splittings with weights (or errors) specified as expéd different inversion parameters have been chosen as déestirss

in Appendix B (whereN is the difference between the numihe previous sections with, in particulag, = 1 for the plasma

ber of splittings and the number of searched coefficienss),surface constraints. The solution shown in this figure isoody

aroundy?/N = 0.13. Nevertheless, this value is not signifagreement with the result obtaineddat 30, 60, 90° between

icant because although the hypothesis of independence ofdr2 and 0.85 solar radius by Tomczyk et al. (1995b) who have

350
T

Radius r/Rg
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90.0°
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Fig. 9. Averaging kernels corresponding to the inversion of aficehts (Fig. 7). For each panel, the contour spacing is déffry the value
of the averaging kernel &t, §) divided by eight. Positive contours are shown solid, andatieg contours dotted. For clarity the zero contour
have been omittedh is the geometrical distance between the positiof) of the maximum value of the peak and the pdint, o) shown

by a starAr andA# denote the radial and latitudinal resolution as defined ipekglix C.o is the I error (in nHz) calculated dio, 60) and
shown by dotted lines on Fig. 7.
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Fig. 10.Averaging kernels corresponding to the inversion of irdliil splittings (Fig. 8) (See caption Fig. 9).
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500

The kernels obtained by inverting individual splittings
(Fig. 10) indicate that we can obtain a better latitudinsbte-
tion than by inverting a-coefficients (Fig. 9) for targetsdted
at radii larger tha).5R,. In fact, by using a-coefficients di-
rectly, the number of these coefficients (i.e. 3) seems ta set
limit to the latitudinal resolution aroundé = 90°/3 = 30°
(A6 ~ 29° is the best latitudinal resolution reached in Fig. 9).
This result is not surprising since, in a first approximatite
a; coefficients correspond to rotation constant on spheres and
higher order coefficients specify the deviation from thikdso
rotation, then their number is strongly related to the Uit
nal resolution that we can expect. Obviously, the bettéulat
dinal resolution reached in individual splittings invensiin-
duces higher & errors on the solutions (e.g. = 2.98 nHz at

a(r,w) (nHz)

Radius r/Rq ro = 0.9R at the equator in Fig. 10 against= 0.72 nHz for
the same location in Fig. 9) so that the rotation obtained nea
Fig. 8. The same as Fig. 7 but using individual splittings the equator remains compatible, at thelével, with that given

by the inversion of a-coefficients. Nevertheless, this isthe
case near the pole where the difference in the rotation rates
inverted a-coefficients from the first three months of LOWRVer 3¢. In this zone we must look not only at the resolution
data. The rotation rate presents no variation with latitatle but also at the localization of averaging kernels. By irngt
0.2R,, with a value around 410 nHz and a transition, betwe@ncoefficients, averaging kernels calculated at the pofeire
0.65 and 0.7R,, to a latitudinal dependent rotation that lead9calized at best &t0° of colatitude for all depths (sefor the
to rotation rates around 370 nHz3I° of colatitude, 410 nHz four lower panels in Fig. 9) although, by inverting indivalu
at mid-latitude and 460 nHz at the equator for depths betweglittings, we can obtain a peak with a maximum value sepa-
0.75 and 0.8R,. By inverting the a-coefficients, the inferredated only byl 5° from the pole ab.9 k. These remarks could
rotation has no significant latitudinal variation betweeis0 be enough to explain the differences in rotation rates obthi

and 0.9%: in zones coverin@0° around the pole ando° near the pole in the convection zone and seems to argue in fa
around the equator. vor of the use of the inversion of individual splittings tape

In the radiative interior, between 0.45 and GiB5we find  these zones since the inversion of a-coefficients does oot al
us to constrain latitudes higher th@ef . Nevertheless, we must

tude. Tomczyk et al. (1995b) found a local maximum at;4 keep in mind that the rotation obtained near the pole isedlat
occurring for all latitudes. This latitudinal independengas to th? real rotation ratg only under the a§§umpt|on tha'a;:he
due to the fact that at these radii the kernels for all lagwidcoefficients are null foj > 3. These coefficients are certainly
were all centered at the equator and very similar. In ourliesiSMall but not null, therefore this result will change whenreno
with two years of data, the rotation rate for colatitudesfro accurate data will become available. .
the equator to 60is found constant for radii between 0.3 to  Thus, when using a-coefficients inversion, the regulariza-
0.7 R, at a value of 430 nHz. Around = 0.4 R, we find a tion forces flatness in latitude when there are no data and the
small latitudinal dependence with a maximum at the poles THSOlution is poor. On the other hand, when using individual
difference with previous work may be due to a better latitatii SPlittings, we are forcing the behavior of the rotation réer
localization of the averaging kernels obtained at thisklegth  Pole leading to an apparent, but not real, increase in théures
the two year dataset (kernelsmat = 0.4R, 6, = 90° and tion. This result is however interesting from the point oéwi

ro = 0.4Rg, 6y = 45° are clearly distinguishable (Fig. 9))_of explpring what one mi.ght get in terms of avgrgging kernel
However, this small latitudinal dependence remains mattyin and latitudinal resolution if one had more a-coefficientsvan
significant if we take into account the errors found on theisolindividual splittings.

tion at this depth4 over 5 nHz at the equator and at the pole).

5.4. The rotation of surface layers

no significant variation of the rotation rate with radius deuit

5.3. Inversion of individual splittings The rotation of layers just beneath the solar surface, attokin
convection zone is of great importance for our understandin
Fig. 8 shows the inferred rotation rate deduced from therinvef the solar dynamo and its observed consequences. Some re
sion of individual splittings. Doing so is equivalenttoassng dial gradient of the solar rotation has been suspected ierord
that the higher (unmeasured) a-coefficients are zero. Tae r@o explain the different rotation rates, deduced from thgeob
tion rate is very close to that of Fig. 7 except in the conwetti vations of various surface indicators, as a consequendeeof t
zone near the equator and the pole. These differences mayifferent depths where these tracers are anchored (e.gl- Sno
analyzed by looking at the averaging kernels. grass & Ulrich 1990). Therefore it is of interest to look agéth
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rotation rate calculated in this zone by inverting helisggt than the inversion of individual splittings. Unfortunatethe
data. In the two year dataset, modes withl. < 40 uHz are radial resolution reached in the transition zone- (~ 0.08 R,
no longer thoughtto be subject to systematic errors andaccaat the equator down tdr ~ 0.14R at the pole in Fig. 9)
ing to Figs. 1 and 2 we believe that the number of superficidbes not allow us to specify how sharp this transition is ot
p-modes are now enough to try to describe the rotation betweaore than 0.1 solar radius but it could be less. Thus in our ana
0.85 and 0.95 solar radii. ysis, the solar tachocline remains unresolved, even withoa t
The introduction of the surface constraints does not modifar dataset. The radial resolution reached.ak,, with the
the solution belovd.95 R,. Above this depth, the contributionone year dataset was slightly poorer (namaly ~ 0.083 R,
of surface constraints increases and represents morerthartompared toAr ~ 0.076 R, at the equator). This small in-
percent in the calculation of the inferred rotation rateheg t crease in the radial resolution could be due to the lowergrro
surface (Fig. 6). of the 2 year dataset but we think that we are approaching the
In Figs. 7 and 8 the solution reaches a maximur. @ fundamental limit of resolution at least at the base of the-co
between the pole angh° of latitude. The radial and latitudi- vection zone with this modeset. Further improvement will be
nal resolution obtained & 9 R (A, ~ 0.06 Ry, Af ~ 13° very difficult and we may need to resort to non-linear invansi
atf, = 45° in Fig. 10) indicates that the positive gradient benethods. For this work, continuing the ground-based olaserv
tween(.85 and0.90 R may be real in zones betwe8f® and tions in addition to the space missions would be very imprta
60° of latitudes. if the width and position of the solar tachocline does noyvar
The discussion in Sect. 4.2.3 has shown that the LOWL d&@® much during the solar cycle.
are more compatible with the plasma observations than hith t
small magnetic feature observations. Figure 7 shows tkat §16. The rotation of the core
inferred rotation rate d1.95 R, is close to the small magnetic o ) .
features raté,, (Q ~ 464 nH - at the equator). Therefore ourBelOW 0.4 K, our solution is compatible with a core that ro-
inversion should argue in favor of this depth for the locatigiates slower than the radiative interior and gi¥%gs= 260+ 80
where small magnetic features are anchored. Neverthéhess, "HZ for the value in the center. As alrgady discussed in Tom-
result is different from the one obtained by Thompson et &ZYK et al. (1996), this low value d?, is partly due to the
(1996) with Global Oscillation Network Group (GONG) dataoW frequency splittings measured for the modes: 1 and
inwhich the inferred rotation rate at the surface (with@iting that we use in our inversion. Nevertheless, at these depehs t
surface constraints) is close to the rate deduced from therob@veraging kernels are large, not well localized and corusist
vation of small magnetic features and reaches a maximum nggyeral peaks, so that the result and the correspondingserro
0.95R with a valueQ ~ 470 nH - at the equator which can &€ difficult to interpret. In particular, the Iautudmg_idepz_an-
correspond to the value observed by Snodgrass & Ulrich (Lotgnce found at these depths results from the chpiee 1 in
for the rotation of supergranular network. From the invensf  the regularization terrif, Eq. (13).
LOWL data, this value is never reached but the observation of
modes with higher degrees is certainly necessary for making g
more reliable inference about the rotation of these layers.
Finally, we note that Antia et al. (1996), who have investi-
gated the Sun’s rotation rate in the equatorial plane byrimge ol
BBSO datasets for the years 1986, 1988, 1989 and 1990, have
found a locally enhanced rotation rate néafR. They have
pointed out that this behavior shows variation with timer Ou E
solution covering years 1994 to 1996 does not show a bumg
with significant amplitude nedr.9 R, in the equatorial plane. =

350

5.5. The solar tachocline

At the base of the convection zone, frdnv5 down t00.65
solar radii, the rotation rate makes a transition to a ldtitu
nally independent behavior which persists in the wholeaadi
tive interior. This transition layer is sometimes calleé golar
tachocline and the evaluation of its thickness which carebe r_ ) ) ) o
lated to the horizontal behavior of the turbulent viscostpf Fig. 11. Inferred rotation rate obtained by inverting individualisp

. . . . tings with § = 2 in the regularization terrif,, Eq. (13),\, = 107°,
primary importance for our understanding of the eddy diffus A — 10~
ity (Spiegel & Zahn 1992). If we assume that this transitiono” " '
curs at all latitudes with roughly the same thickness, weusan
in this zone the results obtained by inverting a-coeffidehat Figure 11 shows an instructive example of a solution ob-
provide worse latitudinal resolution but better radiabletion tained by settingg = 2 and taking the trade-off parameters

300

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Radius r/Rg
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given by the corner of the L-curves that correspond to thiancial supportfrom the GDR 131 from CNRS. S. Tomczyk acknow
choice (see Sect. 4.2.2). Abobel R, the solution is roughly edges support from the US National Science Foundationgirbase
identical to the solution of Fig. 8. The fact that we insure ttfunding of HAO/NCAR. We wish to thank the anonymous refeiee f
regularity of the solution at the center avoids finding salvernis constructive remarks.

values atr = 0 and gives in that cas®, = 330 &+ 80 nHz,

but the solution shows a significant latitudinal variatieidw  Appendix A: the space of solutions

0.4Rg contrary to the case with= 1. Therefore the latitudi- . . ) .

nal dependence is very sensitive to the order of the deriwat|n this work, we search the rotation rate as a piecewise jpelyn
used in the regularization term and reveals that a reliagte @nial of arbitrary order in two dimensions. Let us define more
scription of the latitudinal dependence in this region iezp1 Precisely what piecewise polynomials are: a piecewise-poly
data with lower errors for the low-degree p-modes. Thus W@Mial P(g) of orderm on a given partitionA of [¢1, ,]
think that the choicg = 1 in our code provides an initial way & = [¢1 < ¢2 < ... < ¢a_1 < ¢4] is defined as a function
to sound the very deep interior from such global inversion&hich coincides, on each sub-inter@l, ¢;41] 1 < i < n with

without searching for a description of a latitudinal depemge @ Polynomial of degree:—1. We can define at each break point
in the core that requires very low errors in the data. the kind of connection which is required between the riglat an

the left pieces of polynomials. Formally, the rules of carne
tion can differ from one break point to the next: at some of
6. Conclusion them,P(¢;) can be discontinuous, at some others the left and
right pieces can be tied to fulfilling the continuity of thést
erivatives or only ofP(g;), ...etc.

It can be shown that a basis of such a space of piece-
wise polynomials can be obtained from B-splines in 1 dimen-
sion and a tensorial product of B-splines in two dimensions
Schumaker 1981). B-splines basis are a local basis. Mergov

ta givery (¢ € [¢1, ¢n]), Only m B-splines of ordern are not
identically zero and their sum is equal to 1. These propertie
have two principal useful consequences in our case. Fiegt th

of the three a-coefficients and of the individuals splittimg- : . .
- are easy to compute and the evaluation of the rotation aeagiv
constructed from these a-coefficients have been perforfied. . .
target location needs only a few calculations. Second, dhey

comparison of the results gives an estimation of the improve . o .
ment of the latitudinal resolution which could be obtaingd bIOW us to easily study the boundary conditionsin the core and
the knowledge of the individual splittings. atthe §o|ar surface. .

Between 0.4 and.85R,,, our results are in good agree- 519 ¢2(0) = dp.1 andey(Re) = 9, we obtain re-

. . © spectively at the surface and the center:

ment with the previous work of Tomczyk et al. (1995b) who
have used the first three month dataset. The small maximum Ny
at0.4R, obtained previously is however smoothed for polar Q(R, ) = anrqy;q(u), (A1)
latitudes and disappears for equatorial rotation. q=1

The 2 year dataset allows a description of the internal rota- o0(r, 1)
tion rate with depth and latitude frofa4 up to0.95 solar radii 1t —7— = 0 wig = Qo = Q(0,4) Vg Yu.  (A2)
with increasing radial resolution. At the base of the cotieec
zone, the width of the transition zone is found to be smaller From Eg. (A1), the knowledge of the surface rotation at
than0.1 solar radii, in agreement with Thompson et al. (1996§ifferent and well chosen latitudes allows us to fix in thetbiey
We have shown that the LOWL data are compatible with thg. coefficientsv,, 4, (¢ = 1..n,) which form a vector named
surface rotation estimated by plasma observations andreonff22 in the following. Nevertheless, the observations of the sur
an increase of the rotation below the surface up to values méce motions Eq. (6) are given with some error bars. More-
sured by magnetic feature observations for equatorialitieis. over, the depth which defines the solar surface depends on the

Our solution is compatible with a solar core that rotatédoice of indicator and may differ from the surface of theasol
slower than the radiative interior. However, improved szae Model which gives the upper boundary for the p-modes. Con-
tions are needed to sound the region be]bm@ more accu- Sequently, we pr6fer to include these observations in thme-mi
rately and with latitudinal resolution. In addition to theognd Mization procedure rather than to calculate directly thetore
based networks, the instruments aboard the SOHO satelllite 22 only from data concerning the motion of the surface.
hopefully provide these observations in the near futuresaftti ~~ The relation Eq. (A2) allows us to search less coefficients
the possibility of detecting low frequency p-modes as welja t0 describe the core than for the rest of the solar interibis T
modes which have their maximum amplitude in the solar corié. reasonable because of the lack of observed modes able t

describe this zone even if we invert data including both lod a

Acknowledgementdhe numerical computations have been peintermediate degrees. This introduces a scalar v@tuehich
formed on the Cray C98 (IDRIS, CNRS, Orsay). We acknowledge fs the value of the rotation at the center of the Sun and that

A two dimensional regularized least-squares inversioneco
with expansion of the solution in B-splines has been present
It includes a condition that insures the regularity of thiiso
tion at the center and provides the possibility of addindemer
constraints on the rotation rate.

We have inverted the two year LOWL rotational splittin
dataset to derive the rotation rate of the solar interiorchned
to the observed plasma surface rotation rate. Both thesioser
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is used only to describe the rotation rate in depth where th@ = 5 or 9) of their expansion on chosen polynom'@ge(m)
first B-spliney; (r) is not identically zero i.e. in most practical(Eg. (15)). This latter equation can be rewritten in matoisa:
cases under.2 solar radii (see Sect. 4.1, Fig. 2)

The relation Eq. (9) becomes: W = QA, (B5)

a _q o by building the vectorA of odd indexed a-coefficients for all
(r, 1) = Qo1(r) + n, (1) Y wn gty (1) modes(n, [) and the appropriate rectangular mai}of poly-
o=t nomials@;(m)(i = 1,3, 5). Therefore, there are two ways for
performing the inversion: we can build all individual spligs
+ Z Z“’P(Isﬁp(rwq(“)' (A3) from Eq. (B5) and minimize/()(2); or we can express a-
p=2 ¢=1 coefficients as a linear combination of individual spligtin

ne—1 Ny

Appendix B: the functions .7 (£2) A=Q'W, (B6)

We apply a least-squares method on values of both observ%d

o . : whe
splittings and observed surface rotation. More precissly,
search the vector

reQt is the pseudo-inverse @@ (assuming that this one
exists for the chosen polynomials), and minimize:

Q J Q)= P (A-R@ Q)+, | Ps (s — L22)||*,(B7)
0= |0, |where: 4007 Copalizs (B1) where: R® = Q'R. (B8)
. 2 = (wnrq)qzl,,n”
Qo In this case we can use directly the quoted errors on the a-
S _ coefficients (matrixP ().
by minimizing the quantity: When we invert splittings, we must take care of weights

that we assign to individual splittings through mat#X®™):
Eg. (15) implies that individual splittings calculated rinca-
coefficients are correlated and thus there is no evidenbdilg
matrix P(®), One possibility is to calculate the true covariance
- P, P, are the diagonal matrix of the inverse of errorgatrix B(*) on individual splittings using Eq. (B5):

given on splittings and surface rotation values. Thesa®rro

are therefore used as weights in the whole minimizatigg(») — @ p(©)QT (QT being the transpose 6})  (B9)

JA) = [|[PCY (W — R+ A || Pa($2, — L822)|*,(B2)

where :

procedure.

— W is the vector of observed splittingsv, ;y,, and to take only the diagonal part of this matrix as matrix
— R is a matrix computed by the discretization of Eq. (2) ug-p(»))=2 (Sekii 1991; Corbard et al. 1995). This leads to in-
ing Eq. (A3) and Gaussian integrations. dividual errors that depend onm. In this work, however, we

— £, is the vector of the values of the surface rotaidn= assume that individual splittings are uncorrelated andped-
(Q(Ro, pi))i=1.n, according to Eq. (6), dent ofm for each(n. [) (Schou et al. 1992) and we calculate

— L is a matrix defined byL = (Lig) i=1.nu Liq = ¥4(1ti)  their errors such that they lead at best in a least-squanss e
according to Eq. (Al)and o the errors given on the a-coefficients if these ones werei€alc

- )\, is a parameter used to define the weight assigned to tated by a least-squares fit to individual splittings. Bystivay,
fit of surface observations. (), ) is the solution of the We obtain individual errors that are higher than in the esi
problem: case especially for lown.
7@ (0 B3 In order to have a more immediate interpretation of the re-
et T, (B3) sult found by inverting individual splittings it will be of och

and$2 the solution of the equality constrained least-squarb¥gerest to have accurate observations for individuattiptjs

problem: along with their associated errors. This is already the eétfe
. (w) 2 B4 the ground based GONG experiment and should probably be
Léflznns [PH(W — RO, (B4) possible with the SOHO space mission instruments.

then lim Q(),) = Q (Golub & Van Loan 1989). There- In this paperJ (§2) denote bottv(®)(&2) andJ()(€2) de-
Ae—00 pending on the kind of inversion we perform.

fore a high value of the paramety tends to give a good fit

of these observations but one can take small values or even ) )

A, = 0 if the observed p-modes are thought to be adequétgPendix C: averaging kemels

to describe the surface rotation. For all linear inversion techniques, the inferred rotatiate at

Unfortunately, up to now most of the observers do not give ia-target locatiorrg, 110) can be expressed as a linear combina-
dividual splittingsAv,..,,, but rather few coefficients (typically tion of the data. Namely, in our implementation these data ar
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the splittingsA v, and, ifA; # 0, the observed rotation ratesChristensen-Dalsgaard J., Schou J., 1988, Differenttatiom in the

at the surfacé = (u;): Solar Interior. In: Domingo V., Rolfe E.J. (eds) Seismolagyhe
i Sun and Sun-like Stars (ESA SP-286), ESA Publication Divisi
0O _ Noordwijk, p. 149
Q(ro, po) = Z Caim (7o, p10) Avnim Christensen-Dalsgaard J., Schou J., Thompson M.J., 19BRAS
nilm
242, 353
Tlu . .
~ Corbard T., Berthomieu G., Gonczi G., Provost J., Morel #9851 So-
+ E Ci(ro, ”O)Q? (1i)- (C1) lar Rotation from 2D Inversion. In: Hoeksema J.T., Domingp V
i=1 Fleck B., Battrick B. (eds) Fourth Soho Workshop: Helios&ito-
Averaging kernels:(ro, 110, 7, 1) are defined by: gléeg(ESA SP-376 vol. 2). ESA Publication Division, Noorduyip.

~ Rg pl Craig 1.J.D., Brown J.C., 1986, Inverse Problems in AstrappA
Q(ro, po) = / / Knim (70, pro. 7, (1) Q2(r, p)drdp.  (C2) Guide to Inversion Strategies for Remotely Sensed DatamAda
0o Jo Hilger, Bristol
From Egs. (2) and (C1) we get: Cuypers J., 1980, A&A 89, 207
Duvall T.L. Jr., Dziembowski W.A., Goode P.R., et al., 19Bl&ture
310, 22
Dziembowski W.A., Goode P.R., Libbrecht K.G., 1989, ApJ 333
" Fréhlich C., Romero J., Roth H., et al., 1995, Sol. Phys2, 161
~ Gabriel A.H., Grec G., Charra J., et al., 1995, Sol. Phys, 862
+ ZCZ'(TQ,/JQ)(S(T —Ro,p=pi)- (C3) oy G.H., Van Loan C.F., 1989, Matrix Computat?/ons (2nd-Ed
=t tion). The Johns Hopkins Univ. Press, Baltimore
Here d(x. y) denote a Dirac distribution in two dimensionsGough D.O., 1981, MNRAS 196, 731
Each surface constraintinduces a term proportionabtiuac- EZQ;E: gé fg;‘ ;&Pihy:gggrrgg:é%'séggz’gApJ 217,151
tion, Iopallzed at the correspondlr)g p0|nt' of the surfaneh'e' Hansen P.C.. 1992b. SIAM Review 34, 561
averaging kernel. The same relations exist when a—coeffs:leKomm R.W.. Howard R.F. Harvey, J.W. 1993, Sol. Phys. 143, 19
are inverted instead of individual splittings. _ Harvey J.W., Hill F., Hubbard R.P., et al., 1996, Science, 4234
_ From Eq. (C2) the value of the inferred rotation rateayrek M., Pantel A., FossatE., etal., 1996, Sol. Phys., 166
Q(ro, o) can be regarded as a weighted average of the titigers F.P., Thompson M.J., 1996, MNRAS, 279, 498
rotation rate where the averaging kerngl, i, 7o, to) is the  Scherrer P.H., Bogart R.S., Bush R.l., etal., 1995, SolsPh§2, 129
weighting function. Ideal averaging kernels would be cltise Schou J., 1991, On the 2-dimensional Rotational InversiablEem.
aé(r—rg, p— po) function leading t(ﬁ(ro, Ho) = Q(ro, po)- In: Gough D.O., Toomre J. (eds) Lecture Notes in Physics, Vol
In practice averaging kernels have a peak rfearu,) and we 388, Challenges to Theories of the structure of ModeratesMas
can evaluate the latitudinal and radial full width at midgtei  Stars, Springer-Verlag, Berlin, p. 93
(FWMH) of this peak A and Ar, respectively. These quanti-ScrI‘_%L;J" Christensen-Dalsgaard J., Thompson M.J., 198P385,
ties provide a measure of the resolution of the inversiomhén t ,
sense that it gives a limit for the finest details that the rinve> o > iotensen-Daisgaard J. Thompson M.J., 133443,
sion is able to resolve for a given depth and latitude. It 80Uy, ster E.H., 1985, Sol. phys. 100, 141
be noted that averaging kernels formally do not depend on &, maker L.L., 1981, Spline Functions: Basic Theory, Jaiiiey
data but only on errors on these data. Nevertheless thepdepe and Sons, New York
on the regularization used (high regularization decre#ises Sekii T., 1990, Two-Dimensional Inversion of Rotationalliipg
resolution) and the regularization used itself depend$iesét Data. In: Osaki Y., Shibahashi H. (eds) Lecture Notes in Risys
of data that we want to invert. A complete description of aver Vol. 367, Progress of Seismologie of the Sun and stars, §grin
aging kernels and their properties can be found in Christens  Verlag, Berlin, p. 337
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Differential Rotation and
Dynamics of the Solar Interior

M. J. Thompson, J. Toomre, E. R. Anderson, H. M. Antia,
G. Berthomieu, D. Burtonclay, S. M. Chitre,
J. Christensen-Dalsgaard, T. Corbard, M. DeRosa,

C. R. Genovese, D. O. Gough, D. A. Haber, J. W. Harvey, F. Hill,
R. Howe, S. G. Korzennik, A. G. Kosovichev, J. W. Leibacher,
F. P. Pijpers, J. Provost, E. J. Rhodes Jr., J. Schou, T. Sekii,

P. B. Stark, P. R. Wilson

Splitting of the sun’s global oscillation frequencies by large-scale flows can be used to
investigate how rotation varies with radius and latitude within the solar interior. The nearly
uninterrupted cbservations by the Global Oscillation Metwork Group (GONG) yield os-
cillation power spectra with high duty cycles and high signal-to-noise ratios. Frequency
splittings derived from GOMNG observations confirm that the variation of rotation rate with
latitude seen at the surface carries through much of the convection zone, at the base of
which is an adjustment layer leading to latitudinally independent rotation at greater depths.
A distinctive shear layer just below the surface is discernible at low to mid-latitudes.

On the time scale of stellar evolurion, the
sun is a middle-aged sear. The observed
surface rotation rates of YOoung 5L}|_ur-t3?pe
stars are up to 50 times that of the sun. It is

therefore believed that the sun has been
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losing angular momentum over its lifetime
through its magnerized wind, thereby grad-
wally spinning down its outer convection
zone and probably the bulk of its interior.
The effectiveness of the overall spin-down
of the star is difficulr to estimare from stellar
evolution theory, because delicarely bal-
anced circulations and  instabilities  that
would rend to mix the interior—and mag-
netic fields thar may retard or modify such
processes—imust be taken into account (1),
This has led to suggestions that the sun
might still have a rapidly rotating core,
perhaps highly magnetized, reflecting its
primordial past. The apparent deficic of
tieutrinos coming from the sun’s energy-
generating core has also prompred ideas for
readjusting the chemical composition and
seratificarion in models of the nuclear-burn-
ing core, and such adjustments have impli-
cations for the mixing of angular momen-
tum in that region (2). Tracking of surface
features has shown rthat the sun does nore
rotate as a solid body: it rorares once in ~15
days near the equator and in —33 days near
the poles. Further, the rotation rate of sun-
spots at low and mid-laticudes is somewhar
faster than that deduced from Doppler shifes
of the surface plasma; this finding suggests
thar the magnertic fields of the spots may be
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I'.K":I:d LEN I YN [HI‘i.i.I.I.'r' [L‘[H‘jllg i'l’]d.‘!lnil
dt:c'[w:r in the convecrion zone, which oc-
cupies the sun's outer 30% by radius (3).
Theorerical studies indicare thar wrhu-
lent compressible convection couples with
rotation to rediseribure the angular momen-
tum away from simple solid-body rotation,
leading to differential romtion and meridi-
onal circulations. Moreover, the interplay
of turbulent motions and rotation with
magneric fields is generally believed 1o be
responsible for magnetic dynamo action
thar leads to the observed 22-year cycles of
sunspots and solar magnetic activiey {4).
Phuring the past decade, helioseismology his
beszun 1o provide the means 1o estimare the
mration profile of the imerior of the sun,
The helioseismic findings are nor compati-
Isle with the predicrions of most theosetical
madels of the romtion profile ser up by
turhulent convecrion in the sun's enveloge
(5), which raises serious doubes about our
current understanding of global-scale solar
convection, Here, we use the neary con-
titmous GOMNG observations o probe the
dynamical state of the solar convection
mone and the deeper radiative interior.
Thl: hlniﬂm.“] SECLRCEERrE “F filch Hl.(]l-.‘i'ﬂ
mode of oscillation of the =un is described
by a spherical harmonie Y of degree € and
order m; and the vertical strocoure s de-
seribed by £ and the radial order n. Opposite
signs of m correspond to modes propagating
in opposite directions around the sun's
equator. In a spherically syrmmetric star, the
frequencies depend ononoand € but not on
m, 5o for each {n, €} pair there is a (26 +
Thtold degenerscy. Roration breaks the
spherical symmetry and lifts the degencracy.
Advection causes a wave propagating with
the sun's rotation o have a higher mea-
sured frequency than would @ similar wave
propagating against the rotation. The dif-
ference in frequency of a pair of opposicely
propagating medes is proportional 1w m
times a weighted average of the roration
rate 0 o the region of adies roand
Taritude B where rhe modes have apprecia-
ble amplivede. We define the frequency
splitting Aw, 10 be hall the value of this
difference. Each frequency splitting mea-
sures 2 longitudinal and emporal average of
the zonal Aows over the petiod of the ab-
servations (6], Different musdes have differ-
ent spatial sensitivicy, so the ohserved fre-
quency splittings can be used o make in-
ferences about spatial variations in {1
Thtm WeTE !H:"(K:l'd' lﬂrl'!:' “'tf"lr"!‘ E?| H}

siighﬂy fess !H;Ti-.ﬂ',' than does the surface,
'Whtmﬂﬁ fl-“." I:L'nrl.'ﬂl !'C’gi.f.ll-l '-TP[:‘.'RL" b ristate
more r.'lpiL!hr. Such daa also indicared that
the quadrupole moment A of the sun’s ex-
terior gravitational field is consistent with
general relativity., These studies were soon
followed by fulladisk imaging observations
that yielded information on a wide variery
of tesseral (0 < Iml < @) modes, thereby
prowiding estimates of the internal Totation
away from the equatorial plane (10-17).

Helioseismic dara have revealed that the
surface rotation rare persists through much
of the convection zone on tadial lines, and
that there is a transition at or near the hase
of the convection wope e rotation that is
independent of laritude. The sidereal rora-
tion rare beneath the convection zone—
soughly 440 nHz—is such thar the laginodi-
nally averaged specific angular momentum
appears 1o be nearly constant across e
convection zone boundary, which suggests
thar there is no net tongue exerted acmss
the transition (11, 18}, The motation in the
radiative interior heneath the convective
envelope seems to be consistent with rigid-
body retation. The rotation rate of the core
is less certaing some reported low-degree
splitticges favor a rotation rate faster than
the equatorial rate at the surface (83, 19),
Sl.nLI {1![?;‘:‘1’:6 *‘;!1'{:'[' Ao !H.‘.-ml’.‘whal .':ll'.lwfr rate
(17, 200

Helioseismic estimates of the pattern of
rotation in the convection zone differ strik-
ingly from predictions hased on theoretical
mexdels. The convection in early numerical
simulations of rotating convection in spher-
ical shells was dominated by columnar roll-
like cells orientated in the nomth-south di-
rection. The tilting of these cells yiekded
Reynolds stress terms thar drove zonal

flows, which appeared as differential rota:
tion {21}, The convection models predicted
tth ﬂ WHE TIEH.T'."' COTistant H.I'“TIH thl: XS
ﬂ'r ‘h.t I:I.:-!uTI'Im-!I Ce‘"ﬁ. H'I.'IL’ th'l.ls T}Hit Hn“ul:dl
velocity was nearly constant on eylinders
alignied with the rotation axis and de-
creased with increasing depth in the equa-
torial plane. [n contrast, the helioseismic
data imply that angular velocity is roughly
comstant on radial lines, Recent numerical
studies capable of describing more turbu-
lent compressible flows have yielded more
intricate profiles for {3, although there is
5[]" sime i(‘l‘ldl:l‘ll;!,' [(TT }!ng‘LI'Hr Vf.'l[)l—.ir'!:' [ £§)
be constant on cylinders close to'the equa-
ror (220, A likely explanation of the dis-
crepancy between simulation and helio-
seismic inferences is that the spatial reso-
lution in the theorerical convection maol-
els is capable of describing only mildly
turbulent flows, whereas fully developed
tarhulence involving coherent structures
embedded in otherwise chaotic flow fields
may yiekl guite different mean flows and
rotation profiles,

Interpreting Frequency Splittings

The splitting Av, ., caused by the ntation
[Mr,8) can he written s

m
Av =5 JK o n e dr dd (1)

where K, are weighting functions known
as rotation kernels (Fig. 1), The kernels
reflect the vertical and horizontal structure
of the mude eigenfunctions. Because the
spherical hanmonics are either purely sym-
metric or purely antisymmetric about the
couatorial plane, the amplinede of oscilla-

Fig. 1. (A 1o C) Mesidional cuts through theee rotation kemels for modes with frequencies » = 1500 uHz,
for ia € = 15,m = 8B £ = 28.m = 14, and {C) £ = 2B, m = 24. The color scale indicates the absalute
magnitucle of the kemal, dark coions [black and blue) represant the argaest values, and light colors (yaliow
and wihite) represert values ciosa to zeno, Tha latitudinal axtant of he karmels varies with mvl, and the
rackal extant vares with wil. Except chasa lo tha deapest poinl where # has appreciable amphude, each
kernel is neady a product of a funclion of radius and & funclion of latitude. (D) Meridional cut through
averaging kemels for a BLS imversion (as in Fig. 38), for tanget radi and ttudes r = 0,708, 607 andr =
(.A2R, 30F. The averaging kemels ara symmatric aboul the equatorial piane. so that they are glso peaked
at kaltudes =607 and <307, The four crosses indicate largel locations,

o measure rotational splivtings, bue the firse
definitive results yielding estimates of 11
owver d range of depths were obtained from
ohservation of intermediate-degree sectomal
fm = 2 modes (3. The frequency split-
tings vielded inferences for €1 close o the
cquatarial  plane, which sugpested  thar
much of the interior of the sun rotates
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tion i syrnimetiic about the eguator, and
hience o v are the rotation kernels. Con-
sequently, Eq. | implics thar the splitting is
sensitive only o that component of [} thar
is symmoetric about the son's equatorial
plane, Other contributions to the splitting
might come from latidinal variarions in
structute of from o magnetic field thar is
axisymmetric abour the retation axis. Such
contributions are distinguishable from the
roeation splitting because only the latter is
antisymmetric in m.

Because the integrals of the rotation ker-
nels are close to onaty, the overall magni-
tude of the observed splivings readily pro-
vides an estimare of the sun's internal rora-
tion pate. A simple way 10 proceed further
wouhl be o model the intersal rotation
profile with a few paramerers, use Eqg. 1w
compute the splittings corresponding to
such a profile, and adjust the parameters 1o
match the observed splittings. A more sys-
tematic approsch would take account of the
fact that different modes are sensitive wo the
rotation in different parts of the interior in
a way that varies systematically wich mode
paramerers, Modes sample the rotation rate
in a cavity that extends from the surface
down o a depth that increases with /L,
where v is the frequency of the mode and
L = vE{ + 1). Hence low-degree modes
are sensitive to rotation from the surface

niR
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Fig. 2. Combinations of tha first three odd splitting
coafficients (23) comesponding to the equatonal
recaon (upper curve) and latitude 307 fower Cunve),
piotted as urcticns of wi . The plotted points are
averages over bins i wL; the horizongal bars indi-
cate the width of the bing, and the vertical bars are
the S0 of the mean as calcuatad from the uncer-
fainties i the indvidual spitting cosficients.
These combinations are roughly weighted averag-
&5 of the rotation (at each of the two lafitudes)
babwgen the surlace and 1he lower lening pont
radius ¢, (top axis), The average rotation in the
aquatonal region is graater than at latdude 30°,
and at bath latitudes the rotation aitally moreases
wilh Increasing depth Delow the surface but de-
creasas ot greater depth.
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t the core, wheress high-depres modes
are enly sensitive to the rotation close to
the surface. In the latitudinal direction,
modes sample the rotation between lati-
tudes Leos ' (mfL) Thus, the dependence
of the splittings on WL and m/L may puide
the construction of forward models for the
roraion as  function of radius and laiode.
For instance, splittings of modes with m =
+4 show how the near-equatorial rotation
waries with depeh {Fig. 2). Each value of wL
corresponds 10 a radivs 1, to which such a
mode penetrates, and thus the splitting rep-
resents & weighted averape of the equatorial
rotation between the surface and the radial
logarion 1, Thus the GONG dara reveal
that in the equatorial regions, as depth in-
creases, the romtion sate first increnses and
then decreases. Suitable combinmions of
splittings sample the roration rate at other
latitudes {23). A data combination appro-
priate fur a latitade of 307 (Fig. 2) shows
thar the sun rotates bess rapidly at thas la-
itule than at the eguator, as 1 also observed
from surface messurements. The rotation
inirially increases with increasing depth at
this batitude, bur this inceease in rotation is
less strong than at the equator.

Alrernatively, various  inverse  tech-
nigues can be used; here we apply two such
techniques to the GONG data. Suppose
that it 15 possible to find 5 linesr combina-
tiom of the rotation kermels that is peaked ac
some choen location within the sun and
amall elsewhere (Fig, 1), Because Eq. 1 is
linear, the same linear combination of the
measured splittings provides n weighted av.
erage of the internal rotation rate in the
sun, weighted by the so-called averaging
kernel. If the averaging kernel is localized,
it yields on estimare of the rottion mte in
some localized region of the solar interior,
Repeating this process for different target
focations vields a pictore of the rotation
rate inside the sun.

The construction of focalized kernels s

Fig. 3. Sideraal rodation rabe n-
sache the sun, as inferred from 4
months of GONG data on the
basis of (&) an OLA 1 &1 inver-
saon (25, 28) and (B} an RLS in-
version (29, The color key indi-
cates the rotation rale n pano-
herz and the comesponding
pericd in days. The contour
spacey s 10 nbz; the haghest |
contour ling is at 460 nHz. The
approximate base of tha con- |
waction zone s indicated by the

dashed e at ¢ = 07 The

slhightty more Boged appear- 5
ance of tha ALS solution results
from @ difierent batance ba-
twsen regoiution and noise in
i DwiD InvErsiong. Farticularty

| Equatar
(Equater

the essence of the optimally localized aver-
ames (OLA) method, also known os the
Backus-Gilbert method (24, 25}, Another
approach g inversion is vo fir a paramerric
model of the internal rotaton rate w the
data wich a leastsquares fit. Because our
problem is ill-conditioned, we use a regulac-
ized least-squares (RLS) method with a
smoothing term thar penalizes solutions
that vary on small length zcales. In our
formularion, the solution at each point is @
livwear combinarion of the Jaca, and s i
provides an estimate of the rotation e as
sampled by the comesponding linear com-
bination of the rotation kernels, just as in

QLA (26}
inferences from GONG Data

Inwersions of GOMNG splitting data by the
OLA and RLS methods (Fig. 3), in the
region where they can ressonably be deter-
mined with the d-month dara ser, are in
good agreement (27-29), [n the convection
wone abwve latingde —30°, the data show
that the ratation rate ar a fived latiede is
roughly independent of depth, so that the
variation with latitude is similar o that seen
at the surface, Near the equator, the rotation
rate increases just below the suface and
reaches a maxionum at roughly ¥ = 095K
{where K is the radiuz of the sun). It then
gradially decreases with increasing depth in
the convective envelope. Ar the base of the
convection zone near v = Q.7R, there i a
pronounced  transition at all latitudes o
nearly unitorm rotation st greater deprhs
{Figt. 4). The structure of the transition is not
resolved by the data, Thus, the GONG data
support earlier dedductions thae the surface-
like differentiol rotaton i smoothed out
near the base of the convection zone and
thar the sorarion below this 2one appears to
become  independent  of  latinade,  The
(GOMNG dara currently permit reliable infer-
ences only to a depth of v = 048, and the

noticeatke is the local maximum in the retation rats a littie befow the surface in the equatorial region, This
shizar layer appears o persis! at least to mid-tiludes,
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vse of global modes vields lirtle information
near the poles (30). These inversions indi-
cate the presence of two layers with strong
horizontal shear in the mean azimuthal ve-
locity, one positioned just below rthe surface
and the other ar the base of the convecrion
zone, In contrast, gradients in £ are mild in
the rest of the convective envelope. These
results are in accord with analyses of carlier
helioseismic data. Our confidence in the
inferences made from the nearly continuous
GONG data s enhanced by the improved
determimation of frequency splittings with m,
because GONG spectra do not suffer from
daily side lobes, which plague single-site,
ground-hased ohservations.

The presence of an upper shear layer is
conststent with the observation that at low
latitudes, sunspoes and  supergranulation
patterns rotate faster than does the surface
gas (3[). Perhaps near-surface convective
maotions with overturning times that are
shorr relative to the rotation period (and
thus are only mildly influenced by Coriclis
forces) conserve their specific angular mo-
mentum as they move tadially inward and
toward the rotation axis, leading to a faster
|i|tm|dinal|1,l |.]L'|'H.“,|1.n.|("l‘|l’ rotation rate than
ar the solar surface (32). Alternatively, re-
cent numerical simulations of highly ruthu-
lert rotating convection within limited do-
mains (33} exhibit prominent shear layers
close to surfaces that bound the zone of
convection, where the radial velocity van-
ishes and across which no net stresses are
communicated. The convection models
yield such shear layers only in the presence
of intense turbulence thar has ondered
srructures, and such turbulence has not yet
been attained in models of convection in
tull spherical shells spanning a hroader
physical domain. Yet the real solar convec-
tion zone must be far more turbulent than
any flows studied by simulation (22), and
the added complexities of magnetic fields
and the ionization zones of hydrogen and

helium close o the surface of the convec-
tion zone must also be considered.

It has been conjectured that the com-
bined presence of the jonization zones and
the rapid variation in scratification near the
sutface may contribute to the lateral deflec-
tion of large-scale convective motions, pos-
sibly leading to substanrial horizonral flows
below the surface and only relarively feeble
maotions in the directly ohservable atmo-
sphere. Such giane cells are expected w
have horizonral dimensions comparable to
the depth of the convecting shell. Giant
cells have nor yet been observed with any
certainty, but the structure of the upper
shear layer as inferred from helioseismic
data, and the manner in which it varies
with latitude, may eventually provide clues
to the marure of coherent long-lived struc-
tred flows that may coexist with small-
scale turbulence within the solar conveerion
zone. The extent 1o which the shear layer
extends to higher latioudes is uncertain from
current abservations that wse the global
modes; the inversions sugeest that the shear
changes sign at mid-larirudes (Fig, 3).

An alternative way of probing the upper
shear layer is provided by helicseismic anal-
yses of acoustic wave fields wirhin a local-
ized area, with the use of time-distance or
ring-diagram methods (34). Ring analysis
applied to some GONG data is shown in
Fig. 5 I one-dimensional inversions in
depth are performed, mosaics of such mea-
surements can be used to map the mean
flows with respect o deprh beneath each
parch. The local mean horizonral flows ap-
pear to spiral with increasing depth in the
immediate subsurface layers, which suggests
thar the structure of shearing flows may be
more intricate than that deduced from the
properties of the global modes. Such local-
area techniques would benefit from higher
spatial resolution char future upprades o
GONG may provide.

The second shear layer at the base of the

A

£k (nHz)
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Fig. 4. S=ctions at labludes 07, 30°, and B0° through (&) the OLA inversian solution and (B] the LS
imvarsian sclhution (Fig. 3. Formal eror bars (=1 50 are noicated by the shadad regions {300, Both
imversions indicate hat surface-like differential rotaticn pergists through the bulk of the convection zong,
with a transition near the basa of the corvection zone 1o & ow that is consstent with latitudnally

Independeant rotafion,
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convection zone (Figs, 3 and 4) ¢ a eransi-
tion from the angular velocity profile of the
cotvective envelope to a profile of possible
solid-body rotation in the deeper radiarive
interior<35). This transition layer is likely
tin e dynamically complicated, for it is just
below, or may even be part of, the over-
shooting region in which penetrating con-
vective motions {probably in the form of
discrete plumes) are rapidly decelerared as
they encounter the stable stratification of
the interior. Helioseismic findings that the
radial gradient of the ratarion rate is sinall
in the convection zone iself have shifred
arcention 1o this ransition layer as che site
of the magnetic dynamo (36). To assess the
propertics of the region that is available for
making and storing the magnetic fields, it
wauld ke helpful to know the nature of the
stratification and rhe mean shearing lows
achieved in the transition layer. However,

0.80|
100

Morth-south
flow (ms') — )
00,40 East-west flow (m s

Fig. 5. Ring-dagram analysi of the supeposition
of local acoustic plane waves, each of which is
advected locally by the horzenld campanent of
{he mean flow beneath the solar surace. Tha pro-
ceclure Pere uses GONG mutistation data inwhich
a8 45 subraster (rvohing 967 piels and centered
o1 thes ecuator) & tracked &t the solar rotation rate
over & 56-haur intenval. (A) Mullipe rings (oorme-
sponding o diferent values of ordar i) are evident
in the cut through the &, -v power specium at
constant frequency v = 3.5 mHz, where k_and k,
are the eastward and norbward companents of
the: harizontal wawve number, (B) The dsplacement
of such rings can be used fo infer the effective
maean horizontal velocily sansad by the acoustic
wilvees aver a range of deptha (34), shown as the
spiraling se! of arows denolbing ampitude and di-
raction of ths mean flow with respect to propor-
lional radies R just beow the surface,

100
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inferences about the transition in rotation
pattern and in mean seracification are still
somewhat uncertain because of the resolu-
tion achieved in the inversions. With avail-
able dara, the charmcreristic full width ar
half maximum (FWHM) of an averaging
kernel peaked ar low lamitudes near the base
of the convection wne is roughly OOR,
which is therefore essentially the radial res-
olution. However, forward modeling and
inversions of artificial dara indicare thae the
present inversion resules are consistent wich
an abrupt ranmsition (37). Beneath this
reansition layer, down to radius 0.4R where
we can reliably make inferences with this
dara ser, the rotation of the rdiative inte-
rior appears to be much like that of solid-
bady romtion. However, although solid-
body rotation may seem plausible because it
represents the lowest energy stare for a spec-
ifted rotal angular momentum, it & oncer-
tain how this state may be achieved wirhin
the sun, Models that incorporate the trans-
pont of angular momentum by slow circula-
rions and their hydrodynamic imseabalitics
tavor an interior, and especially a core, with
a rotation rare considerably faster than that
of the solar surface (1). A weak connected
magnetic field pervading the whole of the
racdiative interior could cavse this region
rotate uniformly (38); presumably, the field
does not penetrate the shear layer, where i
would be strerched, but has been expelled
by the rurhulence (39). It has also been
suggested thar internal gravity waves excit-
ed by penetrative convection propagate in-
wand, transporting angular momentum radi-
ally (400, However, the ohserved limired
depletion of lithium in the solar envelope
places important constraings on these spin-
down processes thar would also tend to mix
material from the convection zone to the
hotter regions beneath, where the lichium
would he destroved (411,

Helioseismic probing of the deep radiarive
interior should help to resolve these ques-
LlONS; We CAn cxpect @rear improvements in
the resolution and range of depths over which
we can make reliable inferences as we accu-
mulate more data from GONG. Similar re-
sults to those in Figs, 3 and 4 have also been
derived from the GONG dara set by other
inversion methods and by forward modeling;
these results strengthen our conclusions re-
garding the rotation rare. It must be bome in
mirkl that the rotation rate we have derived
from the splittings of the global modes is a
north-south symmetric average and an aver-
age over longinade and time. Moreover, the
limited spatial resolution (42) results in
smoothing of the inferred rotation rate of the
sun. The examples of Jupiter and Satum,
which are likewise rotating, convecting bod-
tes, suggest that the sun might have strong
zomal jets and structured flows in addition o
broader variations of differential rotation. Ob-
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serving for longer periads will enable fre-
quencies to be measured even more accu-
rately, with consequent improved spatial
resolution (43), However, the mean flows
within the sum might not be steady over
periods of a year or more; in that case,
inverring time-averaged splicting data will
only provide a picture of the tme-averaged
dynamics. The analyses of wave properties
over more localized areas with the use of
time-distance or ring-diagram approaches
(341, bath of which can be accomplished
over shomer intervals in :Jhsurwnu time,
may serve as an important complement to
the sampling afforded by the use of the
global modes. The dynamics of the solar
comvection zone and deeper interior are
likely to involve a diverse range of remparal
and spatial scales of behavior (22), rthe
resolution of which will require the extend-
e imaging data sets that are now hecoming
available from GONG and associated he-
livseismic experiments.
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INTERNAL ROTATION AND DYNAMICS OF THE SUN
FROM GONG DATA

S. G. KORZENNIK
Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics

60 Garden St, Cambridge MA 02138, USA

M. J. THOMPSON
Astronomy Unit, Queen Mary & Westfield College
Mile End Rd, London F1 4NS, UK

J. TOOMRE
Joint Institute for Laboratory Astrophysics
University of Colorado, Boulder C'O 80309, USA

AND
THE GONG INTERNAL ROTATION TEAM

1. Introduction

We report inferences for the Sun’s internal rotation from GONG months
4-10 averaged power spectra.! In keeping with the international collabora-
tive nature of the GONG project, the results presented here are based on
the work of several groups around the world inverting the GONG data and
sharing their results via the world-wide web. These groups are at the Ob-
servatoire de la Cote d’Azur, Nice (T. Corbard, G. Berthomieu, J. Provost);
Theoretical Astrophysics Center, Aarhus (J. Christensen-Dalsgaard, F. Pij-
pers); Center for Astrophysics, Cambridge MA (A. Eff-Darwich, S. Kor-
zennik); QMW, London (R. Howe, M. Thompson, in collaboration with
J. Schou, Stanford); Institute of Astronomy, Cambridge (T. Sekii, D. Gough);

' This work utilizes data obtained by the Global Oscillation Network Group (GONG)
project, managed by the National Solar Observatory, a Division of the National Optical
Astronomy Observatories, which is operated by AURA, Inc. under a cooperative agree-
ment with the National Science Foundation. The data were acquired by instruments
operated by the Big Bear Solar Observatory, High Altitude Obseratory, Learmonth Solor
Observatory, Udaipur Solor Observatory, Instituto de Astrofisico de Canarias, and Cerro
Tololo Interamerican Observatory.
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University of Sydney (D. Burtonclay, Li Yan, P. Wilson); and Tata Institute
of Fundamental Research, Bombay (H. Antia, S. Chitre).

2. Key issues

The first inferences made by the team from GONG data were presented
in the special GONG issue of Science (Thompson et al. 1996). The present
paper is a report on work in progress towards a more mature understanding
of the inferences that can be drawn from the GONG data at the present
time. Two principal datasets have been used, both based on averaged 7-
month (GONG months 4-10) power spectra. One set comprises individual
m frequencies from the GONG project pipeline (Hill et al. 1996), in the
ranges ¥ < 5000 uH z and 0 < [ < 150: this set contains 109483 frequencies
with IERR and BAD flags? both zero, though individual inverters will
generally have made smaller selections and/or fitted low-order polynomials
in m to these frequencies. The second set consists of 7910 Clebsch-Gordon
a coefficients in approximately the same ranges of frequency and degree
(1111 pHz < v < 4563 uH =z, 5 < [ < 150), obtained by S. Korzennik using
a completely different frequency estimation procedure.

In addition to the global picture of the internal rotation of the Sun,
the particular aspects of the solar rotation that we have identified as likely
targets for study with these data are:

e near-surface shear layer

e shear layer at the base of the convection zone (tachocline)
e variations within the convection zone

e latitudinal constancy in the radiative interior

o

rotation of the core

Another important issue that must be addressed is the reliability of the
inferences that we make, and the sources of uncertainty. Thus we wish to
assess:

e uncertainties coming from the data reduction (peak finding)
e discrepancies from inverting different observations

e discrepancies between different inversions of the same data

Then we might hope to give an answer to the question posed by John
Leibacher during this conference: “How can we render more certain our
inferences from the data?”.

IERR+0 indicates a problem within the peak-find itself; BAD=0 indicates that the
estimated mode parameters fail some post-processing criterion
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Figure 1. Inversion of GONG project frequencies using 1 ® 1 SOLA (Aarhus group).
Contours of isorotation are shown, superimposed on a grey-scale plot of the formal errors.
A very dark background means a less reliable determination.

3. Results

Figure 1 shows the solar rotation profile inferred from individual m split-
tings using a 1 @ 1 SOLA inversion. Similar results are shown by Sekii
(these proceedings). Results from two other methods — RLS and 2D SOLA
— applied to these same data are illustrated in Fig. 2. All of the inversions
show the same overall behaviour: the persistence of surface-like differential
rotation through much of the convection zone; enhanced rotation around
r = 0.95R; a transition to essentially latitudinally-independent rotation be-
neath the convection zone. The inversions compared in Fig. 2 are in quite
good agreement, even though the RLS used individual m splittings and
the 2D SOLA used a coeflicients only up to a7. The small but systematic
differences in the convection zone (in particular at 60° latitude) need to
be investigated but probably can be understood in terms of the differences
in averaging kernels: specifically, the RLS kernels have structure near the
surface, so that the interior solution may be biased by the near-surface
rotation rate. The averaging kernels differ even more in the deeper inte-
rior, where the present data constrain the rotation rate rather poorly. The
large asymmetric horizontal bars on the high-latitude SOLA inversion at
around 0.4R indicate that the method failed to localize a kernel at this
target location.

The sensitivity to different peak-bagging reductions applied to the same
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Figure 2. Inversions of GONG project frequencies using 2D RLS (solid curves; QMW
group) and 2D SOLA (symbols; Aarhus group) at latitudes 0°, 30°, 60°. +1-o formal
errors are indicated by extra curves and by vertical error bars on the symbols; horizontal
bars represent radial resolution of the averaging kernels.

GONG power spectra is illustrated in Fig. 3, where the results of apply-
ing the same 1.5D RLS inversion to a coeflicients from the GONG project
and from Sylvain Korzennik are compared. The two panels show similar
comparisons with similar methods, but from two groups of collaborators.
The inferred differences from the two data reductions are slight in the con-
vection zone and outer radiative interior. Only in the deep interior do the
two datasets produce strikingly different results (panel a), with the project
data indicating a slow rotation while the Korzennik data favour a roughly
uniform rotation profile. Because the rotation in the deep interior is poorly
constrained, the solution in r» < 0.4R is largely a result of extrapolation
according to the regularization used. For this reason, in the inversion in
panel b, conditions of zero radial and latitudinal gradient have been im-
posed on the solution at r = 0.3R, which effectively enforces a uniform
rotation in the deep interior. While this may avoid giving a misleading im-
pression caused by a wild extrapolation in the core, it too is an a priori
prejudice and in this case serves to mask the discrepancy between the two
datasets.

To investigate the effect of inverting data from different experiments,
we have compared inversions of GONG project frequencies with inversions
of splittings derived from two-year averaged LOWL data (5 < I < 95).
Results of a 1.5D RLS inversion of both datasets are shown in Fig. 4. The
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Figure 3. Comparison of inferences from project (continuous curves, with error bars)
and SGK «a coefficients (broken curves) using 1.5D RLS. The two panels show (a) results
from CfA group; (b) results from TIFR group. The solution is depicted at latitudes 0°
(equator), 30° and 60°.
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Figure 4. Comparison of inferences from GONG project frequencies and from LOWIL
frequencies, using a 1.5D RLS inversion (CfA group). The curves with solid dots are the
GONG results (as in Fig. 3a). The solution is shown for latitudes 0° (solid curves), 30°
(dashed) and 60° (triple-dot dashed).
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main difference is beneath r = 0.5R: comparing with Fig. 3a, it is clear
that the differences would have been much smaller in this region if the
Korzennik peak-bagging of the GONG data had been used instead of the
GONG project frequencies. Given that the LOWL frequencies were deter-
mined by J. Schou using an independent peak-bagging procedure (Schou
1992), this could be an indication that the project procedure is causing a
systematic error in the inferred rotation beneath 0.5FR. Aside from that, the
most obvious differences between the LOWL and GONG inversions are in
the convection zone at 60° latitude: beneath 0.8 these would again have
been reduced by comparing instead with Korzennik GONG frequencies,
while the oscillations in the LOWL solution above 0.8 R are probably an
indication that the inversion parameters need to be chosen to give a little
more smoothing in this region.

To summarize our results on the sensitivity of our inferences to chang-
ing the observational dataset, the peak-bagging method and the inversion
technique, all three lead to some generally small but noticeable differences
in the solutions for the internal rotation. Judging from our findings, the un-
certainties from all of these are similar in magnitude. In the deep interior
(say beneath 0.4R) the solutions are more poorly constrained by the data
and the differences are larger.

A new measurement of some interest to solar dynamo theorists and
those interested in the dynamics of the solar interior is the thickness of the
tachocline (the layer at the base of the convection zone where the rota-
tion speed changes rather abruptly). According to the analysis of Spiegel &
Zahn (1992), the thickness is determined by the turbulent Prandtl number,
i.e. the ratio of the horizontal viscous diffusion coefficient to the (radiative)
coefficient of thermal diffusion. The inversion procedures have only a finite
resolution, which means that the tachocline may be much thinner than
is at first sight suggested by the fairly gradual transitions evident in the
inferred rotation profiles (Figs. 2-4). Indeed, if the regularization is modi-
fied so that a discontinuity at 0.7FR is not penalized, the solution of a 2D
RLS inversion of GONG data “chooses” to adopt just such a discontinu-
ity (compare Fig. 5a with Fig. 5b). By fitting a simple analytical model
profile to BBSO data, Kosovichev (1996) recently deduced a thickness of
the tachocline of (0.09 + 0.04) R. Using a similar model, both in a forward
sense and to interpret their inversions, Charbonneau et al. (1996) inferred
from LOWL data that the layer is thinner, probably no more than 0.06 R,
with a hint also that the tachocline is prolate. By making a nonlinear least-
squares fit to the GONG data of a rotation profile incorporating a transition
of adjustable position and width, Sekii (these proceedings) infers that the
tachocline is centred on r = 0.696F and has width 0.064R. This value is
not very different from that considered by Spiegel & Zahn. It is interesting
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Figure 5. (a) Solution at latitudes 0° (solid), 30° (dashed) and 60° (triple-dot dashed)
for a 2D RLS of GONG data, allowing the solution to adopt a discontinuity at the base
of the convection zone. Adjacent curves indicate +1-o error limits. (b) As (a) but not
allowing a discontinuity (‘standard’ 2D RLS). (c) Averaging kernels corresponding to the
solution in panel b, at target latitudes (left to right) 90°, 45° and 0° and radii (top to
bottom) 0.9R, 0.7R, 0.55R, 0.4R. (Nice group)

to note also that the value of the almost uniform angular velocity €. in
the radiative interior, about 0.94 of the equatorial value €23 in the convec-
tion zone, is another indication of the stress in the tachocline. The purely
horizontal viscous stress based on two-dimensionally isotropic turbulence
assumed by Spiegel & Zahn leads to 2. = 0.91€2g, whereas if the turbulence
were isotropic in three dimensions, and large-scale advection were unimpor-
tant, Q. would be 0.96%2, (Gough 1985). The intermediate observed value
suggests perhaps that reality lies between these two extremes. It is im-
portant to recognise also that perhaps a more radical modification to our
theoretical ideas should be entertained, such as transport by anisotropic
two-dimensional turbulence or by Lorentz forces.

With only slight differences, all our inversions show that the inferred
rotation rates at latitudes 0°, 30° and 60° converge below the base of the
convection zone. How firmly can we therefore say that the rotation in the
radiative interior is independent of latitude? To assess this, we inspect av-



124 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATION

eraging kernels (Fig. 5¢). The kernels show how the solution is a weighted
average of the true rotation rate; and hence indicate the resolution achieved.
At radius 0.7R, averaging kernels can be localized at a wide range of lat-
itudes, indicating that latitudinal variation can be well-resolved. At radii
as small as 0.4 R, however, averaging kernels corresponding to different lat-
itudes are very similar to one another and so the inferred values of the
rotation at different latitudes are in fact all similar weighted averages of
the true rotation: hence it is no surprise that the inferred rotation appears
to be independent of latitude, because the inversion has almost no latitu-
dinal resolution at those depths. (Note that at slightly greater radii, the
inferred rotation in Fig. 5b does exhibit some latitudinal variation: this may
be caused by data error.) At radius 0.55R it is still possible to localize ker-
nels at different latitudes with the GONG modeset; yet here the solution
exhibits no significant latitudinal variation. Thus beneath the tachocline
and down to 0.55R we have strong evidence that the surface latitudinal
differential rotation has been eliminated and that the rotation rate is in-
dependent of latitude. Beneath that point, however, we do not at present
have the latitudinal resolution to say from the GONG data whether or not
the rotation varies with latitude.

It is encouraging that, to a first approximation, we get similar results
for the Sun’s internal rotation using different data, different peak-bagging
procedures and different inversion methods. However, to address subtler
questions we need to understand the differences that arise from all these
three sources: these differences are fairly small throughout much of the Sun,
but are substantial in the deep interior. As the random errors are reduced
and we push our inversions harder, the systematic errors will become even
more important. Clearly, more work is still required both in peak-bagging
and in the inversions to get better agreement.
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Chapitre 5

La tachocline

La zone de transition rapide entre les deux régimes de rotation (différentielle en
latitude dans la zone convective et rigide dans la zone radiative interne), la tachocline,
fait actuellement I'objet de nombreuses études théoriques (Spiegel & Zahn 1992, Elliott
1997, Ridiger & Kitchatinov 1997, Canuto 1998, Gough & Meclntyre 1998 ).

Les caractéristiques de la tachocline (position, largeur) qui peuvent étre déduites
des observations héliosismiques constituent des contraintes importantes pour les études
théoriques de la dynamique interne.

— La connaissance de la position du centre r. et de la largeur w de la tachocline
permet de savoir si une proportion importante de la tachocline se trouve dans les
couches instables de la zone convective ou au contraire dans les couches stables
de la zone radiative. Ces parametres déterminent la zone dans laquelle peuvent
se produire des instabilités et des possibilités de mélange des éléments chimiques.
La zone de cisaillement que représente la tachocline fait de cette zone le siege
probable de la dynamo solaire (voir par exemple le modele ‘interface dynamo’

(Parker 1993, Charbonneau & MacGregor 1997)).

— Par ailleurs, le rapport de la largeur sur la position de la tachocline (w/r.) peut
étre relié directement au coefficient de viscosité horizontale et constitue donc une
contrainte importante pour la modélisation de la turbulence (Spiegel & Zahn
1992). Ce rapport peut également étre relié a 'amplitude d’un éventuel champ
magnétique interne permettant d’obtenir une rotation rigide de l'intérieur radiatif

( Ridiger & Kitchatinov 1997, Gough & Meclntyre 1998).

~ Le rapport Q¢/Q; de la vitesse de rotation de la zone radiative sur la vitesse
de rotation dans la zone convective a I’équateur est également un test important
qui permet de différencier la théorie de Spiegel & Zahn (1992) basée sur une
approximation de la viscosité turbulente avec un coefficient de viscosité horizon-
tal dominant de celle de Gough (1985) pour laquelle les contraintes verticales

dominent dans la tachocline (Gough 1997, Gough & Sekii 1998).
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Il est donc tres important de pouvoir estimer précisément les caractéristiques de
la tachocline a partir des observations de splittings. La variation latitudinale de ces
caractéristiques peut également étre un test pour la théorie (Eliott 1997). Cependant,
dans un premiere étape, je me suis restreint a 1’étude du profil équatorial de la tacho-
cline par inversion 1D des splittings sectoraux (voir § 3.1.3) assimilés a la somme des
coefficients a d’indices impairs fournis par les observateurs.

Apres avoir montré que la détermination des parametres décrivant la tachocline ne
peut pas étre menée par une simple application des méthodes d’inversion linéaires clas-
siques décrites précédemment (§5.1), je présente les deux approches que j’ai explorées,
la ‘super-résolution’ (§5.2) et la régularisation adaptative que j’ai introduite dans le
cadre de I’héliosismologie (§§5.3, 5.4). Pour ces deux types de méthodes, la stratégie de
choix des parametres de régularisation et I'estimation des incertitudes sur le résultat
calculée par simulation de Monte-Carlo sont détaillées §5.5. Les résultats obtenus sont
présentés et discutés en relation avec les théories sur la tachocline en §5.6.

5.1 Position du probleme et les différentes approches

5.1.1 Définition des parametres caractéristiques de la tacho-
cline

Les études théoriques de la tachocline fournissent des contraintes sur quelques pa-
rametres donnant le profil général de la zone de transition: le centre r., la largeur w
ainsi que les valeurs (g et €; de la rotation dans la zone radiative et au fond de la zone
convective.

Le résultat d’une inversion RLS avec une grille de discrétisation suffisamment fine
peut potentiellement conduire a une solution assez complexe au niveau de la tachocline
et il convient de définir une stratégie pour extraire de la solution les parametres que
I’on considérera comme caractérisant la tachocline.

Sachant que la rotation est rigide dans I'intérieur radiatif (au moins jusqu’a 0.4 Rg
et que la rotation de la zone convective dans le plan équatorial dépend peu du rayon
(au moins entre 0.7Rg et 0.8 Ry sur la solution LOWL Fig. 4.3a ), une possibilité est
de modéliser le profil équatorial de la tachocline par une simple fonction erreur er f de
la forme:

r— T,

0.5w

A 1 4 N
Qeg(r) = Qo+ (% — o) (1 +erf ( )) 0.4Rs < r < 0.8Rs. (5.1)

Je définis donc dans ce travail les parametres de la tachocline comme
étant ceux de la fonction erf qui s’ajustent au mieux a la rotation solaire
entre 0.4Rg et 0.8R; dans le plan équatorial.

Un ajustement de la solution obtenue par inversion donne une estimation (€, 4, w0, ;)
des parametres cherchés (€2o, 4, W, 7).
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5.1.2 Limitations de Papproche classique

La premiere question qui se pose lorsque ’on veut étudier une structure particuliere
du profil de rotation a partir des méthodes inverses linéaires est de savoir si cette
structure est spatialement résolue par I'inversion des données disponibles.

La résolution, estimée comme étant la largeur a mi hauteur des noyaux de résolu-
tion, ne dépend pas de la valeur des splittings mesurés mais uniquement de I’ensemble
de modes observés et des erreurs attribuées aux mesures de splittings. En 0.7R5 les
données actuelles conduisent typiquement a une résolution radiale entre 0.09R; et
0.11Rs et une résolution en latitude voisine de 10° (voir Tab. 4.2).

La largeur en rayon de la transition entre les deux régimes de rotation, mesurée a
I’équateur sur les profils de rotation obtenus par inversion (voir par exemple Figs. 4.3a
4.4b), se situe autour de 0.1Rg donc du méme ordre que la résolution en 0.7R;. La
premiere conclusion est donc de dire que la tachocline n’est pas résolue par les
méthodes inverses linéaires a partir des observations actuelles. La largeur
est évaluée a 0.1R; mais peut étre inférieure

5.1.3 Les nouvelles approches possibles

En utilisant 'information que 'on a déja acquise sur le profil de la rotation interne,
il est néanmoins possible de tenter de préciser les caractéristiques de cette zone a partir
des observations. Pour cela trois approches sont envisageables:

: 1 ans laquelle on suppose connue la forme générale de
1. Une ‘analyse directe’ d | 1 la f le d
la rotation et on modélise la transition avec peu de parametres (par exemple
par une fonction erf) que 'on ajuste au mieux avec les données. Il s’agit en
fait d’inversions non linéaires avec tres peu de parametres ne nécessitant pas de

régularisation (Kosovitchev 1996, 1998; Antia et al 1998; Charbonneau 1998).

2. Une ‘déconvolution locale’ encore appelée méthode de ‘super-résolution’
(Thompson 1998). Pour cela on utilise & la fois la connaissance acquise sur le profil
de rotation hors de la tachocline et I'information sur les noyaux de résolution pour
‘déconvoluer localement’ (voir Sect. 5.2) le résultat (Charbonneau et al. 1998a,

b; Corbard et al. 1998¢ (Article 3)).

3. Une régularisation adaptative utilisant des méthodes d’inversion non linéaires,
similaires a celles couramment utilisées en imagerie (Charbonnier et al. 1997) qui
préservent les variations rapides de la solution (Corbard et al. 1998a, c, d ).

Toutes ces approches ont été développées tres récemment parallelement aux études
théoriques de la tachocline. J’ai pour ma part mené une étude systématique de la
deuxieme approche en analysant 'influence, sur la détermination des parametres de la
tachocline, du choix des parametres de régularisation des méthodes d’inversion linéaires
de type ‘RLS localement déconvolué’. J’ai ensuite développé une méthode non linéaire
plus élaborée dont le principe, préserver les zones a fort gradient du processus de
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régularisation, semble plus appropriée pour I'analyse de la tachocline. Ceci correspond a
la troisieme approche ci dessus qui n’avait pas été explorée auparavant dans le contexte
de I’héliosismologie.

5.2  Obtenir une ‘super-résolution’ a partir d’une
inversion linéaire

L’idée pour cette approche est d’utiliser 'information sur la résolution de la méthode
inverse au niveau de la tachocline pour ‘inverser’ localement le processus de lissage
engendré par la régularisation. La démarche générale est donc la suivante:

1. évaluer les caractéristiques de la tachocline sur la solution obtenue par inversion

2. calculer le noyau de résolution au centre de la transition puis corriger les pa-
rametres caractéristiques de la tachocline en tenant compte de la résolution de
I’inversion

A partir de I'estimation 7. du centre de la tachocline, le noyau de résolution «(r,r.)
est approché par une gaussienne de la forme:

w(r,7e) ~ exp[—(r — r.)* | A?] (5.2)

En faisant I’hypothese que le noyau de résolution est invariant par translation dans un
domaine autour de 7. c’est a dire que k(r, 7o) a la méme forme quelque soit ro dans ce
domaine, la relation (3.27) devient une relation de convolution. Si I'on suppose que la
rotation est bien approchée par une fonction er f de la forme (5.1), alors la convolution
avec une gaussienne (5.2) donne une autre fonction erf mais de largeur plus grande
que 'on assimile a la largeur w mesurée sur le résultat de l'inversion. La relation entre
la largeur mesurée w et la ‘vraie largeur’ w est alors donnée par la largeur corrigée w.

W= w, = \/w? — 4A? (5.3)

L’hypothese selon laquelle les noyaux de résolution sont invariants par translation
n’est valable que dans un petit domaine autour de r. et I’approximation par une convo-

définie par:

lution n’est donc pas strictement correcte.

Cette technique que j’ail appelée de ‘déconvolution locale’ permet cependant d’ob-
tenir une estimation quantitative du lissage opéré par l'inversion. Elle a été introduite
par Charbonneau et al. (1998a) pour une méthode de type OLA. L’étude systématique
de cette procédure que j’ ai effectuée dans le cadre de la méthode RLS m’a permis de
fixer ses limitations et son domaine de validité (Corbard et al. 1998¢c, Article 3). Les
principales conclusions de cette étude sont reprises dans la section 5.6.

Notons enfin que cette approche suppose que le noyau de résolution est suffisam-
ment piqué pour pouvoir étre approché par une gaussienne au voisinage de 0.7R . Les
noyaux issus d’une inversion RLS avec régularisation de Tikhonov remplissent bien
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cette condition mais il s’est avéré que ce n’est pas le cas pour les noyaux associés a la
méthode (linéaire) MTSVD (voir Article 3, Fig. 6). Pour les méthodes non linéaires la
notion de noyaux de résolution perd son sens et la “déconvolution” n’est donc pas envi-
sageable. Pour la méthode MTSVD et les méthodes non linéaires, on se restreint donc
a identifier les caractéristiques de la tachocline directement a partir du profil obtenu a
’issue de l'inversion.

5.3 Vers une nouvelle approche de la régularisation

5.3.1 Pourquoi?

La régularisation de Tikhonov avec un terme quadratique permet d’obtenir un sys-
teme linéaire d’équations normales facile a résoudre mais impose une contrainte globale
sur la solution qui tend a lisser les variations rapides et ne permet pas de retrouver
d’éventuelles discontinuités. Réduire cette contrainte peut, localement, permettre de re-
trouver de forts gradients mais la perte de régularisation dans les autres zones conduit
en général a des oscillations de part et d’autre des zones de variations rapides. Ce com-
portement, appelé phénomene de Gibbs est typique pour une solution obtenue a partir
d’une régularisation de Tikhonov lorsque la fonction a reconstruire contient a la fois
des zones lisses et des zones de variations rapides.

L’idée de cette nouvelle approche est de chercher a supprimer ou a diminuer locale-
ment la régularisation dans les zones ou 1l existe de forts gradients afin de ne pas lisser
la solution a cet endroit et de conserver la régularisation ailleurs.

5.3.2 Comment?

Premieres idées

La premiere idée est naturellement d’utiliser la fonction de poids introduite dans
le terme de régularisation pour pondérer localement la régularisation. Cette piste n’a
pas été explorée en I'absence de contraintes précises sur le choix des fonctions de poids.
Nous verrons que la méthode développée plus loin utilise ce principe mais d’une maniere
totalement différente et dans un cadre plus général.

Une autre possibilité (voir Contributions 2 et 3) est d’utiliser une base de B-splines
discontinues qui ne pénalise pas, localement, un fort gradient. Cette approche appliquée
aux données GONG m’a permis de montrer que, si la possibilité est laissée a la solution
d’étre discontinue en 0.7 R, alors 'inversion RLS ‘choisit’ d’adopter cette discontinuité.
Le gain sur l'accord avec les données (le x?) est faible. Il montre que ces données
sont compatibles avec 'existence d’une discontinuité du profil de rotation sous la zone
convective.

Ces deux approches présentent néanmoins I'inconvénient de nécessiter la connais-
sance a priori de ’endroit ou 'on veut diminuer ou supprimer la régularisation.
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FiGc. 5.1 — Comparaison des normes L' et L. Les courbes en tirets représentent les
fonctions f sur lesquelles on calcule le terme de régularisation. D’aprés Blanc-Féraud

(1998).

Utilisation de la norme £!

J’ai déja évoqué la possibilité de choisir un terme de régularisation qui ne soit
pas quadratique mais qui corresponde a une norme £!. Pourquoi 'utilisation de cette
norme est-elle potentiellement plus intéressante pour notre probleme?

Le terme de Tikhonov (quadratique) discrétisé s’écrit sous la forme du carré d’une
norme £? soit HLfZH% (Eq. 4.11) ou L représente la discrétisation d’un opérateur de
dérivée premiere ou seconde. Dans le cas d’une dérivée premiere on peut donc noter
formellement ce terme par ||[V€2||2. Un terme de régularisation basé sur la norme £
sera noté HVQH1 La figure 5.1 compare les deux normes pour quatre fonctions définies
sur quatre points et variant entre 0 et 4. La norme £? est minimale pour la fonction
lindaire alors que la norme £! est la méme pour la fonction linéaire que pour les
deux premieres solutions présentant des variations rapides. Lors d’une minimisation,
Iemploi de la norme £? favorisera donc une solution lissée alors que I'emploi de la
norme L' ne permettra pas de distinguer les trois premieres fonctions f. Le choix
d’une solution plus ou moins lisse sera fait uniquement en fonction de 'accord avec les
données (minimisation du terme y?). Ceci illustre simplement le fait que la norme £*
est moins pénalisante que la norme £? vis a vis des variations rapides de la solution.
Le dernier exemple de la figure 5.1 illustre par ailleurs qu’une solution oscillante reste
pénalisée dans les deux cas.

La méthode d’inversion basée sur une régularisation avec minimisation de la norme
L' que j’ai utilisée est la méthode PP-TSVD. La minimisation de la norme £! n’étant
pas un processus linéaire, cette méthode représente une premiere tentative d’utilisation
des méthodes de régularisation non linéaires en héliosismologie. Les simulations de
Monte-Carlo (voir § 5.5) ont cependant montré que, pour un niveau de bruit similaire
a celui des données LOWL, cette méthode tend a imposer des discontinuités méme
pour des profils de rotation ayant une largeur supérieure a 0.05R;. La dispersion des
résultats des simulations rend difficile I'interprétation du résultat obtenu a partir des
données. Ceci m’a incité a explorer d’autres méthodes

Une partie des difficultés rencontrées avec la méthode PP-TSVD provient du fait
que cette méthode est basée sur une troncature SVD et un parametre de régularisation
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discret. On peut penser que la méthode de variation totale, équivalente de PP-TSVD
mais avec un parametre continu, pourrait donner de meilleurs résultats. Il est cependant
apparu qu’il était plus intéressant de considérer une classe plus générale de fonctions
de régularisation, utilisées par ailleurs en imagerie, permettant de préserver les zones
de forts gradients.

Une théorie plus générale de la régularisation

idée est de définir le critere a minimiser sous la forme générale:
L’id t de définir | t la f |
d1Q(r)

60 = 00+ [ (1550 an (5.4)

et de chercher quelles sont les fonctions ¢ adaptées a notre probleme particulier, c’est
a dire préserver les zones a fort gradients.

Remarquons que cette formulation générale du critere comprend comme cas parti-
culier la régularisation de Tikhonov pour ¢(t) = ¢* et la méthode de Variation Totale
pour ¢(t) = t.

Pour trouver les propriétés que doit satisfaire la fonction ¢, il est utile de regarder
les équations d’Euler associées a la minimisation du critere (5.4). Il est possible de
discrétiser le terme de régularisation par:

(e

(€p)p=1,n,—1 sont les poids de la méthode de quadrature utilisée pour I'intégration, L
représente 'opérateur de dérivée premiere ou seconde et |Lﬂ|p est la valeur absolue de
la composante p du vecteur LS2.

Nr—1

) dr = 1(Q) = Y e (ILQ,). (5.5)

p=1

Le critere discrétisé s’écrit donc:
J(Q) = () + Ny (Q), (5.6)
et avec les notations du § 4.1.3, on obtient les équations d’Euler par:
VIQ)=0<+<= (R'TR+NVL'B(QLQ=R"W (5.7)

ou la matrice diagonale B(€2) est définie par:

¢ (lLel,)

B = diag(b,) avec b, =c, X 7L,

(5.8)
Les éléments de cette matrice dépendent donc du gradient de la solution en chaque
point de grille. Pour ¢(t) = t* (régularisation de Tikhonov) ¢'(¢)/2t = 1, la matrice
B est indépendante de la solution et les équations d’Euler se réduisent a un systeme
linéaire. Pour une fonction ¢ quelconque les équations d’Euler ne sont plus linéaires et
la méthode de régularisation est appelée méthode de régularisation non linéaire.
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5.4 Application de la régularisation non linéaire pour
I’étude de la tachocline solaire

D’apres ’équation (5.7), il apparait que ce sont les propriétés de la fonction de poids
©'(t)/2t qui vont permettre de sélectionner les fonctions ¢ adaptées a notre probleme:

— Dans la limite des faibles gradients nous voulons préserver une régularisation de
Tikhonov, on doit donc avoir:
vy (1)

ou M est une constante non nulle positive.

— Par contre, pour les forts gradients, nous voulons diminuer, ou méme supprimer,
la régularisation, donc:
Pt
tim 20 _ (5.10)
t—oo 9t
— Il est de plus naturel de choisir une fonction qui soit décroissante entre ces deux
limites. Choisir une fonction strictement décroissante évitera par ailleurs des in-
stabilités numériques. On ajoute donc une troisieme condition sur la fonction de
poids:

992—(;) strictement décroissante sur [0, +o0] (5.11)
L’ensemble des fonctions ¢ vérifiant ces trois propriétés est tres vaste et recouvre
notamment aussi bien des fonctions convexes que non convexes. Une grande partie des
techniques de régularisation utilisées en imagerie peut rentrer dans ce cadre général de
la régularisation pour des fonctions ¢ particulieres (Charbonnier et al. 1997, Teboul et
al. 1998). 1l faut donc dans un premier temps définir la fonction ¢ vérifiant les trois
propriétés ci-dessus et paraissant adaptée a notre probleme puis trouver un algorithme
pour résoudre les équations d’Euler non linéaires.

5.4.1 Le choix de la fonction ¢

Tout d’abord il faut choisir entre fonction convexe ou non convexe. Il a été montré
en imagerie (Blanc Féraud 1998) qu’ une fonction non convexe peut étre mieux adaptée
a des gradients tres importants alors que les fonctions convexes permettent également
de retrouver des transitions relativement douces. En ce qui concerne la tachocline
solaire I'incertitude sur le gradient de rotation reste grande. Ceci est donc en faveur
du choix d’une fonction @ convexe. De plus, ce choix permet d’assurer I'existence d’un
minimum unique du critere (5.4) et évite les instabilités numériques plus généralement
liées a 1'utilisation des fonctions non convexes.
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Les propriétés de la norme £ illustrée figure 5.1 semblent intéressantes pour notre
probleme mais la fonction ¢(t) = t correspondant a la méthode de variation totale (TV)
ne satisfait pas la propriété (5.9). Notons que, la méthode PP-TSVD étant équivalente a
une méthode de variation totale, cela peut expliquer en partie les difficultés rencontrées
pour 'exploitation de cette méthode: la non dérivabilité en 0 de la fonction ¢(t) associée
peut conduire a des instabilités numériques qui se traduisent par une grande dispersion
des résultats lors des simulations de Monte-Carlo. A la lumiere du formalisme précédent
il est possible de construire une fonction ¢ proche de la valeur absolue pour conserver
les propriétés de la norme £! mais avec un comportement quadratique & 1’origine pour
préserver la régularisation des zones a faibles gradients. Cela conduit a la fonction de
régularisation convexe utilisée en imagerie par Charbonnier et al. (1994, 1997):

S(t) = 2 (g)z +1-2, “0/2(;) - (5.12)

2
)

Le parametre de régularisation 4 est utilisé pour fixer I'importance relative de la partie

quadratique et de la partie linéaire de la fonction ¢ sur le domaine de variation du

gradient de la solution. Il doit donc étre fixé en fonction de notre connaissance a priori

du gradient que 'on cherche a préserver de la régularisation. [’étude de I"influence du

choix de ce parametre sur la détermination des caractéristiques de la tachocline est
reprise §5.5.2.

5.4.2 L’algorithme ARTUR: théorie et pratique

L’algorithme que j’ai utilisé pour minimiser les équations d’Fuler non linéaires as-
sociées au choix (5.12) de la fonction ¢ est une adaptation d’un algorithme utilisé en
imagerie nommé ARTUR pour Algebraic Reconstruction Technic Using Regularisation
(Charbonnier et al. 1994, 1997).

La méthode de minimisation utilisée est basée sur un résultat théorique important
concernant la régularisation semi quadratique introduite par Geman & Reynolds (1992).

Théorie de la régularisation semi quadratique

Charbonnier et al. (1997) ont démontré le théoreme suivant ( voir aussi Geman &

Reynolds 1992):

Si la fonction ¢ satisfait les 3 propriétés (5.9, 5.10, 5.11) alors il existe une
fonction convexe v telle que:

Yt >0, 0(t) = zéﬁ% bt? 4 1(b) (5.13)

et la valeur b; pour laquelle le minimum est atteint, est unique et donnée
par:

(5.14)
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Ce théoreme permet de reformuler le probleme de la minimisation du critere (5.4) en
ajoutant une variable b, relative au gradient en chaque point de grille p =1, N, — 1.
On définit alors une nouvelle fonctionnelle:

_ Ne—1 ) B
FR.B) = @)+ 2 X ¢ {b (191,)" + 00} (5.15)
p=1
de telle sorte que:
min J(Q) = IS%IJ (2, b) (5.16)

La minimisation de ce nouveau critere porte donc sur un plus grand nombre de
variables mais celui ci présente le grand avantage d’étre quadratique relativement a 2
(si les variables b, sont fixées, d’ou le terme semi quadratique). Dans ce cas le calcul
Q2 revient a résoudre simplement un systeme linéaire. Si au contraire €2 est fixé le
théoreme précédent donne les variables b, qui minimisent le critere par:

5, _ I _

Il a été démontré par Charbonnier et al. (1997) que, pour une fonction ¢ convexe véri-
fiant les trois propriétés (5.9, 5.10, 5.11) de préservation des forts gradients, le minimum
d’un tel critere peut étre atteint par un algorithme itératif minimisant successivement
le critere relativement aux variables © et b.

Implémentation de ’algorithme ARTUR

Les considérations précédentes conduisent a un schéma itératif tres simple pour
lequel on résout a l'itération k le systeme linéaire:

(RTR+ NLTB(Q*)L)Q" =R"W. (5.18)

ot la matrice B(£2871) est calculée par (5.8) a partir du gradient de la solution obtenue
a 'itération k — 1. Il s’agit donc d’'une méthode adaptative dans laquelle I'information
sur le gradient d’une solution est utilisée pour modifier localement la régularisation a
I’étape suivante.

Il faut donc se fixer une estimation initiale, une méthode pour résoudre le systeme
linéaire, un critere d’arrét des itérations et un choix pour les deux parametres de
régularisation A et 4.

[’estimation initiale QY est choisie constante. Cela correspond a un gradient nul
partout. D’apres le choix (5.12) de la fonction ¢ et I'expression (5.8) de la matrice
B, le systeme (5.18) correspond alors a une simple inversion de Tikhonov avec A/¢
comme parametre de régularisation. Donc la premiere itération ARTUR donne
la solution Tikhonov avec A = \/§ comme parameétre de régularisation.
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FiG. 5.2 — Le trait continu montre, en fonction du rayon, le module t du gradient d’une
solution obtenue a la premiére itération de la méthode ARTUR a partir de données
stmulées correspondant a une rotation discontinue en 0.7Rs. La ligne pointillée donne,
pour chaque valeur du gradient, la valeur de la fonction de poids ¢'(t)/2t pour § =
100. Cette valeur représente le taux de régularisation qui sera appliqué a la deuxiéme
it€ration comparé a la premiére itération. Un taux de 100% signifie que ['on ne change
pas la régularisation, en dessous on ‘dérégularise’. Dans le cas présent, une diminution
> 50% de la régularisation sera appliquée dans la zone 0.65 < r/Rs < 0.75 délimitée
par les deux traits horizontaux en pointillés
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Sachant que 'algorithme ARTUR va chercher a ‘dérégulariser’ dans les zones a forts
gradients, il faut que la solution a la premiere itération ne soit pas trop lisse de facon a
déja faire apparaitre les gradients importants mais pas trop oscillante de facon a ce que
les gradients dus au bruit ne soient pas renforcés au cours des itérations. Les simulations
ont montré quun choix de X situé entre les deux stratégies antomatiques du maximum
de courbure de la ‘courbe L’ (A1) et de la Validation Croisée (Agov ) permet d’obtenir
un bon compromis entre ces deux exigences pour la premiere itération. La premiere
étape consiste donc a effectuer une inversion de Tikhonov a 1’aide d’une décomposition
GSVD de (R, L) permettant de déterminer, avec ’équivalent d’une seule inversion, Ay,
et Agev puis .

La décomposition GSVD est néanmoins cotiteuse en temps de calcul et elle n’est pas
utilisée pour les itérations suivantes. J’ai choisi d’utiliser plutét une méthode de gra-
dients conjugués pré-conditionnée. En utilisant la solution précédente de ’algorithme
ARTUR comme point de départ pour cette méthode de descente, on obtient un double
processus itératif tres performant dans lequel le nombre d’itérations nécessaires pour
trouver la solution du systeme linéaire décroit tres rapidement a chaque itération AR-

TUR.

Le choix du critere d’arrét des itérations peut étre relié au choix du parametre
d. Ce parametre pondere le gradient de la solution et, en définissant la forme de la
fonction de poids ¢'(¢)/2t, il fixe le taux de dérégularisation souhaité pour l'itération
k en fonction du gradient trouvé a l'itération k& — 1. Le taux de dérégularisation va
s’accroitre au cours des itérations jusqu’a la convergence. Donc arréter les itérations
avant convergence reviendrait aussi, mais d’une maniere moins facile a quantifier, a fixer
le taux de dérégularisation. J’ai choisi de laisser converger I’algorithme et d’étudier en
détail les implications du choix de §. Le critere de convergence utilisé est basé sur la
différence (en norme quadratique) entre les solutions de deux itérations successives:

12" — @],
192512

<107° (5.19)

Il reste donc a choisir 4. Je donne ici le principe de ce choix et les implications sur
la détermination de la largeur de la tachocline seront discutés §5.5.

Le principe du choix de ce parametre est illustré par la figure 5.2. On se base
en fait sur notre connaissance a priori du gradient cherché. Sachant que I'inversion de
Tikhonov ne permet pas de résoudre la tachocline, le gradient maximum obtenu au
voisinage de 0.7 R par cette inversion nous donne le gradient minimum attendu pour
la tachocline. On utilise la variation du gradient de la premiere itération ARTUR en
fonction du rayon pour fixer le taux de dérégularisation associé a chaque valeur du
gradient. Sur la figure 5.2, le choix 6 = 100 revient a diminuer la régularisation de
50 a 70% dans les zones ou le gradient obtenu a la premiere itération est supérieur a
175nHz/ Ry soit entre 0.65R et 0.75Rs. Ce choix est celui qui a été retenu pour les
simulations de Monte-Carlo et I'inversion des données LOWL.
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5.5 Estimation des incertitudes: influence de la ré-
gularisation et simulations de Monte-Carlo

5.5.1 Principes et difficultés

Nous avons vu la difficulté d’interpréter les incertitudes obtenues sur les solutions
des inversions linéaires régularisées. Pour une détermination globale de la rotation cette
difficulté pouvait en partie étre compensée par la comparaison des résultats obtenus
par différentes méthodes et 1’étude de leur sensibilité a la régularisation. On peut
estimer que cette approche donne un idée réaliste de 'incertitude sur le résultat mais
I'interprétation statistique reste floue.

J’al également suivi cette approche pour 1’étude de la tachocline en comparant
§5.6 les résultats de 4 méthodes d’inversion différentes (2 méthodes linéaires RLS,
MTSVD, et 2 méthodes non linéaires PP-TSVD et ARTUR) et en effectuant une étude
systématique de I'influence du choix du parametre de régularisation pour chacune des
méthodes.

Cependant, pour I’étude de la tachocline, nous cherchons des caractéristiques fines
du profil de rotation et il est apparu important de pouvoir obtenir une incertitude sur
ces quantités dont la signification statistique soit mieux établie. C’est pourquoi j’ai
réalisé des simulations de type Monte-Carlo sur 'ensemble du processus conduisant a
I’estimation des parametres. Pour cela, j’ai construit des ensembles de splittings calculés
pour des profils de rotation simulés par une rotation différentielle de la zone convective
et une transition de largeur variable vers une rotation rigide de l'intérieur radiatif.
Ces données simulées sont ensuite bruitées en ajoutant pour chaque mode une erreur
distribuée selon une loi gaussienne d’écart type correspondant a celui estimé pour les
observations.

La mise en place des simulations de Monte-Carlo sur un grand nombre de réali-
sations du bruit requiert que le processus soit optimisé (pour que 1’étude puisse étre
menée dans des temps de calcul raisonnables) et surtout puisse étre entierement au-
tomatisé. Il est donc indispensable de définir une stratégie automatique pour le choix
des parametres.

Stratégie automatique pour la ‘super-résolution’

Le choix d’une stratégie automatique s’est fait dans un premier temps en analy-
sant, sur une simulation, 'influence du choix du parametre de régularisation A sur la
détermination des parametres de la tachocline.

On s’attend a ce que le choix de A ait une grande incidence sur 'estimation w,
puisqu’il fixe le taux de lissage de la solution mais on souhaite que le résultat corrigé (ou
‘déconvolué localement’) soit beaucoup moins sensible & ce choix puisque la résolution
qui sert de terme correctif évolue également avec la régularisation.

Les figures 5.3a, b montrent que ceci est effectivement bien vérifié pour les pa-
rametres situés entre Agoy correspondant a la stratégie GCV et Ay correspondant au
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Fic. 5.3 — Variation, en fonction du logarithme du parameétre de régularisation, de la
largeur w (en fraction de rayon solaire) obtenue par lajustement de la solution par une
fonction erf et de la largeur corrigée w. apres ‘déconvolution locale’. L ¢toile indique
le choix Agev par validation croisée (§3.2.5) et le cercle le choix A;, au mazimum
de courbure de la ‘courbe L’ (§3.2.5). Les barres d’erreur représentent la qualité de
Uajustement de la solution par la fonction erf. (a, haut) Pour des données simulées
a partir d’une rotation dont la largeur est 0.05Rq (trait pointillé) et pour un niveau
de bruit faible, (b, milieu ) Comme a) mais pour un niveau de bruit correspondant

celui des données LOWL (¢, bas) Pour les données LOWL
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maximum de courbure de la ‘courbe L’ (voir § 3.2.5), lorsque le niveau de bruit est
faible (correspondant a des erreurs environ trois fois plus faibles que celles estimées
pour les observations, Fig. 5.3a). Pour un niveau de bruit plus réaliste (Fig. 5.3b) la
‘déconvolution locale’ ne parvient plus a corriger systématiquement ’estimation de la
largeur qui reste donc tres sensible au choix du parametre de régularisation méme si la
valeur corrigée est systématiquement meilleure que la valeur non corrigée.

Le choix GCV correspond systématiquement a une régularisation plus faible que le
choix au maximum de courbure de la ‘courbe L. La figure 5.3b montre que, sur cet
exemple, le choix Agoy conduit a une meilleure estimation de la largeur. Finalement
les simulations de Monte-Carlo sur un grand nombre (500) de réalisations
du bruit ont montré que la stratégie GCV donne effectivement systémati-
quement une meilleure estimation de la largeur pour des largeurs initiales
entre 0.03R; et 0.11Rg. Ce choix a donc été retenu pour la régularisation de
Tikhonov avant déconvolution locale.

Stratégie automatique pour ARTUR

Nous avons vu que le choix de X est lié aux propriétés souhaitées pour la solution
a la premiere itération. Un choix intermédiaire entre Aoy et Ap a été retenu pour les
simulations de Monte-Carlo. Les exemples des figures 5.3a, b montrent que l'on a
Az >~ 100 * Agov. On a donc choisi, pour les simulations, de calculer systématiquement
Az au maximum de courbure de la ‘courbe L et de prendre A = Az /10. Pour certaines
réalisations des erreurs ce choix correspond a une solution a la premiere itération tres
lissée et pour d’autres a une solution déja tres oscillante. Idéalement ce choix, entre
les deux limites A\j, et Agov, devrait étre effectué pour chaque réalisation des erreurs.
Le choix intermédiaire retenu correspond au choix donnant les meilleurs résultats en
moyenne sachant que, s’il était possible, un examen systématique de la solution a la
premiere itération pour chaque réalisation des erreurs pourrait conduire a de meilleurs
résultats. Lors de "application aux données LOWL, la solution obtenue a la premiere
itération avec un choix \ = AL/10 s’est avérée trop lisse et le choix A= daoy a été
retenu.

En ce qui concerne le choix de §, I’étude des propriétés du y? permet de définir un
domaine acceptable pour ce parametre. Pour les données LOWL ce domaine se situe
entre 60 et 200 (Article 4, Fig. 7). Les simulations de Monte-Carlo ont montré que 1’on
obtient un résultat optimal sans biais pour é = 100.

5.5.2 Résultats obtenus pour ’estimation des erreurs

Les simulations de Monte-Carlo ont été menées pour des rotations artificielles de
largeurs données inférieures a 0.1 Rg sur un ensemble de modes correspondant a ceux
observés par l'instrument LOWL et avec des erreurs estimées a partir de ces mémes
données.
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Ces simulations ont montré que la technique de ‘super résolution’ et
I’algorithme ARTUR permettent de retrouver les largeurs des rotations
artificielles, sans biais significatifs et avec une incertitude de +0.02R; cor-
respondant & la dispersion de 68.3%' des résultats obtenus, pour chaque
largeur, a partir de 500 réalisations différentes des erreurs.

Les simulations de Monte-Carlo ont également permis de définir la stratégie pour
le choix automatique des parametres de régularisation qui semblait la plus appropriée.
L’incertitude de £0.02R; trouvée pour la largeur de la tachocline est probablement
une limite fixée a la fois par I’ensemble de modes utilisé et par notre modélisation
du bruit basée sur 'estimation des incertitudes contenues dans les données LOWL.
Le choix des parametres étant ainsi fixé, il n’y a pas, en théorie, de raison de ne pas
faire confiance en ’estimation de 'incertitude obtenue par simulation de Monte-Carlo.
Néanmoins plusieurs considérations nous ont amenés a penser que cette incertitude
pouvait étre sous estimée.

— Premierement cette estimation de 'incertitude est basée sur notre modélisation
du bruit contenu dans les données. Cette modélisation ne tient pas compte d’éven-
tuelles corrélations et les incertitudes données par les observateurs sur une partie
des splittings peuvent avoir été sous estimées. Le fait que, pour la méthode AR-
TUR, le choix antomatique de A qui s’est révélé étre le meilleur en moyenne sur
toute les réalisations du bruit lors des simulations, n’ait pas pu étre utilisé stric-
tement pour les données tend également a montrer que notre modélisation du
bruit est imparfaite.

— Pour le niveau de bruit des données LOWIL, les simulations nous ont montré
que l'estimation de la largeur est tres sensible au choix des parametres (A pour
Tikhonov déconvoluée et 6 pour ARTUR, voir Fig. 5.3c et 5.4 respectivement). Il
semble donc difficile de ne pas tenir compte de la variation du résultat en fonction
de ces parametres et ceci m’a conduit a porter 'estimation de I'incertitude sur la
largeur a +0.03 . La comparaison de figures 5.3a et 5.3b montre cependant
que si un niveau de bruit plus faible est atteint, le choix du parametre entre les
deux limites correspondant aux deux stratégies automatiques, GCV et maximum
de courbure de la ‘courbe L’, n’aura que peu d’influence sur la solution, ce qui
devrait permettre une interprétation plus facile des résultats.

— La comparaison entre les résultats des diffrentes méthodes d’inversion, MTSVD,
Tikhonov ‘déconvolué’ et PP-TSVD, appliquées aux données LOWL met en évi-
dence une dispersion relativement importante de la largeur estimée.

L’utilisation de la méthode MTSVD sans déconvolution avec le critere GCV
donne des barres d’erreurs d’ordre 0.02R; sur 'estimation de la largeur mais
conduit a un biais correspondant a une surestimation de la largeur. Ce biais est

1. 68.3% correspond a la probabilité de se trouver & moins de 1o de la moyenne pour une distribution
gaussienne
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néanmoins relativement constant (compris entre 0.02Rg et 0.03R5 ) quelque soit
la largeur initiale entre 0.03Rg et 0.11 R . D’autre part, les simulations de Monte-
Carlo ont montré que la méthode PP-TSVD, basée sur une régularisation non
linéaire, conduit a une dispersion tres importante des résultats notamment pour
des largeurs initiales assez éloignées de la discontinuité (0.05R; < w < 0.1Rg),
ce qui rend difficile 'interprétation des résultats obtenus par cette méthode, tant
que de telles largeurs ne peuvent pas étre exclues a priori. Néanmoins, cette mé-
thode conduit, en moyenne, a une sous estimation de la largeur. L’information
sur ces bials systématiques, mis en évidence par les simulations avec les méthodes
MTSVD et PP-TSVD, a été utilisée pour fixer le domaine d’incertitude sur la
largeur de la tachocline & la valeur de +0.03Rg (Article 3).

En conclusion, les simulations de Monte Carlo m’ont conduit a fixer une
limite inférieure de +£0.02R; pour Pincertitude sur la largeur de la tacho-
cline mais le niveau de bruit contenu dans les données LOWL utilisées ne
permet pas d’assurer que cette limite est effectivement atteinte. L’ensemble
des considérations précédentes m’a amené a conclure qu’une incertitude de
+0.03 R sur la largeur de la tachocline a partir de ’ensemble des méthodes
que j’al mises en ceuvre est probablement plus réaliste.

Les autres parametres de la tachocline sont moins sensibles au choix de la régula-
risation. L’étude menée dans Corbard et al. (1998¢c, Article 3) montre cependant que
des biais systématiques provenant notamment de ’effet sur les splittings sectoraux de
la variation en latitude de la rotation dans la zone convective, peuvent exister. Ils ont
été pris en compte pour 'estimation finale de ces parametres. L’ensemble des résultats
obtenus sur 'estimation des parametres de la tachocline est résumé et discuté dans la
section suivante.

5.6 Les caractéristiques de la tachocline solaire

5.6.1 Synthese des résultats

A partir des données LOWL, la comparaison des méthodes Tikhonov déconvoluées
localement, MTSVD et PP-TSVD, l’étude systématique de I'influence du choix du
parametre de régularisation ainsi que les simulations de Monte-Carlo m’ont conduit a
une estimation de la largeur de la tachocline dans le plan équatorial de:

w/Res = 0.05 £ 0.03.

Les autres parametres de la tachocline sont moins sensibles au choix de la régularisation
et ont été estimés par:

r./Rs = 0.695 £ 0.005, o =431 +3.5nHz, Q; =459 £+ 1.5nHz.
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FiG. 5.4 — Variation, en fonction du parametre §, de la largeur de la tachocline déduite
de Uajustement de la solution ARTUR par une fonction erf (cf. Fq. 5.20)(ligne pleine).
Ce résultat correspond a linversion des données LOWL, le choix optimal de & (6=100)
désigné par les simulations de Monte-Carlo est montré par une étoile. La ligne pointillée
indique le résultat obtenu, pour chaque &, par un ajustement de la solution avec une
fonction er f sans partie linéaire (Fq. 5.1). Les lignes horizontales montrent le résultat
(indépendant de §) de Uajustement de la solution RLS (Tikhonov). La largeur corrigée
par une déconvolution locale utilisant les noyaux de résolution est w ~ 0.06 R, .
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FiG. 5.5 — Rotation solaire dans le plan équatorial déduite des données LOWL. Les
barres d’erreur verticales données en chaque point de grille sont les erreur a 1o estimée
pour la solution RLS (Tikhonov). La ligne en tirets représente la solution ARTUR
obtenue avec A = Agov et § = 100. L’ajustement par une fonction (Eq. (5.20)) de ces
deux solutions est montré respectivement par la ligne pleine et la ligne pointillée.
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Le résultat de I'inversion de ces mémes données LOWL avec une régularisation
non linéaire et 'algorithme ARTUR est présentée figure 5.5. J’ai montré que cette
solution, qui présente un double palier au dessus de r = 0.7R, est mieux approchée
si l'on ajoute une composante linéaire entre 0.7Rg et 0.8R; a la simple fonction erf
définie par 1’équation (5.1).

O —Q o
Qi) :Qg—l—% (1—|—erf (7;) 5;})) +a(r —0.7Rs). (5.20)

L’ajustement de la solution par une telle fonction conduit aux parametres suivants:

Qp = 430.5nHz Q) =452.0nHz, 1. =0.691Ry et ' =0.01R;

La pente de la partie linéaire entre 0.7 R et 0.8Rs est estimée a o = 70.0nHz/ R . La
signification du parametre {}y, valeur moyenne de la rotation entre 0.4R et le bas de
la tachocline reste inchangée et la valeur trouvée pour ce parametre est en accord avec
le résultat précédent. Néanmoins, le changement de la fonction d’ajustement donne
une signification légerement différente aux parametres ), w’ et r/ qui ne sont donc
pas directement comparables aux précédents. La valeur de la rotation en 0.8R; est
obtenue par Qj + 0.1a soit 459nHz ce qui est en accord avec I'estimation €. Le centre
r’. de la transition est trouvé légerement plus a l'intérieur de la zone radiative mais
reste compatible avec la valeur obtenue pour r.. Enfin la largeur w’ est trouvée en
dehors de 'intervalle de confiance a 1o estimée pour w. Plusieurs remarques s’imposent

concernant la comparaison des deux estimations.

— Nous avons vu qu’elles ne correspondent pas strictement a la méme définition
de la largeur de la tachocline. La figure 5.4 montre qu'un ajustement de la
solution obtenue avec ’algorithme ARTUR (pour ¢ = 100) par une simple fonc-
tion erf conduit a une largeur de 0.032R5. Néanmoins cet ajustement est moins
bon (au sens des moindres carrés) que celui obtenu avec une partie linéaire. On
pourrait des lors se demander ce que donnerait ['utilisation de ’ajustement avec
partie linéaire pour les solutions obtenues avec les autres méthodes, notamment
I'inversion de Tikhonov localement déconvoluée. En fait, pour cette méthode 1'uti-
lisation d’une telle fonction d’ajustement n’est pas justifiée car la solution, avant
déconvolution, est lissée et tres bien approximée par une simple fonction erf
entre 0.4R; et 0.8Rg et la déconvolution (supposant les noyaux de résolutions
gaussiens) ne peut que conduire & une autre fonction er f plus étroite. Ceci consti-
tue donc une différence fondamentale entre les deux approches: en cherchant a
dérégulariser localement, la méthode ARTUR est potentiellement capable
de révéler plus de détails sur la forme de la transition qu’une méthode
basée sur l’'interprétation d’une solution nécessairement lissée par un
terme de régularisation global.

— Les détails révélés par la méthode ARTUR, c’est a dire I'existence de 2 paliers
approchés par une partie linéaire au dessus de la transition, seront d’autant plus
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significatifs que la zone pourra étre considérée comme bien contrainte par les
données. En effet le processus de dérégularisation s’opere la ou de forts gradients
sont trouvés. Si cela correspond a une zone ou la solution est mal contrainte
par les données, alors le processus va tendre a produire des oscillations qui ne
devront pas étre considérées comme réelles. Autrement dit, la méthode ARTUR
est basée sur ’hypothese que la zone de fort gradient peut étre bien décrite par
les données seules sans introduction d’information a priori via la régularisation.
Seule une diminution des erreurs associées aux splittings des modes décrivant
cette zone pourra confirmer la validité de cette hypothese et par la la validité de
la structure mise en évidence.

— Les simulations de Monte Carlo, appliquées a des tachoclines de différentes lar-
geurs, ont démontré que, pour le méme choix du parametre §, la méthode ARTUR
est capable, contrairement au cas PP-TSVD étudié précédemment, de trouver
pour toutes les transitions (méme les plus larges) une incertitude du méme ordre
de grandeur. Ceci nous permet d’avoir une assez grande confiance en notre ré-
sultat. Ces simulations donnent également une estimation de I'incertitude sur la
largeur de 0.02R; mais la tres grande sensibilité de 'estimation de la largeur
au choix de ¢ illustrée Fig. 5.4 montre que cette estimation n’est réaliste que
si les simulations de Monte Carlo et donc notre modélisation de la rotation et
du bruit sont tres bonnes. Autrement dit les simulations de Monte Carlo
associées a la méthode ARTUR conditionnent non seulement la vali-
dité de I’estimation de I’'incertitude mais aussi celle de estimation de
la largeur elle méme par 'intermédiaire du choix de §. On peut estimer
pour la largeur maximale de la tachocline la valeur 0.05R; correspondant a la
valeur maximale acceptable de 200 pour 4. La prise en compte des corrélations
entre les estimations de splittings de modes différents ou entre les coefficients dé-
crivant le splitting d’un méme mode, par exemple, pourrait modifier légerement
le choix du § donnant les meilleurs résultats de simulations et influencer esti-
mation de la largeur. La encore, seule une meilleure connaissance des propriétés
statistiques des erreurs associées aux observations pourra confirmer la validité de
notre modélisation et donc la fiabilité du résultat.

— L’ensemble des points précédents souligne le fait que la méthode ARTUR suppose
qu’une tres grande confiance est accordée aux données associées a la description de
la tachocline et a la connaissance de leurs propriétés statistiques. Le y? normalisé
correspondant aux modes ayant leurs points tournants entre 0.6 R et 0.8 R est
de 1.070 pour la solution Tikhonov non déconvoluée (de largeur 0.09R ), de 1.067
pour une solution de largeur 0.05 R, correspondant a la solution déconvoluée et de
1.064 pour la solution ARTUR (de largeur 0.01 R ). L’amplitude de ces variations
est tres faible et n’est significative que si il n’y a pas de biais dans ’estimation
des splittings et des erreurs associés a ces modes. Néanmoins, de ce point de vue,
le gain di a la méthode ARTUR est double de celui atteint par la déconvolution
locale.



146 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINE

En conclusion, la méthode de régularisation non linéaire est mieux adap-
tée au probleme particulier de I’estimation de la largeur de la tachocline
que la déconvolution locale d’une méthode linéaire. La faible largeur (w =
0.01Rs) trouvée par cette méthode, associée a ’incertitude de 0.02R; is-
sue des simulations de Monte Carlo permet, méme en tenant compte de la
grande sensibilité du résultat au choix des parametres, d’exclure les largeurs
supérieures a 0.05R; comme étant représentatives des données LOWL.

Ce résultat devra bien sur étre confirmé par I’analyse d’autres données. De ce point
de vue les splittings observés par 'instrument MDI a bord de SoHO devrait se révéler
tres intéressants. Un travail sur ce sujet est en cours (Corbard et al. 1998a).

5.6.2 Comparaisons avec d’autres travaux

TAB. 5.1 — Comparaison des estimations de la position et la largeur de la tachocline pa-
ramétrée par une fonction erf (5.1). Basu (1997) utilise une paramétrisation différente
mais les valeurs reportées ici ont €té converties pour étre directement comparables. Le
résultat de Corbard (1998d) correspond a Uajustement par la fonction (5.20) compor-
tant une partie linéaire entre 0.7Rg et 0.8Ry. ) Conclusion la plus certaine d’aprés
l'étude de la sensibilité auxr paramétres.

r./Ra w/ R données
Kosovichev (1996) 0.692 4+ 0.005 0.09 +0.04 BBSO
Basu (1997) 0.7050 4 0.0027 0.048 +£0.013 GONG
Corbard et al. (1998c) 0.695 4+ 0.005 0.0 +0.03 LOWL
Corbard et al. (1998d) 0.691 £+ 0.004 0<001 0;*?'03 LOWL
Charbonneau et al.(1998a)  0.704 4+ 0.003 0.0498 +0.012 LOWL
Charbonneau et al.(1998b)  0.693 4+ 0.003 0.039 +£0.017 LOWL
Charbonneau (1998) 0.044 +£0.016 LOWL

Simultanément a mes propres investigations, d’autres travaux ont été menés sur
I’estimation des parametres de la tachocline a partir des données LOWL, GONG et
BBSO. Le tableau 5.1 compare les différentes estimations obtenues pour la largeur et
la position de la tachocline.

Mes résultats concernent la partie équatoriale de la tachocline estimée a partir des
coefficients aq, as et a5 des données LOWL. Le résultat de Charbonneau (1998b) utilise
les mémes données mais sélectionne uniquement les modes ayant leurs points tournants
entre 0.5R; et 0.8 et les valeurs reportées tableau. 5.1 concernent également la
composante équatoriale de la tachocline. Ce résultat a été obtenu par ajustement (par
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minimisation du y?) d’un modele & 9 parametres par algorithme génétique, il est direc-
tement comparable et en bon accord avec mes propres résultats montrant une tachocline
équatoriale tres étroite, située sous la base de la zone convective définie par la limite
de la stratification adiabatique et estimée & 0.713 £ 0.001 R par Basu & Antia (1997).

Les résultats de Kosovitchev (1996) et Charbonneau et al. (1998a) portent sur
Iinversion, également par minimisation du y? pour un modele de rotation avec peu
de parametres, des coefficients as uniquement et représentent donc une moyenne en
latitude sur la composante latitudinale des noyaux de rotation associés a ce coefficient.
D’apres (2.12) et (A.7) cette composante est proportionnelle a sin?(0)(5 cos? —1). 1l se
trouve que cette fonction change de signe au voisinage de § = 60°, ce qui correspond
a la colatitude ou il y a également un changement de signe du gradient de rotation
au niveau de la tachocline. Cette propriété tend donc a faire en sorte que la signature
de la tachocline soit essentiellement incluse dans le coefficient as mais la comparaison
avec le résultat obtenu a I’équateur n’est possible que si I’'on suppose que la tachocline
est a symétrie sphérique (position et largeur indépendantes de la latitude).

Enfin les résultats de Charbonneau (1998) et Basu (1997) supposent explicitement
la symétrie sphérique. L’analyse de Charbonneau (1998) est basée sur 'utilisation de
réseaux neuronaux qui peuvent étre considérés comme des estimateurs statistiques
différents de celui du y? et celle de Basu (1997) utilise une paramétrisation différente
de la tachocline qui conduit, a partir des données BBSO, a des résultats tres similaires
a ceux de Charbonneau et al. (1998a) concernant les données LOWL.

Ces résultats issus de méthodes d’analyse tres différentes sont globale-
ment consistants. Seul Kosovitchev (1996) trouve une largeur supérieure a
0.05Rz; mais 'incertitude estimée sur cette valeur est aussi la plus grande.
Tous situent le centre de la tachocline significativement (a 1o) sous la base
de la zone convective. Néanmoins, la position maximale en rayon de la partie
supérieure de la tachocline compatible avec les incertitudes a 1o est com-
pris entre 0.715 R et 0.757R; pour ’ensemble des analyses donc toujours a
I’intérieur de la zone convective.

5.6.3 Implications pour les modeles de la dynamique interne

Plusieurs modeles théoriques ont été développés pour décrire la tachocline qui pré-
disent d'une part sa largeur et d’autre part le rapport ¢ = Q4/€; ou la latitude ¢ a
laquelle la rotation a la base de la zone convective est égale a celle de I'intérieur radiatif

Qp.

Le rapport ¢ = Q/Q; et Pangle ¢

La rotation rigide de la zone radiative déduite des observations est estimée a 430 +
bnHz (§4.3.2, voir aussi Article 3). La figure 5.6 montre, en fonction de la latitude, le
profil de rotation trouvé a partir des données MDI au fond de la zone convective c’est a
dire .. = 0.7T13R5. D’apres cette figure, la rotation rigide de I'intérieur radiatif, c’est a
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F1G. 5.6 — Variation de la rotation au fond de la zone convective (r.. = 0.713Rgz) en
fonction de la latitude correspondant a la solution (Fig. 4.5) obtenue par inversion 2D
des données MDI ( ). Les lignes (- ) montrent les incertitudes a lo. La
prédiction théorique de Spiegel et Zahn (1992) donne la valeur de la rotation rigide de
la zone radiative comme étant égale a celle du fond de la zone convective a ® = 42° de

latitude qui conduit a une valeur de Qo comprise entre 419 nHz et 425 nHz (------ ).
Le domaine hachuré donne ['intervalle de confiance a 1o pour Qg tel qu’il est déduit
des données (Qg = 430 + 5nHz, voir §4.3.2). Ceci correspond a une angle ® compris
entre 29° et 42°. Les lignes (—-—--—-- ) correspondent a la théorie de Gough (1985).
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dire a la base de la tachocline (430 +5 nHz) correspond, compte tenu des incertitudes
sur la solution de I'inversion, a la rotation en 0.713 R pour des latitudes entre 29° et
42° soit:

29° < @ < 42° (5.21)

Par ailleurs, les valeurs g = 430 4+ 5nHz, et ©; = 460 £+ 4nHz compatibles avec
les observations MDI (figure 5.6) et LOWL (Article 3) conduisent a un rapport
0.92 < g < 0.95. Ces résultats ont été obtenus par inversion RLS 2D avec un terme
de régularisation global de Tikhonov. Si I'on considere maintenant le résultat de la
méthode ARTUR (1D) appliquée aux données LOWL (Fig. 5.5), la rotation dans le
plan équatorial présente deux paliers entre 0.7Rg et 0.8Rg. Le premier palier (autour
de 0.713 R ) correspond & une valeur de la rotation de 453nHz ce qui conduit & un rap-
port ¢ = 430/453 = 0.95 et, compte tenu des incertitudes, a un intervalle de confiance
0.93 < g < 0.97. L’ensemble des inversions sur les données LOWL et MDI indiquent
donc:

0.92 < ¢<0.97 (5.22)

Le modele proposé par Spiegel et Zahn (1992) décrit la tachocline comme une couche
limite turbulente créée par les instabilités de cisaillement sous la zone convective. Ils
supposent que la viscosité horizontale domine dans cette couche ce qui permet d’obtenir
une rotation indépendante de la latitude a la base de la tachocline. Dans cette théorie,
une rotation différentielle en latitude est imposée a la base de la zone convective comme
une condition aux limites pour la description de la tachocline. Ce modele conduit a
une prédiction de & = 42° pour la latitude a laquelle la rotation a la base de la zone
convective correspond a la rotation rigide a la base de la tachocline. La prédiction
de la théorie de Spiegel et Zahn se situe donc a la limite supérieure de l'intervalle de
confiance (5.21) a lo basé sur les observations.

Le modele de Gough (1985) suppose au contraire une turbulence a trois dimensions
avec un terme de viscosité verticale important. Cette théorie nécessite I'introduction
d’un processus supplémentaire pour rendre rigide la rotation a la base de la tachocline
et prédit une valeur de 0.96 pour le rapport ¢ = €29/£2;. Seule U'inversion ARTUR place
cette prédiction dans l'intervalle de confiance (5.22) basé sur les observations.

A titre de comparaison, en prenant ; = 460nHz (Fig. 5.6) la prédiction de Spiegel
et Zahn (® = 42°) conduit a Qy ~ 422nHz et a un rapport ¢ ~ 0.92 et la prédiction
de Gough (¢ = 0.96) conduit a Q¢ = 442nHz ce qui correspond (d’apres la Fig. 5.6) a
¢ = 26°.

Les observations conduisent donc d’une maniére générale a des valeurs
intermédiaires entre les deux prédictions théoriques avec lesquelles elles
sont marginalement en accord a lo.
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La largeur w

En ce qui concerne la largeur de la tachocline, la théorie de Spiegel et Zahn donne
une relation entre la largeur w de la tachocline, la position du bas de la zone convective
r.. = 0.713R, la valeur de la rotation rigide de l'intérieur radiatif €y, coefficient de
viscosité horizontal vy, le coefficient de diffusivité thermique k et la fréquence de Brunt-

Vaisala N.
0.955 \/QO AR 5.23

Cette expression permet de relier les propriétés de la turbulence a l'intérieur de la
tachocline a I’estimation de sa largeur. Cependant la fréquence de Brunt-Vaisala décroit
rapidement vers 0 a la base de la zone convective et 'utilisation de cette formule requiert
de supposer 'existence d’une zone de pénétration convective située juste sous la base
de la zone convective et d’obtenir une estimation de la fréquence de Brunt-Vaisala au
fond de cette zone. Un modele solaire (Morel et al. 1997) donne x ~ 107 cm? s™! et des
valeurs de N comprises entre 100uHz et 200pHz autour du centre de la tachocline. On
peut prendre une valeur moyenne N ~ 150pHz ce qui correspond a Q5/N ~ 31072, Une
largeur de la tachocline de w = 0.01 Rz comme celle déduite des données LOWL par
la méthode ARTUR conduit alors a un fort coefficient de viscosité horizontale de vy =
2 10° cm? s71 alors que la valeur limite en accord avec les observations, w = 0.05R),
conduit & vy = 3 10° cm? s71. Il faut noter que dans la théorie de Spiegel et Zahn,
la largeur de la tachocline n’est pas définie par une fonction erf mais par la distance
entre le bas de la zone convective et I’endroit ou la rotation équatoriale devient égale
a la rotation rigide. Pour la solution ARTUR (Fig. 5.5) cela conduit a une largeur de
2571, Ces estimations
donnent des ordres de grandeurs pour vy mais cette quantité variant en puissance

0.063 R et & un coefficient de viscosité horizontale vy = 10° cm

quatrieme de l'inverse de la largeur, obtenir une incertitude relative raisonnable sur
cette quantité exige une définition précise de la largeur et une incertitude relative
faible sur celle-ci.

Kumar & Quataert (1997) et Zahn et al. (1997) ont suggéré qu’un autre mécanisme
basé sur le transport du moment angulaire par des ondes de gravité générées a la base
de la zone convective peut conduire a I’établissement d’une rotation rigide de I'inté-
rieur radiatif. Néanmoins Gough & Meclntyre (1998) suggerent, par comparaison avec
les observations de l'interaction entre ondes de gravité et rotation dans ’atmosphere
terrestre, que ce processus devrait au contraire tendre a engendrer une rotation diffé-
rentielle en latitude a la base de la zone convective et ne peut se révéler efficace pour
supprimer la rotation différentielle que beaucoup plus profondément dans le ceeur. Ces
auteurs pensent donc que seul 'existence d’'un champ magnétique poloidal a grande
échelle permet d’expliquer la rotation rigide et donnent une relation entre la largeur de
la tachocline et la valeur du champ magnétique valable sous la méme approximation
que précédemment pour la valeur de Qq/N.

9
1By =5 1071 (r—) (Gauss) (5.24)
w
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Les estimations, obtenues avec ARTUR, r. = 0.691R; et w = 0.01 R5 conduisent a un
champ magnétique By ~ 180 Gauss. La encore il ne s’agit que d’un ordre de grandeur
car la puissance neuvieme impose, pour obtenir une incertitude relative faible sur la
valeur du champ, d’avoir une définition précise de la largeur de la tachocline et une
incertitude relative tres faible sur cette quantité. Je note cependant que cette valeur du
champ magnétique est compatible avec la limite supérieure de 0.3 M G estimée par Basu
(1997) a partir de I'analyse des coefficients d’indices pairs décrivant les splittings des
données GONG. Cette limite proposée par Basu correspond a une borne inférieure pour
la largeur de la tachocline de 0.0044 R, valeur qui ne peut pas étre exclue actuellement.
A Topposé, la limite supérieure de 0.05R; trouvée par inversion pour w donne une
valeur limite inférieure de 10™* Gauss pour le champ magnétique.

Notons enfin que, dans la théorie de Gough & Mclntyre(1998), la circulation mé-
ridienne qui se produit dans la tachocline a pour effet d’homogénéiser I’abondance en
hélium et d’expliquer la différence en vitesse du son entre le Soleil et les modeles mise
en évidence dans une étroite zone sous la zone convective par les inversions des fré-
quences d’oscillation (voir par exemple Gonezi et al. 1998). En assimilant la largeur de
cette zone a celle de la tachocline Elliott et al. (1998) trouvent une largeur de 0.018 R
en accord avec la solution obtenue par ARTUR.
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ABSTRACT

This poster gives some results obtained by inverting
the first GONG datasets for the rotational splittings
with a full 2D Regularized Least-Squares (2D RLS)
method. The resolution of the inversion is studied
using averaging kernels and a low regularization lead-
ing to an upper limit of 0.1« for the width of the
transition zone at the base of the convective zone. In
addition, preliminary works on the introduction of a
discontinuous basis of B-splines is presented and we
show how this leads to averaging kernels that are bet-
ter localized on each side of the discontinuous break-
point.

1. Basic equations and inverse method

For a mode of oscillation (n,l), the observed fre-
quency shift due to the angular velocity Q(r,p) (r
being the normalized solar radius and g the cosine
of the colatitude) is related to the solar model by the
linear expression:

141
Al’n[rn = / / -[{nlrn (7,7 ,U)Q(7~ [,l)d?d/,l (1)
J—-1.J0

where the kernel K, (r. 1) associated with the
mode depends on the model and is assumed to be
known exactly.

The inverse method used is a 2D RLS method in
which we search the unknown rotation as a linear
combination of piecewise polynomials, projected on
a tensorial product of B-spline basis (Corbard et al.,
1996). The distribution of break points in radius is
calculated such that the number of observed modes
having their turning points between two consecutive
break points is constant. We can define at each break
point the kind of connection which is required be-
tween the right and the left pieces of polynomials.
Formally, the rules of connection can differ from one
break point to the next: at some of them, the poly-
nomials can be discontinuous, at some others the left
and right pieces can be tied to fulfilling the continu-
ity of their first derivatives or only of the polynomi-
als themselves, ...etc. In this work this possibility is
used to allow the solution to be discontinuous at a
given break point. In this case the regularization is
applied on the left and right sides of the break point
separately.

The spatial resolution of the inversion at a point
(ro, fto) can be estimated by the the radial and lat-
itudinal full widths at mid height of the so called

averaging kernels w(ro, pto, 7, p1) defined in Corbard

et al. (1996).

2. GONG datasets used

The first dataset (dataset I hereafter) is a combina-
tion of both concatened spectra of GONG months
4 to 8 for degrees lower than ! = 30 and averaged
spectra concerning GONG months 4 to 7 for de-
grees up to ! = 150. It contains 1987 modes with
1200 < vy, < 5000 pHz. Splittings are given by their
expansion on Legendre polynomials with coefficients
up to ay.

The second dataset (dataset II) has been obtained
from averaged spectra of GONG months 4 to 10 for
degrees 2 < [ < 150. It contains 2103 modes (n,I)
! < 150 with 1200 < vy,; < 5000 pHz. Splittings are
given by their expansion on orthogonal polynomials
with coefficients up to ag. The orthogonal polyno-
mials are defined in Ritzwoller & Lavely (1991).

In both cases individual splittings and their corre-
sponding errors have been calculated from their ex-
pansion on polynomials and inversions have been
performed from these individual splittings.

3. Results from dataset I and low regularization

) (nHz)
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Figure 1: Rotation rate versus solar radius for latitudes
0,30,60,90° obtained with dataset I

Figure 1 shows the inferred rotation rate for a choice
of trade-off parameters that tends to minimize the
x? value rather than the regularization term. This
leads to a solution with some oscillations especially
in zones near the solar pole where the solution is not
well constrained by the data but the transition zone
is less smoothed by the regularization term. Com-
pared to results obtained with an optimal choice of
trade-off parameters based on an L-curve analysis
(Corbard et al. 1996), this inferred rotation rate has
a sharper transition zone (about 0.10R.) and the
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averaging kernels at this location (r = 0.7Rg) are
better peaked with an increasing radial resolution
(Ar = 0.08 R at mid latitude). Inversion performed
with lower regularization doesn’t enable to produce
better radial resolution and increases the effect of
input errors. Thus, this inversion is the one that
gives the best radial resolution at this target loca-
tion without increasing too much the effect of input
errors. The fact that the width of the transition zone
decreases when the resolution increases allows us to
say that the transition occurs in a zone between 0.66
and 0.76 solar radius but it might be sharper.

At 0.55R., averaging kernels are. for this inversion,
sufficiently well localized in latitude so that the lat-
itudinal independence of the inferred rotation rate
at this depth can be considered as real. Below this
depth we find again a latitudinal dependence but this
may be an artifact of the errors and this latitudi-
nal dependence below 0.55R is of lower importance
with dataset II.

4. Preliminary works using dataset IT and a
discontinuous Basis of B-splines

350 400 450

Qlr,u) (nHz)
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Figure 2: Rotation rate versus solar radius for latitudes
0, 30,60, 90° obtained with dataset I. (a) Without discon-
tinuous basis (b) With a basis discontinuous at 0.7Rg

The solution obtained from dataset II is shown on
the Fig. 2a for radius above 0.4F:. The inferred
rotation rate is in good agreement with the previous
one for latitudes below 60° and is less oscillating near
the pole. As the observed modes and the trade-off
parameters are the same as for dataset I, we can
think that these zones are now better constrained by
the data. Nevertheless we can not exclude that the
regularization acts not exactly by the same way on
the two datasets so that the regularization could be
more important with dataset I1.

We are studying the possibility of using a discon-
tinuous basis of B-splines to estimate the thickness
of the transition zone. An example is given on the
Fig. 2b that shows the solution obtained when we
allow the rotation to be discontinuous at the base of
the convection zone (0.7R:). The y? value obtained
for this solution and the resolutions are almost the

same than with the standard basis indicating that
the data are compatible with a very sharp transition
zone.

Averaging kernels obtained at the equator and
0.69R are shown on Fig. 3 (full lines) for the so-
lutions obtained with and without setting a discon-
tinuous basis at 0.7Rs. Although, without discon-
tinuous basis the averaging kernel was equally dis-
tributed around 0.7Rs, with a discontinuous basis
the major part of the kernel is below 0.7Rs. By this
way the value of the rotation rate obtained at 0.697
is less influenced by the true rotation above 0.7R,
and this could explain its lower value in Fig. 2b than
in Fig 2a. This may argue in favor of a solid rotation
up to 0.69Rs but this conclusion would have been
more reliable if the averaging kernel had strictly no
part above 0.70Rs. Furthermore the new averaging
kernel is more oscillating between 0.72 and 0.9R.,
so that its interpretation is harder. A symmetrical
example is shown on Fig. 3 (dashed lines) by the av-
eraging kernels calculated at the equator and 0.71 R,
with and without allowing the rotation to be discon-
tinuous at 0.7[7:. This could explain by similar way
the higher value obtained just above 0.7R: when we
perform the inversion with a discontinuous basis.

This work is very preliminary and we think that nu-
merical experiments on the reconstruction of some
arbitrary given test rotation rates should be useful
to calibrate the effect of introducing a discontinuous
basis.
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Figure 3: Averaging kernels computed at the equator and
0.69R (full lines) or 0.71 R (dashed lines). (a) Without
discontinnous basis, (1)) With a basis discontinuous at

0.7R.
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Abstract. Helioseismic inversions, carried out for several years
on various ground-based and spatial observations, have shown
that the solar rotation rate presents two principal regimes: a
quasi-rigid rotation in the radiative interior and a latitude-
dependent rotation in the whole convection zone. The thin layer,
named solar tachocline, between these two regimes is difficult to
infer through inverse techniques because of the ill-posed nature
of the problem that requires regularization techniques which, in
their global form, tend to smooth out any high gradient in the
solution. Thus, most of the previous attempts to study the rota-
tion profile of the solar tachocline have been carried out through
forward modeling. In this work we show that some appropriate
inverse techniques can also be used and we compare the ability
of three 1D inverse techniques combined with two automatic
strategies for the choice of the regularization parameter, to infer
the solar tachocline profile in the equatorial plane. Our work,
applied on LOWL (LOWL is an abbreviation for low degree
denoted by L) two years dataset, argue in favor of a very sharp
(0.05 £ 0.03R) transition zone located at 0.695 £+ 0.005R,
which is in good agreement with the previous forward analy-
sis carried out on Global Oscillations Network Group (GONG),
Big Bear Solar Observatory (BBSO) and LOWL datasets.

Key words: Sun: interior — Sun: oscillations — Sun: rotation —
methods: numerical

1. Introduction

Helioseismic inversions of the solar p-modes frequencies split-
ted by rotation have shown that there is, at the base of the con-
vection zone, a thin transition layer separating two regimes of
rotation, a strong differential rotation in the convection zone and
a quasi rigid rotation in the radiative interior (e.g. Thompson et
al. 1996; Corbard et al. 1997). This layer, called tachocline, is
supposed to play an important role in the solar dynamo, in the
transport of angular momentum and in the mixing of chemi-
cal elements. Its position 7. and thickness w give constraints
to the theories describing its structure and evolution (Spiegel

Send offprint requests to: T. Corbard

& Zahn 1992; Gough & Sekii 1997). Different estimations of
these parameters have been obtained so far mostly by using
forward methods (Kosovichev 1996; Charbonneau et al. 1997,
Basu 1997).

The aim of this work is to test and compare the ability of
some inversion methods to infer the location and the width of
the solar tachocline, and then to apply these methods to helio-
seismic data. We compare three 1D least-squares methods. They
differ essentially by the mean used to regularize the ill-posed
inverse problem of inferring the equatorial solar rotation rate
from the observed frequency splittings. The first method is the
most commonly used Regularized Least-Squares (RLS) method
with Tikhonov regularization (Tikhonov & Arsenin 1977), the
second one is the Modified Truncated Singular Value De-
composition (MTSVD) introduced by Sekii and Shibahashi
(1988) which uses a regularization term of the same form but
with a discrete truncation parameter instead of the continuous
Tikhonov regularization parameter. The third method, intro-
duced by Hansen & Mosegaard (1996), is called Piecewise Poly-
nomials TSVD (PP-TSVD) and is a modification of the MTSVD
method that can preserve discontinuities of the solution.

In Sect. 2, we briefly recall the inverse problem and define
our parameterization of the tachocline. Sect. 3 gives the two
strategies studied in this work for inferring the rapid variation
of the rotation. We test these methods by inverting artificial
data in Sect. 4 and then, in Sect. 5, we use this study in order
to infer the location and thickness of the solar tachocline in the
equatorial plane from data observed by the LOWL instrument
(Tomezyk et al. 1995).

2. Direct analysis and parameterization of the tachocline

Frequency splittings Avym = Vnim — Vni—m between modes
with the same radial order n and degree [ but different azimuthal
orders m are induced by the solar rotation €(r, #) expressed as
a function of the radius r and colatitude 6. For a slow rotation,
assumed to be symmetric about the equator, and moderate or
high degree modes, these splittings are given by:

Z rRo
Alpim=m / / Ku(r)P™(cos 0)> Q(r, 0) sin dr df, (1)
0J0
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where K,,;(r) are the so-called rotational kernels that can be cal-
culated for each mode from a solar model (Morel et al. 1997).
In the following, they are assumed to be known exactly. There
exists additional terms that are not taken into account in Eq. (1)
but, as discussed in Corbard et al. (1997), they do not influ-
ence inversion above 0.4R. As the aim of this work is not to
sound the rotation of the core, Eq. (1) is a good approximation.
P/"(cos f)) are normalized Legendre functions. Their asymp-
totic property leads, as discussed by Antia et al. (1996), to the
following expression that shows the sectoral (i.e. [ = m) modes
splittings as weighted averages of the equatorial rotation rate
Qeq(r) = Q(r,90°):

Re
Aanl ~| Knl(r) Qeq(r) dr. (2)
We note that the validity of this 1D approximation is I-
dependent. Indeed, the higher the degree, the more the latitudinal
kernel P}(cos 6)* sin 6 is peaked at the equator.

Following Charbonneau et al. (1997), we define the location
and the width of the transition zone in the equatorial plane as the
parameters 7, and 0 respectively of the following er f function
which fits the rotation law in this plane:

R _f,
Q) = D0+ 5 (@1 — ) <l+e7“f (7"0.5; )) 3)

Here Qo and Ql represent the mean values of the rotation in the
radiative interior and in the convection zone respectively.

In order to compare different 1D inverse methods, we have
built several sets of theoretical sectoral frequency splittings that
correspond to different given rotation laws with fixed parameters
re, w, 0, 1 but with a function of the colatitude in order to
mimic the latitudinal differential rotation of the convection zone:

Q(r, 9)=QO+1(Q1 — Acos®—Bcos¥ — Qo)<1+ erf(r - 7"(:)> @
2 0.5

Evidently, for any choice of constants A and B, the searched
parameters for these rotation laws are 7. = r,, 0 = w, Qo =Q
and Q; = Q. We compute the splittings Av,,;; from Eq. (1) for
a set of modes corresponding to the set of LOWL data used in
Corbard et al. (1997) and we add a normally distributed noise
bvpy € A7(0, 0yy). For each mode (n, [) the standard deviation
of the noise o,; has been taken equal to:

Ont = ®)

where 7,,; is the error derived from the observers’ uncertainties
for a splitting Avy,;;, and k is an integer used to vary the level of
the noise that we introduce in the data. Doing this, we take into
account the fact that the error obtained on the observed splitting
varies with the frequency and the degree of the mode which is
certainly more realistic than taking the same average standard
deviation for all the modes. From those noisy splittings, the
equatorial rotation profile is obtained by inverting Eq. (2) and
this profile is then fitted by the er f function Eq. (3) leading to
the parameters 7., w, g, ; which will be compared to the
initial parameters.

3. Strategies for inferring rapid variations of the rotation

The three inverse methods used in this work are detailed in Ap-
pendix A. They all use a grid of 50 points in radius distributed
according to the density of turning points of observed modes.
The most important difficulty in inferring the thickness of the
tachocline from inverse methods results from the fact that the
problem of solving Eq. (2) is an ill-posed problem and this is
strengthened by the fact that rotational kernels give redundant
information about the outer part of the sun whereas they have
only low amplitude in the solar core for the observed mode
set. Numerically, this produces a high value for the condition
number (defined as the maximum singular value divided by the
smallest singular value) of the discretized problem Eq. (AS)
(typically Ayuas/Amin =~ 2 x 108 in our implementation) and
the singular values decay rapidly. This high value of the con-
dition number means that the solution of the initial problem
is highly sensitive to the numerical errors and the noise con-
tained in the data. Therefore we have to introduce some a-priori
knowledge on the rotation profile. Unfortunately this regular-
ization tends to smooth out every rapid variation in the solution.
By using global regularization, we make the implicit assump-
tion that the real rotation is smooth everywhere and therefore
the information about the thickness of a rapid variation of the
rotation profile is not directly readable from the solutions ob-
tained by classic inversions. There are however several ways for
overcoming these difficulties.

3.1. Local deconvolution of the result obtained from linear in-
versions: the use of averaging kernels

The first way is to have a good understanding of the process by
which the inversion smoothes the solution: using this informa-
tion, we may be able to inverse this process and to acquire a
more realistic view of the rotation. This is what Charbonneau et
al. (1997) have done in combination with the so-called Subtrac-
tive Optimal Localized Average (SOLA) (Pijpers & Thompson
1992, 1994) method. This can be generalized for any linear in-
version as RLS method used in this work. The solution (1)
obtained at a target location r can be viewed as a weighted av-
erage of the ‘true rotation’ €)(r), the weighting function being
the averaging kernel x(r, ro) that can always be estimated at any
To-

Ro
Q(ro) = / K(r, r0)S(r) dr. (6)

0

If we suppose that the averaging kernels obtained at any depth
can be approximated by a translation of the averaging kernel
obtained at the middle of the transition i.e. x(r, 7*.), then we can
define k. by k.(r — 7.) = k(r,7.) and Eq. (6) reduces to a
convolution equation:

Ro
Q(rg) = / Ke(r — 10)UT) dr < Q1) = Ko(r) * Q(r) 7
0
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Finally, if the ‘true rotation’ can be well approximated by an er f
function of the form given by Eq. (3), and if we approximate
the kernel x.(r — ro) by a Gaussian function of the form:

Ke(r — 1) 22 exp [—(r — 1o)*/AZ] (8)

then the inferred solution is also an erf function of the form
Eq. (3) but with a larger width 0. A simple deconvolution gives
the following relation between the searched width @ and the
inferred width w:

i =, = /12 — 4AZ, )

which defined the corrected inferred width ...

This result is valid only under a large number of assump-
tions that may be quite distant from the reality. Especially the
reduction to a convolution form is certainly not valid because
of the extent of averaging kernels that tend to increase rapidly
toward the solar core. Moreover the profile of the rotation rate
may be much more complicated than a simple er f function.
However, the tachocline is thin and the averaging kernels have
nearly the same profile in its whole extent. Thus this is certainly
a good approach to get a quantitative idea of how the inversion
enlarges the ‘true rotation’ transition. We note that if we ob-
tain A, > /2 this certainly means that some of the previous
assumptions are not valid. In this work, we have applied this
‘deconvolution method’ on the solutions obtained by Tikhonov
inversions computed as explained in Appendix A.1.. We esti-
mate that this cannot be made for MTSVD method because
the corresponding averaging kernels are less well peaked and
exhibit a more oscillatory behavior (see Fig. 6 hereafter).

3.2. Non linear regularization

The second way to estimate the location and thickness of the
tachocline, is to build inverse methods that are capable of pro-
ducing solutions with steep gradients. The idea is to apply a lo-
cal regularization instead of the global Tikhonov regularization
term. This leads to a non linear problem and piecewise smooth
solutions. This approach has recently found useful applications
in image processing for edge-preserving regularization (Aubert
et al. 1994) and total variation (TV) denoising (Vogel & Oman
1996, 1997). In particular, the TV of f is defined as the 1-norm
of the first derivative of f and this is the definition of smooth-
ness that we use in the PP-TSVD inverse method. Therefore,
the results obtained by this method, detailed in Appendix A.2.,
represent a first attempt to use this class of inversion with non
linear regularization on helioseismic data.

4. Tests with artificial data: results and discussion
4.1. The key: how to choose regularization parameters

Whichever regularized inverse method we use, a very impor-
tant point is the choice of the regularization parameter which
can be a discrete truncation parameter £ (MTSVD, PP-TSVD,
Eq. (A12)) or a continuous parameter A (Tikhonov, Eq. (A9)).
This choice is specially important if we want to infer a quantity

(nHz)

(x Ro)

Logyo(A)

Logo(A)

Fig. 1a—d. Inferred parameters Qo, Q4, 7e, W and corrected inferred
parameter w. against the logarithm of the Tikhonov regularization pa-
rameter \. Error bars result from the fit of the solution by an er f func-
tion taking into account the propagation of noise through the inverse
process but not the existing correlations between the results obtained
at two different radius. The initial parameters are indicated by dashed
lines. The GCV and L-curve choices are shown by the full star and the
circle respectively. The input rotation law was not dependent on the
latitude (A = B = 0) and the level of noise was small (k, = 10).

like the width of a zone with high gradients which is directly
affected by the regularization. Several methods for choosing
the regularization parameter have been proposed that tend to
establish a balance between the propagation of input errors and
the regularization (see e.g. Badeva & Morozov (1991), Thomp-
son & Craig (1992) and Hansen (1992, 1994) for a general
review and Thompson (1992), Barett (1993) and Stepanov &
Christensen-Dalsgaard (1996) for applications in helioseismic
inversions). In this work we test and compare the ability of
two of these automatic strategies, namely the L-curve criterion
(Hansen 1992) and the Generalized Cross Validation (GCV)
criterion (Wahba 1977; Golub et al. 1979), to reproduce a good
estimation of the tachocline profile from noisy data.

The importance of the choice of the regularization parameter
can be illustrated by the following figures (Figs. 1,2,3,4 ) where
the results of the fit of the solution by an er f function are plotted
as a function of the regularization parameter.

Fig. 1 represents the variation of the four er f-parameters
Qo, 4, 7. and @ deduced from a Tikhonov inversion as a
function of the logarithm of the regularization parameter. The
four initial parameters were )y = 425 nHz, 2; = 460 nHz,
re = 0.69Rs and w = 0.05R. In this case, called the ‘ideal
case’ in the following, the added errors were small (k,=10)
and the initial rotation law was not dependent on the latitude
(A = B = 0). The choices designated by L-curve and GCV
strategies are shown by the full star and the circle respectively.
In addition we have plotted the corrected inferred width w,
given by Eq. (9) and computed by calculating systematically
the averaging kernel at ry = 7. (as shown on Fig. 6a for the
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Fig. 2a—d. The same as in Fig. 1 but with more realistic input errors
(k- = 1) and an input rotation profile with latitudinal variation in the
convection zone (A = 55 nHz, B = 75 nHz).

GCYV choice). The GCV criterion leads always to a lower regu-
larization than the L-curve choice and then tends to reduce the
smoothing of the solution. In most of our tests, as in Figs. 1a,
¢, d, the GCV choice corresponds to a point where the errors
deduced from the fit become small whereas the L-curve crite-
rion gives a point beyond which a rapid variation of the fitted
parameters with increasing regularization occurs. The fact that
the values of the fitted parameters are nearly constant between
these two points shows that, for this level of noise, the method
is robust in that sense that the choice of the precise value of the
regularization parameter is not a crucial point: any choice that
tends to establish a balance between the propagation of input
errors and the regularization is able to produce good results.

Let us now look at the behavior of this method for a more
realistic example. For this we take a level of noise similar to
the one given by observers (k, = 1) and we build frequency
splittings of sectoral modes by taking into account a latitudinal
variation of the rotation rate in the convection zone close to that
derived by 2D inversions. We have set A = 55 nHz and B =75
nHz which are mean values derived from observations of the
plasma motion at the solar surface (Snodgrass & Ulrich 1990).
This choice for the input rotation law and errors is referred as
the ‘realistic case’ in the following. The Eq. (1) with m = [
has been used to compute the frequency splittings of sectoral
modes and 1D Tikhonov inversions have been performed again
in order to infer the equatorial rotation rate from Eq. (2).

Fig. 2 represents the results of these inversions in the same
form as Fig. 1 and for the same initial er f-parameters. There are
two essential points to be seen on this figure. The parameter (2
in Fig. 2a is systematically under-estimated of about 4 nHz. A
detailed analysis shows that this effect is strongly related to the
introduction of a latitudinal variation of the rotation rate in the
convection zone. The assumption, used in the 1D inversions, that
sectoral modes are sensitive only to the equatorial component

(nHz)

(x Rg)

Fig. 3a—d. The same as in Fig. 1 (‘ideal case’) but for MTSVD (full
line) and PP-TSVD (dashed line) methods and against the truncation
parameter k. The L-curve choice for MTSVD method is outside the
plot on panel b.

of the rotation rate is not valid for low degree [ modes (e.g.
Antia et al. 1996) , and these modes sound the deep interior.
This may explain some perturbation for the determination of
the parameter () that represents the mean value of the rotation
rate in the radiative interior. The difference between splittings
of sectoral modes computed from Eq. (2) and Eq. (1) is below
1 nHz for the observed modes having their turning points above
0.4R. The large resulting difference in {2y is due to the fact that
high [ sectoral modes see only the equatorial rotation rate and
then fix the inferred value €0, equal (or nearly equal as in Fig. 2b)
to the initial value {2; while lower degrees sectoral modes are
sensitive to the differential rotation of the convection zone and
this effect can only be accounted for in the inverse rotation law
by a substantial lowering in {)y. Furthermore we have checked
that two rotation laws with the same €2; but with a difference of
4 nHz in €y and two rotation laws with the same )y but with
or without latitudinal variation in the convection zone, induce
a difference of the same order in the sectoral modes frequency
splittings.

The second important point is that, in Figs. 2c, d, the estima-
tion w of the width of the tachocline increases rapidly between
the GCV and the L-curve points whereas its location 7. de-
creases rapidly from 0.688 R, down to 0.674R Asin Fig. 1d,
the deconvolution made by using averaging kernels tends to
correct this behavior for the estimation of the width but, in
this case, the GCV choice remains over-estimated for about
0.015R and the L-curve choice is still very distant from the
initial value. Tests made with different input parameters show
that, as in Figs. 2c, d and for that level of noise, the GCV choice
is always better than the L-curve choice for the estimation of
the location and the width of the tachocline. This point will be
illustrated and discussed in the next section for the estimation
of widths between 0.03 and 0.11R,.
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(nHz)

(x Rg)

Fig. 4a—d. The same as in Fig. 2 (‘realistic case’) but for MTSVD (full
line) and PP-TSVD (dashed line) methods and against the truncation
parameter k. The L-curve choice for MTSVD method is outside the
plot on panels b,c and d.

Similar figures (Figs. 3, 4) can be plotted for MTSVD and
PP-TSVD methods where the continuous regularization param-
eter is replaced by the discrete truncation parameter. Results
obtained in the ‘realistic case’ (Fig. 4) have again a larger dis-
persion and exhibit the same systematic deviation for the deter-
mination of €2y. Another interesting point is that, as shown on
Figs. 3d, 4d and also in the next section, the PP-TSVD method
tends to give an under-estimation of the width whereas the
MTSVD method tends to give an over-estimation of this pa-
rameter. This may be very useful in order to give a bounded
estimation of the true width. For these two methods, the choice
of the optimal truncation parameter k through the L-curve cri-
terion needs the evaluation of the curvature of discrete L-curve.
This can be done carefully by an appropriate 2D curve fitting.
Nevertheless our experience shows that it is difficult to do this
systematically with the same fit procedure for any level of noise
and input rotation law. Furthermore, when this is done carefully,
this choice leads to results for the tachocline profile that are al-
ways worse than the ones obtained from the GCV choice. Thus,
in the following, results are shown only with the GCV criterion
for MTSVD and PP-TSVD methods.

Fig. 5 shows the solutions obtained from the three methods
with the GCV choices indicated on Figs. 2 and 4. The error bars
on the PP-TSVD method (Fig. 5c) were obtained by assuming
that the method is linear i.e. the dependence of H (defined in
Eq. (A16)) relatively to the data vector W is neglected. This is
indeed not the case and a Monte-Carlo approach for estimating
errors may be more realistic. We note however that the two
other methods (Tikhonov and MTSVD) are linear only for a
given regularization parameter. Since this parameter is chosen
through automatic strategies, it depends also on the data. Thus,
strictly speaking, these methods are also non-linear methods.
Nevertheless, the automatic choices are built so that they are not
too much sensitive to little change in the data and that justify

w=0.05 Ry , r,=0.69 R,

460

a) Tikhonov

w=0.0892 Ry,
w,=0.0640 Ry
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:

=
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. Sa-c. Solutions obtained between 0.4 and 0.8 R from the three
inverse methods with the GCV choice of regularization parameters.
The input rotation law was the same as in Figs. 2, 4 (‘realistic case’).
The equatorial component of the initial law is shown by dashed line
whereas the fits of the inverse solutions are shown by full lines.

L b) MTSVD

20
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Fig. 6a and b. Averaging kernels computed at ry = 7. For Tikhonov
method the dashed line represents the Gaussian approximation of the
kernel used for the local deconvolution of the solution shown on Fig. 5a.

the linear approximation. The corresponding averaging kernels
computed at r = 7. (Fig. 6) show that whereas the Gaussian
approximation is rather good for the Tikhonov method, the large
oscillations in the convection zone obtained for the MTSVD
method make difficult the use of a local deconvolution in that
case.

4.2. Tests for width between 0.03 and 0.11 R

An important point is to test the ability of a method to give a
good estimation of the er f-parameters for a large domain of
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q)

-0.05 B

Fig. 7a—c. Difference between the inferred width and the initial width
(bw = W — w) against the initial width for PP-TSVD (triangles) and
MTSVD (circles) methods, both computed with the GCV choice for
the truncation parameter. Squares are for the Tikhonov method with
GCYV criterion (full line) and L-curve criterion (dashed line). For this
latter method we plot the difference between the corrected inferred
width and the initial width (6w = w. — w). a k, =10, A= B =0as
in Figs. 1, 3 (‘ideal case’); bk, =1, A= B=0;¢ck, =1, A =55,
B =175 as in Figs. 2, 4 (‘realistic case’)

variation of the width of the tachocline. We first study in Fig. 7
the behavior of the different methods and automatic strategies
between the ‘ideal case’ and the ‘realistic case’ for one real-
ization of input errors. Then, in Fig. 8, we have carried out a
Monte-Carlo approach in order to have a better estimation of
the errors on the widths deduced from the fit of the solutions for
the ‘realistic case’.

Fig. 7 shows the inferred width @ (for MTSVD and PP-
TSVD methods) and the corrected inferred width w,. (for the
Tikhonov method) as functions of the initial width w and for
one realization of the input errors. Fig. 7a represents the same
example as Figs. 1, 3 (‘ideal case’ ), in Fig. 7b we increase the
level of noise (k, = 1), and finally we set an input rotation law
with a latitudinal dependence in the convection zone so that the
Fig. 7c is for the same example as Figs. 2, 4 (‘realistic case’).

In Fig. 7a, the results for w fit the real value within 0.02R,
except for PP-TSVD and widths above 0.9R, and the two
regularization procedures (L-curve and GCV) give almost the
same result.

The comparison of Figs. 7a and 7b clearly indicates that the
results obtained for Tikhonov method with the L-curve criterion

Sw

—0.05 |

0.04 0.06 0.08 0.1

w

Fig. 8. The same as in Fig. 7c (‘realistic case’) but each points is the
mean value of the results obtained for 500 realizations of input errors.
Error bars represent a 68.3% confidence interval on w.

(dashed curves) are very sensitive to the level of noise and are not
adapted to the actual errors of observed data. The deconvolution
method using Tikhonov inversion with GCV criterion appears
to be the less sensitive to the noise level and the most stable
for widths between 0.03 and 0.11R. We see again that the
results obtained from MTSVD and PP-TSVD lead respectively
to an over-estimation and an under-estimation of the real width.
Fig. 7c illustrates the effect of a latitudinal dependence of the
rotation in the convection zone: an increasing over-estimation of
w from the Tikhonov method with GCV criterion and a general
larger dispersion of the results.

In Fig. 8, we have performed 500 realizations of input er-
rors for each initial width and each point shown in this figure
represents the mean value of the 500 inferred or corrected in-
ferred widths for a given initial width and a given method. Error
bars represent a 68.3% confidence interval which contains the
nearest 341 inferred widths from the mean value but they are
not necessarily symmetric around this value. This study shows
that the Tikhonov and PP-TSVD methods with the GCV crite-
rion are the most reliable for estimating the width in the most
realistic case. They lead, respectively to an over-estimation and
under-estimation of the width of about 0.01 R, at the maxi-
mum for initial widths between 0.03R and 0.11R. In that
range, the standard deviation obtained for 500 realizations of
input errors is around 0.02 R, for Tikhonov method and much
larger (up to 0.05R for w = 0.11R) for PP-TSVD method
which then appears to be well adapted only to infer very sharp
transitions. Let w; represent the widths deduced from N, hypo-
thetical (non-observed) realizations of the unknown true width
w. In the Monte-Carlo method we suppose that we can approxi-
mate the distribution of (0 —w;, ¢ = 1,..N,.) by the distribution
of (w, — @;, i =1, N,.) where w, is the width deduced from the
observed dataset and @; are the widths deduced from datasets
built by setting @ = w, in the model. As we can not insure that w,
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Fig. 9. Equatorial tachocline profiles obtained from LOWL data by
PP-TSVD (triangles) and Tikhonov (squares) methods with GCV cri-
terion. Error bars represent the 1o errors estimated on the solution by
assuming the linearity of the inversions. The full and dashed curves
represent respectively the fit of the PP-TSVD and Tikhonov solutions
by an er f-function between 0.4 and 0.8 R¢.

is very close to @, the underlying assumption is that, in the range
of uncertainty concerning & (say 0.03 — 0.11R), the way in
which errors propagate through the inverse process does not vary
rapidly (see e.g. Press et al. 1992). The fact that, in Fig. 8, error
bars grow rapidly with the initial width for PP-TSVD method
makes difficult the use of the Monte-Carlo results for estimating
the statistical behavior of this method. There are nevertheless
two factors that may introduce bias in these estimations of the
errors on the inferred widths. First, the existing correlations
between the inferred rotation values obtained at two different
radius are not taken into account in the fit of the solution by
an er f-function. Secondly, for the PP-TSVD method, the non-
linearity of the method is not taken into account in the estimation
of the propagation of noise through the inverse process. Making
the fit in the right way, i.e. taking into account correlations, may
lead to a lower dispersion of the results and then our estimation
of the error on the inferred widths may be over-estimated. Nev-
ertheless, the effects of these two approximations are not easy
to estimate a priori and need a more complete analysis in future
work.

5. Results for LOWL data

This section gives the results obtained from the two years
(2/26/94-2/25/96) observations by the LOWL instrument in
Hawaii (Tomczyk et al. 1995; Corbard et al. 1997). These data
contain 1102 modes with degrees up to [ = 99 and frequen-
cies between 1200 and 3500 pHz. For each mode (n,!), in-
dividual splittings are given by, at best, five a-coefficients of
their expansion on orthogonal polynomials defined by Schou
et al. (1994). For this work, we assume that the previous sim-
ulations provide an estimation of the bias introduced by the
methods and we use these values in order to correct the inferred

Q) 140

<)

Logyo(A)

Logo(A)

Fig. 10a-d. Variation of the inferred parameters Q,Q;, 7, w and
W, as a function of the logarithm of the regularization parameter for
the Tikhonov inversion of LOWL data. Graph markers have the same
meaning as in Fig. 1. The L-curve choice of w is outside the plot on
panel d.

tachocline parameters. This supposes the closeness of the model
used in the simulation to the reality and a good estimation of
the errors in the data. Furthermore, we use the sum of odd a-
coefficients as a first approximation for the sectoral splittings
i.e. Avyy ~ a +af! +a2'. This approximation is exact for all
the rotation laws such that a?} +1 =0V j > 2 (which is the case
for the rotation laws Eq. 4 used in our model). When this is not
the case the latitudinal kernel associated to a}! + a3’ + a2 is
less peaked at the equator than the one associated to the sectoral
splittings (i.e. Pll(cos 6)%sin 6, see Sect. 2) and thus repre-
sents a latitudinal average of the rotation in a larger domain
around the equator. However the kernel associated to the sum
of three a-coefficients is less [-dependent.

Results obtained by the three methods are summarized in
Table 1. They are in very good agreement for the location of the
tachocline and the mean values of the rotation rate in the radia-
tive interior and convection zone but more dispersive concern-
ing the determination of the width. The tests discussed above
have shown that this may be related to the level of noise con-
tained in the data. The equatorial tachocline profiles obtained
by Tikhonov and PP-TSVD methods with GCV criterion are
shown in Fig. 9. According to the previous sections, we use
the GCV choice in order to infer the location and the width of
the equatorial tachocline. Nevertheless, for )y and €2; the L-
curve choices may be useful in order to see the amplitude of the
variation of the inferred parameters against the regularization
parameter. The errors cited in this table are just the result of
the fit of the solution by the er f-function. The variation of the
inferred er f parameters against the regularization, as shown by
Fig. 10 for the Tikhonov method, and the previous Monte-Carlo
simulations can help us to estimate error bars that may be more
realistic.
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Table 1. Inferred er f-parameters obtained from LOWL data. The L-curve criterion has not been used for methods with discrete truncation

parameters.

Methods Qo (nHz) Q1 (nHz) fe/Ro W)/ Ro
GCV L-curve GCV L-curve GCV GCV

Tikhonov 4293+ 0.5 427.94+0.3 457.74+0.3 460.44+0.4 0.693 £0.002 0.067 £0.010

MTSVD 4294 +0.7 - 457.0+0.5 - 0.693 £0.003  0.062 £ 0.009

PP-TSVD 429.6 £0.2 - 456.4+03 - 0.693 £0.009 0.031 £0.017

Fig. 10a shows that the evaluation of the mean value of the
rotation rate in the radiative interior (flo) is not much sensitive
to the regularization. Nevertheless, we have shown in Sect. 4.1
that this parameter tends to be systematically under-estimated
of about 4 nHz because of the influence of the latitudinal varia-
tion of the rotation in the convection zone on the low [ sectoral
splittings. For the sum a7 + a?l + ag” the latitudinal kernel is
less [-dependent so that this systematic offset may be smaller
than 4 nHz. We take this effect into account by increasing the
estimation of the error and our final interval for this parameter
becomes: 427.5 < Qo < 434.5 nHz. The mean value of the
equatorial rotation rate in the convection zone is less subject
to systematic errors but may be under-estimated by the GCV
choice (cf. Figs. 2b, 4b, 5). The difference between the GCV
choice and the L-curve choice is about 3 nHz on Fig. 10. Thus
we estimate that Ql = 459.0 &+ 1.5 nHz. We note that we do
not attempt to use the points of the solution found under 0.4 R
or above 0.8 Ry (cf. Fig. 9). Therefore ), does not take into
account the eventual rapid variation of the rotation near the sur-
face or at 0.9R, (Antia et al. 1996) and ) is not sensitive to
the core rotation. The ratio ¢ = Qo / ), obtained from helioseis-
mic data is an important test for the theories of the tachocline
dynamics. Spiegel and Zahn’s (1992) theory leads to ¢ = 0.90
whereas Gough’s (1985) one leads to ¢ = 0.96. Our results give
0.93 < ¢ < 0.95 which is intermediate between the two theo-
retical estimates. Similar results have already been pointed out
by Gough & Sekii (1997).

For the estimation of 7., we find in Fig. 10 that the L-curve
criterion leads to a lower value than the GCV criterion as we
had found in Fig. 2. As discussed in Sect. 4.1, we think that the
GCV choice is more reliable but may lead to an under-estimation
of about 0.002R,. Therefore our final estimation for the loca-
tion of the center of the tachocline in the equatorial plane is:
7. = 0.695 £ 0.005 R . This value, estimated in the equatorial
plane, is intermediate between the two values previously ob-
tained by forward methods (cf. Table 2). We note however that
whereas our work just look for the equatorial component of the
tachocline, the previous works assume that the solar tachocline
presents the same profile at any latitude. This may lead to bias
if, as suggested by Charbonneau et al. (1997) from LOWL data,
the tachocline is prolate i.e. is located deeper at the equator than
at higher latitudes.

The tests discussed in the previous sections show that the L-
curve choice is not reliable for the estimation of the width and

suggest three ways for estimating the width of the tachocline
from GCV criterion:

First, the true value is supposed to lie between the MTSVD
and PP-TSVD estimations. That gives 0.031Ry < @ <
0.062R.

Secondly, for the Tikhonov method, since the error bars have
roughly of the same amplitude in the whole range 0.03—0.11 R,
of initial widths (Fig. 8) , we can use the Monte-Carlo simula-
tion. Near w = 0.07 R, (the inferred value reported in Table 1
being w = 0.067), Fig. 8 shows that the Tikhonov method leads
in mean to a systematic over-estimation of about 0.005 R, with
a 68.3% confidence interval around +0.02R,. Thus we obtain
by this way @ ~ 0.062 & 0.020R.

Thirdly, the PP-TSVD method is though to produce, in
mean, an under-estimation of the width of about 0.01 R, but
with a larger dispersion of the results for the large widths so that
we are not allowed to use straightforwardly our Monte-Carlo
simulation. The 68.3% confidence intervals plotted in Fig. 8 in-
dicate that the PP-TSVD method can lead to an inferred width
around 0.03 R, (which is the value obtained from LOWL data)
for initial widths up to 0.08 R, . Therefore the interpretation of
the result obtained by this method is not easy. This may indicate
that the method is better suited to the search of transition zones
known a priori to be very thin (searching for a width lower than
0.05R for example). Nevertheless, all the above discussions
indicate 0.020 < @ < 0.070R, as a reasonable interval for the
true width, deduced from PP-TSVD method.

All these approaches are globally consistent but lead to a
relatively large dispersion of the results. Therefore our final
estimation of the width of the solar tachocline in the equatorial
plane is: @ = 0.05 + 0.03R. This estimation is in very good
agreement with the result obtained by Charbonneau et al. (1997)
and remains compatible with the value given by Kosovichev
(1996) (cf. Table 2).

6. Conclusions

This work presents an analysis of the determination of the char-
acteristics of the tachocline at the equator by three different in-
verse methods. They are applied to the inversion of the splittings
of the sectoral modes estimated as the sum of the three first odd
coefficients of the expansion of the splittings in orthogonal poly-
nomials defined by Schou et al. (1994). Two different choices of
regularization parameters, the GCV and L-curve criteria, have
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Table 2. Comparison of our results with previous forward analysis.
Charbonneau et al. (1997) and our work are for the same LOWL dataset
(2/26/94-2/25/96) whereas Kosovichev (1996) has used the 1986-90
BBSO datasets.

7e/Ro ®/Re
This work 0.695 +£0.005 0.05 +£0.03
Charbonneau et al.  0.704 +0.003  0.050 £ 0.012
Kosovichev 0.692 +£0.005 0.09 +£0.04

been compared. Tests with artificial rotation laws have shown
that in all cases the GCV criterion is less sensitive to the er-
ror level than the L-curve one and gives better results with low
bias and dispersions in the range 0.03 — 0.011 R, of searched
widths. This choice of the GCV criterion is in agreement with
Barett (1993) and Thompson(1992) in another context. Hansen
(1992) has shown that the GCV criterion is less adapted to highly
correlated errors than the L-curve one. Our work may indicate
in turn that we can neglect, as it has been done, the unknown
correlation in LOWL data.

Concerning the thickness of the tachocline, it appears that
the MTSVD and PP-TSVD inversions give respectively an up-
per and lower estimate while the Tikhonov method corrected by
deconvolution gives the most reliable determination. We have
estimated the systematic effect of the latitudinal dependence of
the rotation in the convection zone on the determination of the
thickness of the tachocline and the rotation in the radiative inte-
rior. We have shown how the performance of the methods will
be improved by lowering the level of noise in the data.

The methods have been applied to the LOWL two years
dataset leading to an estimation of the position 7, = 0.695 +
0.005 R and the thickness 1 = 0.05£0.03 R, of the equatorial
tachocline. In addition, we have obtained an estimation of the
equatorial rotation flo below the convection zone and above
0.4R., such that: 427.5 < )y < 434.5 nHz and €}, from the
top of the convection zone up to 0.8 R, such that Q) = 459.0 +
1.5 nHz. Assuming that the rotation in the radiative interior
is independent of latitude, this leads to a ratio €2y /€| between
0.93 and 0.95 which is intermediate between the two theoretical
predictions.

Our results for the location and thickness of the equatorial
tachocline are in agreement with the forward analysis of Char-
bonneau et al. (1997) and with those of Basu applied on BBSO
and GONG datasets (Basu 1997) using a different parameter-
ization of the tachocline. The forward analysis can be viewed
as non-linear least-squares methods (least-squares methods be-
cause of the use of the x? criterion and non linear because of the
models used for the rotation profile) but using only a very few
number of parameters (Charbonneau et al. (1997) use six pa-
rameters, Basu (1997) three and Kosovichev (1996) only two).
This kind of methods depend thus strongly on our knowledge
of the global rotation profile which can be reached only by in-
version techniques. In particular, in the above-cited works the
latitudinal dependence of the rotation is fixed (as in 1.5D inver-

sions). In this work, we have tried to investigate the amount of
informations about the tachocline that we can extract directly
from the global inversions without a-priori knowledge (except
for the regularization) on the rotation profile. There are less as-
sumptions in this approach, and thus the tachocline parameters
may be less constrained. The fact that the two approaches lead
to similar results indicates in turn that the hypothesis used in
the forward analysis are probably not too strong and are well
adapted to the problem of inferring the tachocline from actual
data.

One of the interest of this work was our first attempt to use
an inverse method with non-linear regularization in helioseismic
case. The PP-TSVD method leads to a very large dispersion of
the results for widths above 0.05R and then is difficult to
interpret with actual data. Some efforts, in future work, should
be useful to improve this kind of methods and the interpretation
of their results taking into account their non-linearity.

Acknowledgements. We gratefully acknowledge T. Sekii for illuminat-
ing discussions and comments, S. Tomczyk and J. Schou for providing
the LOWL data and the anonymous referee for constructive comments.

Appendix A: details of the three inverse methods used

We discretize Eq. (2) by:

W = RQ2 (A1)
where we have defined:
W =Wizi,n Wi = Avyy + 0vnu, 1 = (n,1), (A2)

N being the number of modes (n, 1) (/N = 1102 for LOWL data)
and 6v,,;; a normally distributed noise with a standard deviation
defined in Eq. (5). We search the solution Q(r) as a piecewise
linear function of the radius by setting:

N,

Q(r) = pr@p(r)

p=I

Q= (Wp)p=1,n, (A3)

where ¢, (1), p = 1, N,, are piecewise straight lines (N, = 50 in
this work) such that:
Vp =1..Np,

3r, €[0.,1.]1/Q0rp) = w, (A4)

where rp,, p = 1.V, are fixed break points distributed according
to the density of turning points of modes (Corbard et al., 1997).
The matrix R is then defined by:
R= (R’Lp) pi:]‘)vlfv\’p Rip = /Knl(’r)@p(r)dT (AS)
For all the inverse methods discussed in this work, the aim
is to find a solution that is able to produce a good fit of the data
in chi-square sense. Unfortunately, the solution of this prob-
lem is not unique and allows oscillatory solutions that are not
physically acceptable. So, we have to define a quantity that mea-
sures the smoothness of the solution and to insure that the final
solution is sufficiently smooth to be acceptable.
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For any solution §2, we define the x? value by:

X'(Q) = | P(RQ - W)|; (A6)
where P = diag(1/0,;) and we define two measures of the
smoothness of the solution €2 by:
Bi() = [|[L;, i=1,2 (A7)
where the vector i-norms ||.||; are defined by |z|; =
Q- |z,|)!/* and L is a discrete approximation of the first
derivative operator such that:

o0 (r) 5 / o)\
[ x / ‘ o dr By x o dr (A8)
A.l. Tikhonov solution
The so called Tikhonov solution £2 solves the problem:
min (*(2) + AG3 (), (A9)

where A > 0 is the continuous regularization parameter. In
order to compare this method to the two other ones, it may
be interesting to reformulate the problem as follow: For any A
we can show that there exist a value a(\) for which ), is the
solution of the problem:

[min Q) $1={R/ PR~ W)|> <o)} (A10)

The computation of these solutions for different regularization
parameters have been carried out by using a generalized sin-
gular value decomposition of the pair (R, L) as explained and
discussed extensively in Christensen-Dalsgaard et al. (1993).

A.2. MTSVD and PP-TSVD solutions

These methods are based on the SVD of the N x N, (N > N,,)
matrix R which can be written:

R=) uhv] (A1)
i=1

where r < N, is the rank of R. The singular vectors are or-
thonormal, w,; u; = v v; = 6;; fori,j = 1,r, and the sin-
gular values A; are such that: Ay > A, > ... > A, > 0,
Ari1, - A, = 0. We then define the the TSVD of R as the ma-
trix Ry, built from Eq. (A11) but neglecting the IV, — k smallest
singular values.

k
Ry =) wihiv/ (A12)
i=1

The integer £ < r is called the truncation parameter. It acts
as a regularization parameter by eliminating the oscillatory be-
havior of the singular vectors associated with the smallest sin-
gular values. According to Eq. (A12), the rank of the matrix

Ry, is k < r and then the problem of minimizing the quan-
tity || P(R€ — W)z has not an unique solution and we have
to use our smoothness criteria to select a physically acceptable
solution among the set of solutions defined by:
Sk =1{Q / |P(R;2 — W)||, = minimum} (A13)
With these notations, the so-called MTSVD solution 2" is de-
fined by:

) = arg min Ba(€2) (A14)

whereas the so-called PP-TSVD solution Q2 is defined by:

QF =arg éréigk B1() (A15)
The algorithms for computing these solutions are presented in
Hansen et al. (1992) and Hansen & Mosegaard (1996) respec-
tively.

We just recall some important properties of the PP-TSVD
solution: For any k < r the vector L2} has at the most k — 1
non zero elements. As the matrix L is a discrete approximation
of the first derivative, this means that the solution vector QZ
consists on k; < k constant blocks. From Eq. (A3) it follows
that the inferred rotation Q(r) itself is obtained as a piecewise
constant functions with a maximum of %k pieces. The k, — 1
break points of this solution are selected by the procedure among
the N, initials break points r;,. Therefore this inversion is able
to produce a discontinuous solution without fixing a-priori the
location of the discontinuity. Finally, we note that the solution
QF obtained by this non-linear method can always be computed
by applying a matrix H, to the data but this matrix is also a
function of the data i.e. H = H(W). Thus we have:

Q' = HW)W. (A16)
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ABSTRACT

Inversions of rotational splittings have shown that
the surface layers and the so-called solar tachocline
at the base of the convection zone are regions in which
high radial gradients of the rotation rate occur. The
usual regularization methods tend to smooth out ev-
ery high gradients in the solution and may not be ap-
propriate for the study of a zone like the tachocline.
In this paper we use nonlinear regularization methods
that are developed for edge-preserving regularization
in computed imaging (e.g. Blanc-Féraud et al. 1995)
and we apply them in the helioseismic context of ro-
tational inversions.

1. INTRODUCTION

The existence of high gradients in the solar rotation
profile near the surface and at the base of the convec-
tion zone in the so-called solar tachocline (Spiegel &
Zahn 1992) has been revealed by the inversions of the
rotational splittings (see e.g. Thompson et al. (1996)
and Schou et al. (1998) for the last results). The
tachocline represents a thin zone where the differ-
ential rotation of the convection zone becomes rigid
in the radiative interior. It is thought to be the
place from where the solar dynamo originates and
its precise structure is an important test for angu-
lar momentum transport theories. More precisely,
the thickness of the tachocline can be related to the
horizontal component of the turbulent viscosity and
may be used as an important observational constraint
on the properties of the turbulence (Spiegel & Zahn
1992; Gough & Sekii 1998; Elliot 1997).

Several works have already been performed to in-
fer the fine structure of the tachocline (Charbonneau
et al. 1998; Kosovichev 1996, 1998; Basu 1997; Cor-
bard et al. 1998a; Antia et al. 1998) using both for-
ward analysis and inverse techniques. For the in-
verse approach, it may be interesting to change the
global constraint which tends to smooth out every
high gradients in the solution and to find a way to
preserve such zones in the inversion process. A first
attempt in this direction has been carried out (Cor-
bard et al. 1998a) by using a nonlinear regulariza-
tion term through the PP-TSVD method (Hansen &

Mosegaard 1996). An investigation of the possibil-
ity to use the elaborate nonlinear techniques, devel-
oped for edge-preserving regularization in computed
imaging, in helioseismic context is being developed by
Corbard et al. (1998b). Here we present preliminary
results obtained by this method for the tachocline.

Section 2. briefly recalls the relation between the so-
lar internal rotation and the helioseismic measured
frequency splittings and presents the corresponding
discretized inverse problem. We discuss in Section 3.
the non linear approach of regularization in inverse
techniques and the computational aspects. In Sec-
tion 4., the choice of the regularizing parameters for
the particular case of the solar rotation inversion and
the preliminary results obtained with LOWL (Tom-
czyck et al. 1995, 2 years of data) and MDI (144
days, Schou et al. 1998) data are presented.

2. FORMULATION OF THE PROBLEM

In this paper we consider the 1D problem of inferring
the solar equatorial rotation profile Q., = Q(r,90°)
from sectoral splittings (i.e. m =1{) (e.g. Duvallet al.

1984; Antia et al. 1996)

— Re
DI s [ Roalr) Rty dr (1)
0

where [, n, m are respectively the degree, the ra-
dial order and the azimuthal order, » is the solar
radius and K,;(r) are the so-called rotational kernels
that have been calculated for each mode from a solar
model taken from Morel et al. (1997).

This approximation of the 2D integral equation which
relates the internal rotation to the splittings, is valid
only for high degree modes (e.g. Corbard 1997) but
the influence of low degree modes on the determina-
tion of the tachocline and upper layers is thought to
be small. Moreover the rotation is known to be rigid
or quasi rigid in the radiative interior.

We search a solution Q(r) as a piecewise linear func-
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tion of the radius by setting:

Np
Qr) =Y wptp(r) Q= (Wplp=1n,  (2)
p=1

where 9, (r), p = 1, N, are plecewise straight lines
(Np = 100 in this work) between fixed break points
distributed according to the density of turning points
of modes (cf. Corbard et al. 1997). The discretization

of Equation 1 leads to the matrix equation:

W = RQ, (3)

where W = (W, /0;)i=1,n is the vector of the N ob-
served frequency splittings W; weighted by the stan-
dard decviation o; given by obscrvers for cach mode
i = (n,l). No correlation between the different modes
1s assumed. The matrix R is defined by:

R

440)
(Rip) oy Ry = 1/0 Ki(r)p(r)dr  (4)

p=1, g

An inverse method should lead to a solution that is
able to produce a good fit of the data. We define the
goodness of the fit in chi-square sense by the y? value
obtained for any solution (r):

Wi — [ ki (mQ(rydr]”

@)=Y — (5)
ni ¢
which can be written in the discretized form:
X*(Q) = [|RQ — W||3. (6)

3. NON LINEAR REGULARIZATION

3.1.  Euler equations

The inverse integral problem is an ill-posed problem
and the minimization of only the y? value generally
leads to oscillatory solutions that are not ‘physically
acceptable’. So, a regularization technique must be
used in the minimization process. A large class of
these techniques can be expressed in the general form
of the minimization of a criterion J over the unknown
solution (r):

dqQ(T)
drd

420]
7@ = X (@) + [ @(

) dr, (7)

The so-called trade-off paramcter A is chosen so that
it establishes a balance between the goodness of the
fit of the data and the constraint introduced on the
solution (cf. Section 4.). The order ¢ of the deriva-
tive is usually taken equal to one or two. The two
choices can lead to similar results with the appro-
priate choice A in the domains where the solution is

well constrained by the data. In this work we con-
sider only smoothing term with first derivative.

For a general ¢-function, one can write the criterion
Equalion 7 in a discretized [orm:

J(Q) = X (Q) + A2 (2), ®)

where J5(£2) represents the discretized regularization
term defined by:

o) /O.RQSD Qd?zgf) D = Nil o (129,).

p=1

. : . 9)
In this equation (cp)p:17Np_1 represent the weights
used for the integration rule, L is a discrete approx-
imation of the first derivative operator, and [L€2], is
the absolute value of the p-component of the vector
LQ. The expression of ¢, and L are given in Corbard
et al. (1998b) for the simple case of the polynomial
expansion Equation 2

The minimization of the criterion J(€2) leads to the
following Euler equations (discretized form):

VI(Q) =0« (RTR+ N LTB(Q)L)Q = RTI(/V :

10

B is a diagonal matrix. Its elements depend on the
gradicnt of the solution at cach grid point:

¢ (1zal,)

B = diag(b,) with b, = ¢, x W (11)

Two choices for the p-function lead to well known
regularization strategies:

e ©(t) = 2 corresponds to the traditional
Tikhonov approach with first dcrivative whercas

o ©(t) = tis known as the Total Variation (TV) reg-
ularization method (c.g. Acar & Vogel 1994). It
has been shown that this regularization method
is able to recover piecewise smooth solutions with

steep gradients (Vogel & Oman 1996).

The use of a general nonquadratic p-function will
lead to a nonlinear problem which requires an appro-
priate iterative method to be solved.

0
3t

3.2. Properties of the weight function

From the Euler equation (Equations 10 and 11) we

can see that the function ¢ (1)/2t acts as a weight
function in the smoothing process: at each grid point
the gradient of the solution is used as an argument of
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this function in order to set locally more or less reg-
ularization. This suggests an itcrative process where
the gradient of the solution at a given step is used
for the computation of the regularization term at the
next step. Three properties of the weighting function
gpl (t)/2t are required to obtain a satisfactory solution
and lo preserve high gradients (Charbonnier et al.
1997):

1. no smoothing for high gradients:
(t
im £ g (12)

2. Tikhonov smoothing [or low gradients:

o)
0<th—I>IL1) 5 =M < o0 (13)
3.
e . o
Gy strictly decreasing to avoid instabilities.

(14)

Either convex or non-convex ¢-functions may be cho-
sen (see Charbonnier et al. (1997) and Teboul et al.
(1998) for cxamples in both cascs). A non-convex
function may be more suited for the search of high
gradients. But this choice leads to some numerical
difficulties and instabilities related to the existence
of local minima and may induce a high sensibility
of the inverse process to the regularization parame-
ters. At the opposite the choice of a convex function
avoids these numerical problems and is more suitable
for relatively smooth transition (Blanc-Féraud et al.

1995).

3.3. The iterative algorithm: ARTUR

Following Charbonnier et al. (1997) the inversion us-
ing non linear regularizing criterion can be solved by
an iterative scheme named ARTUR (Algebraic Re-
construction Technic Using Regularization) that is
easy to implement: at each step k we calculate the
regularization term using the derivative of the previ-
ous estimate Q! and we simply compute the new
estimate QF by solving the linear system:

(RTR+A2LTB(Q’“*1)L)Q’“ =RTW. (15

For a convex ¢-function, the convergence of this so-
called algorithm has been established (Charbonnier
et al. 1997). This is therefore an adaptative regu-
larization method which uses the information on the
derivative of the solution obtained at each step in or-
der to improve the regularization at the next step.
This requires an initial gucss Q0 for the solution but
we will show in the next section that a constant so-
lution can ever be used as the starting point.

An example of artificial discontinuous rotation has
been used to test the algorithm. The corresponding
rotational splittings have been computed according

to Equation 1 with addition of Gaussian noise with
a standard deviation taken for cach mode from the
formal error given in observational data (cf. Corbard
et al. 1998a). A second set of artificial data with the
same rotational law and standard deviations divided
by v/10 has also been used.

At cach step of ARTUR algorithm the lincar system
(Equation 15) has been solved using an iterative con-
jugate gradient method using Q*~! as starting point.
This leads to a very fast algorithm where the num-
ber of conjugate gradient iterations needed to solve
the linear system decreases at each ARTUR step (1.e.
as k increases). The algorithm is stopped when the
norm of the relative difference between two solutions
at two successive steps is below 1075 i.e.:

192° — 2" 1||»

o <107° (16)

2

The results are given in Figures 1 and 2 which show
examples of ARTUR steps (upper window). Tt is seen
how the ARTUR solution, starting from a smoothed
Tikhonov solution, becomes steeper at each step.
Comparison belween Figures 1 and 2 shows the effect
of the errors in the data which leads to a smoothing
of the edges of the discontinuity.

T T
ARTUR Steps

R Initial rotation rate

™
T - Tikhonov + L—curve
& o 7 o ___.  Tikhonov + GCV
= o
I3[ ARTUR (final step)
9 . . . . .
~ 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1

r/Re

Figure 1. Solutions obtained by inverting splittings com-
puted from a discontinuous one dimension rotation pro-
file (full line) for the same mode set as in LOWL data
and by adding some ’realistic’ noise (see text). The stan-
dard Tikhonov solution is given for two different auto-
matic choices of the regularizing parameter. The succes-
sive steps of ARTUR algorithm are given in the upper left
window whereas the final step is shown on the main plot.
The choice of the regularizing function and parameters
for ARTUR algorithm are those discussed in Seclion 4.
The solutions are plotted without error bars for clarity.

4. APPLICATION TO THE SOLAR ROTATION
INVERSION

In the particular case ol the solar tachocline, the un-
certainty on the width of the transition zone is still
large (see Table 2 of Corbard et al. (1998a) for a
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0/2r(nHz)

440

460

4

ARTUR Steps

Initial rotation rate
Tikhonov + L—curve
Tikhonov + GCV
ARTUR (final step)

420

r/Re

Figure 2. The same as Figure 1 but computed for a lower

level of noise (standard deviations divided by /10). Com-
parison between Figures 1 and 2 shows the smoothing ef-
fect of the data noise level for the three methods.

summary of some previous works). Here we apply
the non linear regularizing method to the LOWL and
MDI sectoral splittings.

4.1.  Choice of the ¢-function

According to the previous discussion, we have cho-
sen Lo consider a convex regularizing e-lfunction as

Charbonnier et al. (1997):

pt)=2Vt2+1-2 (17)

This function is close to the absolute value function
used in TV regularization but has a quadratic be-
havior near 0 in order to smooth zones with small
gradient moduli in addition to the linear behavior
near infinity that preserves high gradient zones.

In addition to the usual regularizing parameter X\ al-
ready introduced, we have included 1n the ¢-function
a parameter which scales the derivative of the solu-
tion. It allows to adapt the domain of gradient mod-
ulus where the solution is very weakly smoothed to
the specific problem we consider.

T@0) = (@) + 3 [ . (Hd%”

)

This simply leads to replace A by X = A/é in Buler
Equation 10 and to use

@ (1)/20 = 1/\/1 + (1/6) (19)

where t =
tion 11.

|LQ|, as weighting function in Equa-

Therefore we have to define a strategy to choose the
two parameters A and 4.

4.2. The choice of A

If the initial guess Q" is a constant function, then,
according to Equations 13 and 19, M = 1 and the
solution at the first ARTUR step corresponds to a
Tikhonov solution with A as regularizing parameter.
It has been shown in Corbard et al. (1998a) that the
Generalized Cross Validation (GCV) strategy leads
systematically to a less smoothed solution than the
L-curve one (Hansen 1992) (Arcurve =~ 100 % Ageoy in
that work) and therefore is more suited to the study
of the tachocline. Nevertheless, this choice leads to
spurious oscillations below and above the tachocline
(see Figures 1, 2). As ARTUR algorithm will tend to
enhance the high gradients found at the first step it
is important to start with a solution smooth enough
to avoid spurious oscillations with high gradients. At
the opposite, the L-curve choice leads often to a so-
lution which is too smooth and does not allow to
exhibit the expected high gradients during the it-
erations. As the optimal choice of this parameter
strongly depends on the level of noise included in the
data (cf. Figures 1 and 2), it is important to define
an automatic choice of this parameter so that we use
the same strategy lor different datasels or lor differ-
ent realizations of the noise. It consists in taking an
intermediate value between the values of Az cyrue and
Agcv for Tikhonov inversion. This has been used
here to fix A in ARTUR algorithm.

4.3. The choice of §

@'(H/2t

. . . . .
50 100 150 200 250 300
t=|da/dr|

Figurc 3. The full linc shows the first derivative of a first
step solution (cf. Figure 1) in ARTUR algorithm as a
function of the fractional solar radius. For each value of
Lthe gradienl, the dashed line gives the weighl thal will be
given locally to the regularizing term at the second step of
ARTUR algorithm. The dotted line indicates the gradient
upon which the local regularization will be morce than 50%
smaller at the second step compared to the first step.

The parameter J is introduced to adapt the shape of
the weighting function to the gradient that we scarch
to detect . Its value is chosen by looking at the deriva-
tive of the solution at the first iteration step. We have
chosen for simplicity to keep this parameter constant
during the iterations. Figure 3 shows as an example
(full line) the first derivative of solution obtained at
the first step by inverting artificial splittings which
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0/2n(nHz)

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r/Re

Figure 4. Solar equatorial rotation obtained by invert-
ing LOWL data. Tikhonov solution is shown by the full
line with error bars. The dashed line represents the final
ARTUR step.

have been computed for the discontinuous rotation
law presented in the previous section (cf. Figure 1).
The largest peak corresponds to the rapid variation
in the tachocline, the smaller ones to spurious oscilla-
tions in the solution. The weighting function (Equa-
tion 19) is shown in dashed line for § = 100. Ac-
cording to Figure 3, the choice of 6 = 100 leads to
regularize 50% less at the second step in that zones
where the gradient ol the first step solution is above

~ 175 nHz/Rg .

According to the previous results on solar rotation in-
versions, the width of the tachocline does not exceed
0.1 solar radius. This represents also the resolution
reached at the tachocline localization (~ 0.69Rg)
with a Tikhonov method using a regularizing param-
eter chosen near the corner of the L-curve. Further-
more we have a good estimate of the difference be-
tween the rotation rate above and below the transi-
tion (=~ 30nHz in Corbard et al. (1998a)). Therelore
we can estimate an order of magnitude of 300nHz/ Rg
for the maximum gradient obtained at the first iter-
ation of ARTUR process. This corresponds to the
value in Figure 3. At the second step we want to
preserve only high gradients i.e. to regularize less in
that zones where high gradients have already been
found at the first step. With our a priori knowledge
of the maximum gradient at the first step (~ 300nHz,
sce also Figure 3), the choice of ¢ = 100 sounds rea-
sonable in the sense that it will tend to decrease the
regularization especially in the tachocline. A smaller
value would enhance the secondary peaks that may
be induced by the data noise.

4.3.1. Results for the tachocline

Figures 1 and 2 show that ARTUR algorithm leads
always to better results than Tikhonov inversion
without ‘local deconvolution’ in the case of a discon-
tinuous rotation profile. Furthermore, it is shown in
Corbard et al. (1998b) that it can also lead to good
results for simulated tachocline widths between 0.02
and 0.08R.

0/27(nHz)

I
0.5 Q0.6 0.7 0.8 0.9 1
r/Re

Figure 5. Same as Figure 5 for MD/ data

Preliminary results have been obtained by inverting
the sectoral splittings given by the 2 years LOWL
data and the 144 days MDI data. The results of
Tikhonov inversion and the last step of ARTUR al-
gorithm are plotted in Figures 4 and 5. Tikhonov so-
lutions are shown with error bars at each grid points
which are deduced from the propagation of data noise
through this linear process. ARTUR algorithm is
nonlinear and therelore we can nol compute [ormal
errors in the same way.

In order to have an cstimate of the uncertaintics on
the tachocline parameters derived by ARTUR algo-
rithm, Monte-Carlo simulations with artificial split-
tings have been performed by Corbard el al. (1998b).
The rotation profiles were taken as er f functions with
different ’initial widths’. Each ’inferred width’ is the
mean value of the results obtained by fitting directly
the solutions by an erf function, for Hh00 realizations
of input errors. FError bars are estimated from a
68.3% confidence interval. From this study it seems
that an uncertainty of +0.02Rs on the tachocline
width can be reached with both ARTUR algorithm
and Tikhonov inversion with a ’local deconvolution’
using the averaging kernels computed at the center
of the transition (see Corbard et al. 1998b).

The width of the tachocline estimated from LOWL
data and by using ARTUR algorithm is 0.05+0.02 R,
in good agreement with the value of 0.05 &+ 0.03 R,
found for the same data in Corbard ct al. (1998a) by
studying systematically the effect of regularization on
the determination of tachocline parameters for three
inverse methods. A preliminary study ol MDI data
leads to a slightly larger width of 0.08 R but Monte-
Carlo simulation have not yet been performed that
allows to give an cstimate of the uncertainty on this
value. For both dataset the widths obtained from
Tikhonov inversions after ‘local deconvolution’ using
averaging kernels are always larger (~ 0.1Rg) than
the estimates obtained with ARTUR algorithm.

We note that these estimates of the tachocline width
have been obtained by fitting the solutions by an er f
function between 0.4 and 0.8 R, and this may be bet-
ter adapted to the shape of LOWL solution (Figure 4)
which presents a step between 0.75 and 0.8 Rs. This
step 1s not found with MDI data and this may ex-
plain the larger width found by our fit with these
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data. Omne possibility for future work is to change
our fitting function i.c. to change our dcfinition of
the tachocline width. However we have also to ex-
plain the different behavior of the two solutions near
0.8Rg and to look if this remains with longer time
series of MDI experiment.
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Abstract. Inversions of rotational splittings have shown thaty minimizing the norm of its derivative at a given order. Nev
there exists a zone called solar tachocline at the base obthe ertheless, inversions for the solar rotation have showa ésg
vection zone in which high radial gradients of the rotatiater Thompson et al. (1996) and Schou et al. (1998) for the last re-
occur. The usual linear regularization methods tend to $mogults) that high gradients exist in the solar rotation peafitar

out every high gradients in the solution and may not be ajhe surface and at the base of the convection zone in the so-
propriate for the study of this zone. In this paper we apply talledsolar tachoclingSpiegel & Zahn 1992).

the helioseismic context of rotation inversions, reguaktion Therefore the global smoothness initial a priori may not be
methods that have been developed for edge-preserving reggpropriate for the study of these zones which are of paticu
larization in computed imaging. It is shown from Monte-Qarlinterest for the study of solar dynamics. As a matter of fiduet,
simulations that this approach can lead directly to resiilts tachocline represents a thin zone where the differentiatian

ilar to those reached by linear inversions but which reqliirgf the convection zone becomes rigid in the radiative interi
some assumptions on the Shape of the transition in order tqhg thought to be the p|ace from where the solar dynamo Orig_
deconvolved. The application of this method to LOWL datates and its precise structure is an important test foulang
leads to a very thin tachocline. From the discussions on th@mentum transport theories. More precisely, the thickoés
parameters entering the inversion and the Monte-Carlolaimuthe tachocline can be related to the horizontal componetheof
tions, our conclusion is that the tachocline width is veRely  tyrbulent viscosity and may be used as an important observa-
below0.05R¢ which tends to lower our previous estimate ofional constraint on the dynamics properties of the tunbcee
0.05 £ 0.03 R obtained from the same dataset (Corbard et gbpiegel & Zahn 1992; Gough & Sekii 1998; Elliott 1997).

1998). Several works have already been performed to infer the
. . . . fine structure of the tachocline ( Kosovichev 1996,1998uBas
Key words: Sun: rotation—Methods: numerical — Sun:interiofgg7. charbonneau et al. 1998: Antia et al. 1998; Corbard et
— Sun: oscillations al. 1998) using both forward analysis and inverse techsique
For the inverse approach, it may be interesting to change the
global constraint which tends to smooth out every high gradi
1. Introduction ents in the solution and to find a way to preserve these zones
in the inversion process. A first attempt in that directios ha
been carried out (Corbard et al. 1998) by using a nonlinegr re
larization term through the Piecewise Polynomials-Tated
ingular Value Decomposition (PP-TSVD) method (Hansen &
Mosegaard 1996) based on the use dfrorm. Nevertheless
'Ras been shown that this method can produce solutions with
H%rp discontinuities even if the width of the tachoclineeis
atively large. This leads to very large error bars on theriefi
o . . ... . width of high gradient zones and makes difficult the interpre
The tradltlona! gpproach used to over.nde this d'ﬁ'cgltyation of the results obtained from real observations. Kbee
consists inregularizing the problenby adding some a pri- |ess, some more elaborate nonlinear technics have beeh deve

ori information on the solution (e.g. Kirsch 1996; Craig : AT . .
) o ed for edge-preserving regularization in computed imggi
Brown 1986). The well known Tikhonov regularization metho&aﬁd in this gapzr we inv?astigate their use in heIFi)osei . _g

(Tikhonov 1963) assumes a global smoothness of the solutlggt

Helioseismic inverse problems consist in using the prageert
(namely frequencies or frequency splittings) of the oatiin
pattern observed at the surface of the Sun in order to inéer
internal variation of solar physical properties like théat@mn
rate, the sound speed or the density (see e.g. Gough & Tho
son (1991) for a review). These problems can be expresse
terms of integral equations which represent ill-posed |emols
in the sense of Hadamard (1923).

Send offprint requeststd@. Corbard Section 2 briefly recalls how the solar internal rotation can
Correspondence taorbard @obs-nice.fr be related to the frequency splittings determined fromadaeli
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seismic measurements and introduces the corresponding e been approximated by the sum of the odd a-coefficients
cretized inverse problem. The non linear approach of regulaf their expansion on orthogonal polynomials provided by ob
ization in inverse techniques is introduced in Sect. 3 ard thervers. The standard deviations have been computedtgtraig
computational aspects are discussed in Sect. 4. For the-paforwardly from the uncertainties quoted on each a-coefficie
ular case of the solar rotation inversion and the searcheof th this work, no correlation between the different modessis a
tachocline width, the Sects. 5 and 6 show how the regulayizisumed.

parameters have been chosen and give the results of Monte-We search a solutiofd(r) as a piecewise linear function of
Carlo simulations for the estimation of the uncertainty be t the radius by setting:

tachocline width. Finally, the results obtained with LOWatd

N,
are discussed in Sect. 7 and we conclude in Sect. 8. u
Qr) = prl/’p (r) Q= (wp)p=1,n, (4)
p=1

2. The astrophysical problem and its discretization ) . o
wherey, (r), p = 1, N, are piecewise straightlined’, = 100

The internal rotatio(r, #) of the Sun expressed as a functiofh this work) between fixed break points distributed acaogdi
of the solar radiug and colatitudeé? can be related (Hansentg the density of turning points of modes (cf. Corbard et al.

et al. 1977), through a 2D integral equation, to the observgdg7). The discretization matriR is then defined by:
frequency splittinga\v,,;,, where each mode of solar acoustic "
oscillations is characterized by the degigethe radial orden 1 O

y gre R=(Ri) i=1n Rip = Ki(r)t,(r)dr  (5)

and the azimuthal orden (— < m <). P=1,Np ai Jo

In this work, we focus on the application of non linear in-
version to the description of the tachocline profile in thaaq
torial plane. The so-called ‘tachocline parameters’ ataioled
by fitting, betweer).4 R, and0.8 R, the solutior((r) of the
inversion by arer f function of the form:

Qﬂt(r)zgo‘l-gl - Q (1—|—erf (7“0;;)) +a(r—0.7).1) Q) = %: [

This defines five tachocline parametets;, Q;, 7., @ anda. . N o .
The coefficienta has been introduced, following Antia et aI.WhICh can be writtenin the discretized form:
(}998), in order to take |nt.o accour}t the linear behawomeso_ 2(0) = |RQ — W2 @)
times found for the rotation rate in the convection zone just
above the transition in the equatorial plane (see Sect. 7). o )
Thus, we consider the 1D problem of inferring the solat- Regularization: the non linear approach

equatorial rotation profil€l., = ©2(r, 90°) from sectoral split- ynfortunately, the inverse integral problem s an ill-pdpeob-
tings (i.e. frequency splittings for modes with = 1) (€.9. |em and the minimization of only the? value generally leads

An inverse method should lead to a solution that is able to
produce a good fit of the data. We define the goodness of the fit
in chi-square sense by the value obtained for any solution

Q(r):

(6)

Wi — f0R® Ki(r)Q(r)dr} 2'

;5

Duvall Jr et al. 1984; Antia et al. 1996) to oscillatory solutions that are not 'physically accepain

vy Ro that sense that they do not correspond to our a priori knayeed

M ~ / Kpi(r) Qeg(r) dr, (2) on the shape of the solution. So, we have to use regulanizatio
0

dqQ(r)
drd

technics i.e. to introduce a priori informations in the miiza-
where K,,;(r) are the so-called rotational kernels that ha/éon process. A large class of these technics, can be express
been calculated for each mode from a solar model taken fréfinhe general form of the minimization of a criteriohover
Morel et al. (1997). They are assumed to be known exactlytfe unknown solutiof(r):
the following. o
ThIS approximation of the 2D integral equation |s_val|d only(Q(r)) = 3(Q(r) + Az/ 7 < ) dr, (8)
for high degree modes (e.g. Corbard 1997) but the influence of 0
th.e low degree mod_es on the determlnatlon of the position avr\]/ﬁere/\ is the so-called trade-off parameter which is chosen
width of the tachocline and the rotation rate of the uppeetay ) X ,
. so that it establishes a balance between the goodness df the fi
is thought to be small. T .
. : . . . of the data and the constraint introduced on the solution (cf
We discretize Eq. (2) by using a polynomial expansiog L
X o 2 ect. 5). The ordey of the derivative is usually taken equal to
method which leads to the matricial equation: . - X
one or two. The two choices can lead to similar results with
W = RQ, ©) the appropriate choice of the regularizing parametén the
domains where the solution is well constrained by the data.
where we have defined the vecd = (W;/0;);=1,~, Of N However these two choices correspond to two different a pri-
observed frequency splitting®; weighted by the standard de-ori on the solution. As the rotation is known to be quasidigi
viation o; for each mode = (n,!). The sectoral splittings the radiative interior (at least downtotR), we have chosen
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in this work to use the first derivative. We note however thasual Tikhonov regularization with first derivative. On thn-
the method described below can easily be generalized for arary, for a generap-function, this leads to a nonlinear problem

choice of the derivative. which requires an appropriate iterative method to be solved
Two choices for the>-function lead to well known regular- ~ Now, with this general expression for the normal equations,
ization strategies: the question is for our particular problem: what propeniest

) . . _ thep-functions satisfy to ensure the preservation of high gradi
— ¢(t) =t leads to the traditional Tikhonov approach witlys i the solution? The next section shows how the theateti
first denvgtlve whereas o ) works developed in the field of computed imaging gives an an-
= (1) = t is known as théotal Variation(TV) regulariza- er 19 this question and leads to an algorithm for solvireg th
tion method (e.g. Rudin et al. 1992; Acar & Vogel 1994}, jinear Euler equation that is easy to implement.
This approach uses no more the square but instead the ab-

solute value of the gradient of the solution. It has been ) ) )
shown that the solution is searched in BV space compogkd®n the choice of they-function and the algorithm for
of Bounded Variation functions which admit discontinuity S°!Ving nonlinear equation

points. This regularization method is therefore able to re- . S e

cover piecewise smooth solutions with steep gradients (sﬁe'%' Properties of the weighting funct#@(t—)

e.g. Dobson & Santosa 1994; Vogel & Oman 1996, 199Brom the Euler equation (Egs. (11) and (12)) we can see that th
The PP-TSVD method of Hansen & Mosegaard (1996), dlinction,’ (¢) /2t acts as a weighting function in the smoothing
ready used in helioseismic context in Corbard et al. (1998)ocess: at each grid point the gradient of the solutionéslus
can be seen as a ‘truncated version’ (in that sense that #isean argument of this function in order to set locally more or
regularizing parameter is a discrete truncation parametksss regularization. This suggests an iterative processanthe

of the TV regularization in the same way as the MTSV@radient of the solution at a given step is used for the compu-
method introduced by Shibahashi & Sekii (1988) (see als@tion of the regularization term at the next step. We withsh
Hansen et al. 1992; Corbard et al. 1998) was a ‘truncatirthe following that we can derive some basic propertiesef t
version’ of the Tikhonov regularization. weighting function so that high gradients can be preserved a

. . L such that an iterative algorithm for solving the Euler etprat

. qu a ggnera}o-fur.\ctmn, one can write the criterion Eq. (S)is possible. First let us look at the behaviour of the weiggti

in a discretized form: function at the limits of low and high gradients:

J(02) = x*(2) + A\ J2(9), ®)  _ Forlow gradients we want to keep a Tikhonov regulariza-

whereJ>(£2) represents the discretized regularization term de- tion. From Eq. (L1) this is the casef (¢)/2¢ is & non null

fined by: constant function.
' — At the opposite, for high gradients we want to remove
Ro /140 N,—1 smoothing. This happens when(t) /2t is close to zero.
/ o d)(r) dr = Jo(Q) = Z Cpp <|Lﬂ| ) . (10) - Another property that sounds reasonable is to choose a de-
0 dT’ p 1 1 H 1 1
p=1 creasing function between these two limits. Furthermare, i

order to avoid numerical instabilities we will choose only

In this equation(c; ),1 v, -1 represent the weights used for  strictly decreasing weighting functions.
the integration rule and. is a discrete approximation of the
first derivative operatotL(|, is the absolute value of the pth ~ Therefore the choice of the function must be made tak-
component of the vectaEQ. The expression of, and L are ing into account thg following three properties needed @n th
given in Appendix A for the simple case of the polynomial exweighting functiony (¢) /2t (Charbonnier et al. 1994, 1997):
pansion Eq. (4)

The minimization of the criterio (£2) over each compo-
nentw, of €2 leads to the following Euler equations (discretized " (1)

form): 0< th_%l —

1. Tikhonov smoothing for low gradients:

=M< (13)
VIQ) =0 (RTR+NL"B(Q)L)2=R'W (11) 2. nosmoothing for high gradients:

B being a diagonal matrix with elements that depend on the |. ¢ (1)

gradient of the solution at each grid point: e 9t 0 (14)
¢ <|LQ|p) 3 & strictly decreasing oft), +ocf (15)
B = diag(b,) with b, = ¢, x (12) to avoid instabilities

2|L$Y|
! Within these conditions, the-function may be chosen ei-
For (i) = ¢, B is independent of? and these normal ther convex (Green 1990; Charbonnier et al. 1994) or non-
equations reduce to a linear system which corresponds to toevex (Perona & Malik 1990; Geman & McClure 1985;



184 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINE

Hebert & Leahy 1989) (see also Charbonnieret al. (1997) and | =~ "acrur siees
Teboul et al. (1998) for examples in both cases). A non-conve ‘ ‘
function may be more suited for the search of high gradients -
Nevertheless this choice leads to some numerical diffesilti
and instabilities related to the existence of local minimd a
this may induce a high sensibility of the inverse processi¢o t
choice of the regularization parameters (BIanc-FéraudI.et§
1995). At the opposite the choice of a convex function mays r
avoid these numerical problems and is more suitable for rela
tively smooth transition (Blanc-Féraud 1998). o -
We note that in the case of the TV regularization (or equiv- [~~~ Tl
alently the PP-TSVD method) the functigrit) = ¢ does not /
satisfy the first property (Eqg. 13). This may explain the diffi § ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
culties encountered by using this method (Corbard et al8)L99 ' ' ' '
For smooth transition, the dispersion of the results fded#t
realizations of the noise became large indicating someinsgkig. 1. Solutions obtained by inverting splittings computed frodisa
bilities in the inverse process. In light of the above forisral, continuous one dimension rotation profile (full line) foetsame mod-
this may be related to the non derivability of the correspongSetas in LOWL data and by adding some realistic’ noise (et

. PR . : The standard Tikhonov solution is given for two differentamatic
ing weighting functiony’(¢) /2t att = 0, which can lead to i o .
nl?meri(?al ingtabilitiesnso )/ choices of the regularizing parameter. The successive stepR-

TUR algorithm are given in the upper left window whereas thalfi

step is shown on the main plot. The choice of the regularizingtion

4.2. The iterative algorithm: ARTUR and parameters for ARTUR algorithm are those discusseddh Se
The solutions are plotted without error bars for clarity.

With these three conditions (13)(14)(15) it has been shown b

Charbonnier et al. (1994, 1997) that the non linear critecan ‘ ‘

be solved by using an iterative scheme named ARTUR (Al- ARTUR Steps

gebraic Reconstruction Technic Using Regularization) iha .
easy to implement: at each stepve calculate the regulariza- ¥ F e A
tion term using the derivative of the previous estimate ! !,
and we simply compute the new estim&é by solving the i/ Initial rotation rate
linear system:

(RTR+NLTB(Q")L)0 = RTW. (16)

460

440

Initial rotation rate

Tikhonov + L—curve

420

Tikhonov + GCV
ARTUR (final step)

480

440

Tikhonov + L—curve

420

A P Tikhonov + GCV

Q/2m(nHz)

440
T

ARTUR (final step)

When we use a convex-function, the convergence of this so- § a
called half quadratic algorithm(minimization of a quadratic e
criterion at each step (Geman & Yang 1995)) to the minimum e
of the criterion Eq. (8) has been established (Charbonhare
1997). This is also an adaptative regularization methodtwhi ~ 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
uses the information on the derivative of the solution otedi "/Ro

at each step in order to improve the regularization at thé n@lﬁg. 2. The same as Fig. 1 but computed for a lower level of noise

step. Thls requires an'lnltlal guess for the SOIUt,'On but le w standard deviations divided by10). Comparison between Figs. 1
show in the next section that a constant solution can ever 2 show the smoothing effect of the data noise level fottree

used as the starting point. Figs. 1 and 2 show examples of ARsthods.
TUR steps in the case of a discontinuous rotation rate and for

two different levels of noise. At each step of ARTUR algomith

the linear system Eg. (16) has been solved using an iterative
conjugate gradient method with Jacobi preconditioner ¢sge
Golub & Van-Loan 1989; Barrett et al. 1994) usifif ~* as
starting point. This leads to a very fast algorithm where the

number of conjugate gradient iterations needed to solve #1§ The,-function

linear system decreases at each ARTUR step. The algorithm

is stopped when th2-norm of the relative difference betweerin the particular case of the determination of the solar

5. The choice ofp-function and regularizing parameters
for rotation inversion

two solutions at two successive steps is bel®w® i.e.: tachocline profile, the uncertainty on the width of the trans
QF — k-1 tion zone is still large (see Table 2 of Corbard et al. (1998) f

|| H2 < 10—6 17 . .

7”9’@“2 < (17) a summary of some previous works). Therefore, according to

the previous discussion, we have chosen to consider a convex
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regularizinge-function and we have used the one defined in~
Charbonnier et al. (1994, 1997):

o(t) = 2/12+1-2 (18)

This function s close to the absolute value function usétMn &
regularization and PP-TSVD method but has a quadratic ke-
haviour neaf that satisfy the property Eq. (13) on the contrary - |
of the absolute value. -

P'(1)/2t (%)

0.2

5.2. The regularizing parameters

In addition to the usual regularizing parametaslready intro- o - . - e e o= o
duced, itis necessary to include, in tadunction, a parameter /e (e

which allows to fix the threshold on the gradient modulus of

the solution under which it is smoothed and upper which it i4g. 3. The full line shows the first derivative of a first step solatio

preserved. The criterion to be minimized becomes: (cf. Fig. 1) in ARTUR algorithm as a function of the fractidremlar

radius. For each value of the gradient, the dashed line tieeweight

_ _ Ro 1]dQ(r) that will be given locally to the regularizing term at the sed step of

J(Qr) =x*(Q(r) + /\2/ ® (E o ) d (19) ARTUR algorithm. The dotted line indicates the gradientmipdich
0

the local regularization will be more than @0smaller at the second
step compared to the first step. This will occur for radiusmMeen

This simply leads to replack by A = A\/J in Euler Eq. (11) 0.65R;, ando.75R.

and to use

P (1)/2t=1/\/1+ (t/8) (20)
the iterations. Nevertheless, the optimal choice of thiampe-
ter strongly depends on the level of noise included in tha dat

A4 therefore it is important to define an automatic choice of

pqrar_netersk andJ. The foIIowmg two sections describe theIhis parameter so that we use the same strategy for diffegent
principles followed for these choices and that have beed us

. : : s o Aizations of the noise in Monte-Carlo simulations (cf.1S&L.
for simulations with artificial datasets. The applicatiorreal . . .
. . For these simulations we have chosen to compute the two-previ
data is discussed in Sect. 7.

ous optimal choice\rcurye andAgcv for Tikhonov inversion
B and to take an intermediate value to Jiin ARTUR algorithm.
5.2.1. The choice ok: using automatic strategies

If the initial guess is a constant function, then, accordinthe 5.2.2. The choice af: using our a priori knowledge on the
property 1 (Eq. 13) and Eq. (20)4/ = 1 and the solution at searched gradients

the first ARTUR step corresponds to a Tikhonov solution with

X as regularizing parameter. It has been shown in Corbardl&e parameter has been introduced in order to adapt the shape
al. (1998) that the Generalized Cross Validation (GCV)tstref the weighting function to the gradient that we search to de
egy (Wahba 1977) for the choice of the regularizing parami&ct in a particular application. We have chosen for sinfigtic
ter in Tikhonov inversions leads systematically to betésuits t0 keep this parameter constant during the iterations. As we
concerning the evaluation of the tachocline parameters- cosfrt the iterative process with a constant guess rotatien,
pared to the L-curve strategy (Hansen 1992). In fact, the Gt step is independent éfand thus we can use the solution
strategy leads systematically to a less smoothed solttiam t Obtained after this initial step in order to adapt the patame
the L-curve one Xrcurve ~ 100 % Agey in that work) and ¢ to the gradients found in the first step solution. As we have
therefore is more suited to the study of a zone with high gréhown that the first step of ARTUR algorithm correspond to a
dients. Neverthe|eSS, because of the low g|oba| reguh'ﬂi’za classic Tikhonov inVGrSion, this way of ChOOSitﬁ]gan be seen
this choice may lead to spurious oscillations below and abo®s @ way to use our a priori knowledge (as given by Tikhonov
the tachocline (see Figs. 1, 2). ARTUR algorithm will tend tiversion) of the searched gradients.

enhance the high gradients found at the first step. Theréfore Itis generally admitted that the width of the tachoclinesloe
is important to start with a solution smooth enough to avorbt exceed).1 solar radius which is also the resolution typi-
spurious oscillations with high gradients. The GCV choime f cally reached near the tachocline localization()(69 R ) with

X may therefore be not well adapted for ARTUR initial step Tikhonov method applied to the current datasets. Furtbierm
and some experiment has shown that, at the opposite, these-have a good estimate of the difference between the ratatio
curve choice leads often to a solution which is too smooth arate above and below the transitian §0nHz in Corbard et al.
does not allow to exhibit the expected high gradients durif§998)). Therefore we can estimate a leveBofnHz/R, for
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the maximum gradient obtained at the first iteration of ARTUR _
process. S
Figure 3 shows (full line) the first derivative of solution-ob
tained at the first step by inverting artificial splittings iaitn
have been computed for a discontinuous rotation law (cf.
Fig. 1) with a step o80nHz and by adding some Gaussiar¥
noise with a standard deviation taken for each mode from tBes | J
formal error given in LOWL data (cf. Corbard et al. 1998): ~
The weighting function Eq. (20) is shown in dashed line for
d = 100. At the second step we want to preserve only high gra-
dients i.e. to regularize less in that zones where high grasli
have already been found at the first step. For example, accord
ing to Fig. 3, the choice of = 100 leads to regulariz60%  © 002 ‘ oot ‘ 008 ‘ 008
less at the second step in that zones where the gradient of the
first step solution is above 175 nHz/R,. For the particular ) ) o
realization of the noise introduced in artificial data tHigice Fig. 4. Monte-carlo simulation for the estimation of the error oe th
of § = 100 sounds reasonable in that sense that it will te jdth inferred with ARTUR algorithm (triangles). The ratan pro-

to d th |arizati ially in the t i Ile was taken as aar f function with different ‘initial widths’ and
0 decrease the regularization especially In tN€ rasamMe. ¢ ntarred widths' are the mean value for 500 realizasian in-

A smaller value would enhance the secondary peaks that g errors of the results obtained by fitting directly theusions by

induced by the data noise. anerf function. Error bars representa.3% confidence interval on
The maximum gradient obtained, at the first step, with arthe width. For comparison, the squares show the resultredziom

ficial dataset{50nHz on Fig. 3) corresponds approximately t@ikhonov method with GCV choice of the parameter after adlate-

our previous estimate é00nHz expected for real data. For theonvolution’ using the averaging kernels computed at tméeref the

Monte-Carlo simulations done in order to estimate the errdransition (see Corbard et al. 1998).

(cf. Sect 6) the parametérhas been fixed téd = 100. Never-

theless, the shape of the derivative of the solution aftefitht

step is a function of the dataset through the intrinsic resuh . ) .

of the modeset and the level of noise. Therefore with real,dat those reached by Tikhonov inversion after a ‘local deoenv

the choice of will always be done by looking at the derivativdution’ using the averaging kernels computed at the cenfter o

profile after the first step. We will see however in Sect. 7 thte transition (see Corbard et al. 1998). Theerror interval

other indicators can help in the choice dfnd that, accord- ON the width is found to be-0.02nHz for widths in the range

ing to these indicators, the choige= 100 seems to be a goodV-02 — 0.08R¢. The Monte-Carlo simulations have been per-
compromise for LOWL data too. formed for500 realizations of the input errors for each initial

width and the mean value over all the realizations (500) of

the inferred center, is0.701+0.004 R. The center of ther f
6. On the error estimation on tachocline parameters using  function seems therefore to be very well recovered by the in-
nonlinear methods version. Nevertheless, we must keep in mind that the ceffiter o

For nonlinear methods, we can not compute straightforwardf!® tachocline is defined as the center of ¢h¢ function that
the formal errors at each point of the solution as we can @iyes the bestfit of the solution. This may not give an appropr
for linear process. ARTUR algorithm solve a linear system &€ View of the tachocline profile if, for example, the sautis
each step but the final result depends non linearly on the d3j found to be symmetric in the lower and upper parts of the
because the coefficients of the matrix to be inverted at eagh dachocline when inverting real data.
are functions of the data through the derivative of the mesi ~ An other important pointis that the Fig. 4 demonstrates the
estimate that is used as an argument of the weighting fumcti@bility of ARTUR algorithm to recover not only rotation with
Here, we focus only on having an estimate of the uncet-discontinuity (as shown in the examples of Fig. 1 and 2) but
tainty on the widtho and the locatior, of the tachocline. We also rotation with a relatively smooth transition. This pecty
can not obtain direcﬂy error bars on the solution and tloesef Was not reached with PP-TSVD method and this was the reason
the fit by aner f function does not give an estimate of the errd?f the difficulties encountered by Corbard et al. (1998) teiin
on the inferred parameters. Instead, a first estimate ofitberu  Preting the results obtained with this first non linear appfo
tainty on the tachocline width inferred from ARTUR algorith The uncertainty of+0.02nHz found for the tachocline
has been computed using a Monte-Carlo method applied witth with both deconvolved Tikhonov and ARTUR ap-
given rotation profiles simulated lay f functions with widths proaches is probably related to the intrinsic resolutiomhef
lying between0.02R; and0.08 R, (with a step 0f0.02R;) modeset and the level of noise contained in LOWL data. Even
and located at. = 0.7R;. As ARTUR algorithmis non linear, if both methods give similar results in mean, the two solusio
we can not define averaging kernels but Fig. 4 shows that tten differ strongly for a particular realization of the rai§ur-
final step of ARTUR algorithm leads directly to results simil thermore, the two approaches are very different in their-pri

initial width (fractional solar radius)
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. . . . Fig. 6. The same as Fig. 3 but for LOWL data. The weighting function
Fig. 5. Solar equatorial rotation rate estimated from LOWL datee Tt]s shown for two choices of the parameder

vertical error bars given at each grid points arettheonfidence inter-
vals estimated for the T-GCV solution. The dashed line shRBUR
solution obtained withh = Agcy andé = 100. The fits by arer f Contrary to the example shown on Fig. 1 for simulated data,
function (Eq. (1)) of these two solutions are shown respeltby the the GCV choice of the regularization parameter does not lead
full and the dotted lines. The fits have been computed onfw®et  with LOWL data, to an oscillating solution. This may indieat
0.4Rg and0.8 R and the five parameters deduced from each fit afRat this particular realization of the noise introducedimu-
shown on Fig. 8 lated data is rather different from the noise contained itMLO
data. The formal errors quoted on each a coefficient are perha
ciples and therefore it is very interesting to compare the ty@verestimated. Furthermore our model assumes that theserro
results with observed data. are uncorrelated which is probably not strictly the caseréh
fore, with real data, the T-GCV solution may be a good stgrtin
point for ARTUR algorithm and we choose to take= Agcv
so that the first ARTUR iteration leads to the T-GCV solution.
7.1. LOWL data Figure 6 shows the absolute value of the first derivative of
the T-GCV solution. High gradients are found not only in the
F&chocline but also near the surface (ab@@9 R ). Neverthe-

7. Application to observed data

The LOWL instrument is a Doppler imager based on a Pot

sium Magneto-Optical Filter that has been operating on Maup..< | owL data provide only few high degree modes (99

an, Hawaii_ si_nce 1994 (see Tomczy_k et al. (1995) for a dﬁfthese data) and we will focus only on the tachocline in this
tailed description). The dataset contains the descripifdhe work. As discuss in Sect. 5.2.2 the Fig. 6 can help for the

frequency splittings of 102 modes(n, I) with degrees up t0 .pice of the parametef. The weighting function is shown

]l; = 99 and frequenc_:i%s I;Jwgr than = 353/022‘22 dz?;;/e;G 50r two values of5. The choice§ = 100 leads to lower the
rom a two year period of observation ( ) egularization by more than a factor two at the second step

For eagh mode, mo!lwdual spllttlngs are given by, at be@ fIin the tachocline and in the upper layers whereas the choice
g—coefﬂuents of their expansion on orthogona[ p,o'ynom' d = 200 will never decrease the regularization more théth
fined by Schou et al. (1994). The sectoral splittings, rel@e ¢ jis |eve| at the first step. From this figure, we can guess tha

the e_quatorial rotation prafile thro_ugh Eg. (2), ha_vg been ap ysice ot < 100 will tend to enhance spurious oscillations
proximated by the sum of the odd-indexed a-Coefficients. ;6 14 the noise whereas a choice 200 will lead to a result

very similar to the T-GCV solution because only few points
7.2. The choice of inversion parameters and ARTUR solutiowill be affected by the local change of regularization dgrin
for LOWL data ARTUR steps. Between these two limits it is however not clear

, . . ) which is the best choice fa.
As the first step of ARTUR algorithm is an usual Tikhonov However, some indicators may help in the choicé:of

inversion, we first present the results obtained from Tildwon
method and GCV choice of the regularization parameterddall — First, an important test for any global inversion is its capa
T-GCV method hereafter). The equatorial profile obtainedir bility of providing a good fit of the data. Figure 7c shows,
T-GCV method and LOWL data is shown on Fig. 5. The fit of as a function of, the normalized,? value for the modes
the solution with arer f function of the form Eq. (1) leadstoa  which have their turning points betwe@rs R, and0.8 R
width of w ~ 0.09 R, (cf. Fig. 8d). By taking into accountthe  As expected this value is always lower for all ARTUR solu-
width of the averaging kernel computed)ai R, the corrected tions than for the T-GCV solution because we tend to reg-
inferred width obtained from this ‘local deconvolutionis~ ularize less. The gain in the? value is however small be-
0.06 R. cause the regularization is decreased only locally on dsmal
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Table 1. Comparison between our previous work on inferring the emyiadttachocline profile from LOWL data and the results ot
with non linear regularization applied to the same data. filegious estimates of the parameters and their errors rese teached from a
comparison of three inverse methods among which was the T4@€thod. See Sect. 7.3 for a more detailed discussion oathetline width
inferred from ARTUR algorithm

Qo(nHz) Q,(nHz) a(nHz/Rg) ro/Rg @ /Ry
Corbard etal. (1998) 431.0+3.5 459.0+1.5 0 0.695 + 0.005 0.05 +0.03
ARTUR 430.5 452.0 70.0 0.691 0.01
o F 7 where l;, = {p / 0.6 < z= < 0.8 or r, > 0.9Ro},

Iyt = [1,Np] — Iy, and Ny, Noy¢ are the sizes of the
two sets. Fig. 7b is a plot of these two quantities. It shows
that foré lower than60 ARTUR algorithm tends to change

b ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ the solution even in zones where no high gradients are ex-
1 pected and that for a choice abave: 100 there is no more
changes in these zones as expected.

2 _2
X ity X fity g
-0.5 |

40 +

20

From these two criteria it seems that a choice et 100
7 is a good compromise between minimizing the value for
] modes which have their turning points near the tachoclire an
] operating changes essentially in zones where high gracheat
expected which was the objective of the non linear regudariz
tion approach. The ARTUR solution is shown on Fig. 5 for
this choiced. The inferred tachocline parameters are summa-
rize in Tab. 1 and compared to the results obtained by Corbard
Fig. 7a-c.Variation of variousy? indicators withs. a Difference be- et al. (1998) for the same dataset. The estimates of thercente
tween the goodness of the fits of ARTUR solutions byafifunction ¢ yho 44 chocline and the rotation rate in the radiativeriote
with or without a linear part (cf. Eq. (22)h Difference between T- . . - .
GCV and ARTUR solutions in and out of the zones where highigra(?btamed_ from ARTUR f”"go”thm are In gOOd, agreement with
ents are expected (cf. Eq. (219)The normalized;? value of ARTUR our previous work. The '_nferred value@f anda are $UCh tha_t
inversions for modes which have their turning points betw@éR {1 + 0.1ar = 459nHz which correspond to the rotation rate in-
ando.8R. The horizontal line shows the value7) obtained from ferred at).8 2 and to the value of th@; parameter obtained
T-GCV solution. The star symbol indicate thé value reached for the by the fit of the T-GCV solution. The tachocline width infetre
choiced = 100 retained for ARTUR algorithm. from ARTUR inversion (v = 0.01R) is smaller than our pre-
vious estimate but still compatible if we take into accoumt a
error of0.02 R, as indicated by the Monte-Carlo simulations.
area. They” value reaches a minimum fér= 50 but, as The next section will give a more detailed discussion for the
expected from Fig 6, for such lod ARTUR solution be- interpretation of this result by showing how the estimatéhef

comes very oscillating and a discontinuity & 0) is found - width vary with thed parameter and during the iterations of
near the tachocline but in fact the solution is found pieC&RTUR process.

wise constant with many discontinuities.
— There is another indicator that we can use showing that this , . .
value ofs = 50 is not appropriate despite of the gogd 7-3- On the inferred tachocline width

value reached W'Fh this parameter. One of the.ObJ?Ct'Ves[ﬂ[qure 8 shows how the parameters, inferred from a fit of the
A,RTUR method IS to keep the same regulapzaﬂon as fia step of ARTUR algorithm, are sensitive to the choice of
Tikhonov method in zones without high gradients. Ther%—_ It shows that the relatioft; + 0.1a& ~ 459n H z is still valid

fore one expects that the amount of chz_ange (Compar.edféPother choices of and thatQ, andi. vary only little with
T-GCV solution) will be more important in the tachoclmed whereas the inferred width increases rapidlyfas 100. It
(and possibly near the surface) than in other zones. We npig heq) 455 7. for § = 200 which is the limit for the choice
Qi‘.(r) the solutionat the final step Of. ARTURaIgori_thmforof d upper which we think that ARTUR algorithm is not ef-
agivens a.n_dQT(r) the T-GCV solution and we define thefective. For large values af, the number of step in ARTUR
two quantities: process becomes very low, ARTUR solutions tend to T-GCV
) 1 _ _ 5 solution, and thus, tachocline parameters inferred from AR
TN > () = Q) (21) TUR solution tend to those inferred from T-GCV solution (cf.

in

out PEL|in Fig. 8).
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Fig. 9. Variation of the inferred width (full line) and thg® value for
modes which have their turning points betwee6R; and0.8Rg
(dashed line) as a function of the iteration number in ARTUSpSS
for 6 = 100). The values found at the first step are equal to those
] obtained from the fit of the T-GCV solution shown as horizblites

200 300 on Figs. 8d and 7c whereas the values obtained at the finahstep
shown by star graph markers on these plots.
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Fig. 8a-d.Variation with§ of the tachocline parameters as deduced by

fitting ARTUR solutions by amr f function (cf. Eq. (1)). The dashed

lines show the results obtained by searching only four paters Qo,

Q,, 7., @) after settingy = 0, whereas the full lines show the results

obtained whem is a free parameter of the fit. In this case the inferred . 9

value ofa is shown by the dotted line on panel b and the star symbols AS the increase of the” value between = 100 and

show the results obtained fér= 100. The horizontal lines indicate d = 200 is low (cf. Fig 7a), and because of our previous esti-

the values (independent 6j of the tachocline parameters obtainednate of+0.02, for the uncertainty on the width, we can not

by fitting the T-GCV solution. These lines represent limiss high exclude a width higher thah01 R,. Furthermore Fig. 9 shows

4 of the parameters inferred from ARTUR solutions. On pandlal tthat the minimum value of thg? is reached after only six iter-

horizontal lines indicate the width as inferred directlythg fit of - ations of ARTUR process whereas the inferred width still de-

GCv sqlutlon. The_W|dth corrected by a ‘local deconvolutiosing  creases fror.035 R, down t00.01R,,. This indicates that the

averaging kernels, i ~ 0.06Ro. data themselves do not allow us to choose between widths in
that range. During the iterations as well as when we vary the
value of§, this is the amount of regularization introduced in

We have tried to fit the solutions with or without the Iineaﬁigh gradients zones that is changed. In that sense stofijeing
part after the transition (i.e. by searching for the iesveffi- jteration of ARTUR process before its convergence accardin
cient or by settingy = 0 in Eq. (1)). The goodness of the fitisig the criterion Eq. (17) would be equivalent to increase the

defined by: value ofd. As the amount of regularization that is needed is
1 related to the level of noise contained in the data, thebigiiy

XFir, (Q) = T > Q) - Qi (rp)) (22) of our result is strongly related to our knowledge of the data

Fit =9 el noise. As we have shown that the GCV criterion may reveal

some discrepancies between the data noise and the simulate
where I;;; is the set of indices given by;;: = {p / 0.4 < noise, the only way to become more confident on the appropri-
g—g < 0.8}, andNy;, is size ofl;;;. We notex3;, _ the good- ate choice of and thus on the result concerning the tachocline
ness of a fit done with only four parametesis=£ 0 in Eq. (1)). width inferred from this kind of non linear inversions wileb
In this case the denominator of Eq. (22) becoriVeg —4. The to increase our knowledge of the statistical propertieshef t
two fits are almost equivalent when applied to the T-GCV sdata noise and to compare with other datasets. However, even
lution (@ = —5nHz when it is searched, cf. Fig. 8b), but th¢he values of the width found at the final step o= 200 or
fit that allows a linear part has been found to be more suitatithe sixth iteration witlh = 100 are still below the value of
for describing ARTUR solutions for all the choices dficf. 0.06 R, inferred from T-GCV solution after a ‘local deconvo-
Fig. 7a). We note however that if one chooses to fit the solution’ and the use of non linear regularization argue irofav
tions witha = 0 (i.e. to describe the tachocline by a simplef a very sharp tachocline and even a discontinuity can not be
er f function), then the inferred width would be systematicallgxcluded. Therefore our conclusion on the tachocline wislth
increased by a value up €002 R, (cf. Fig. 8d). that it is very likely that it is less thai. 05 R,
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8. Conclusions GONG network which observe high degree modes. This algo-
. ) ) L rithm may also be apply to the sound speed peak found between

This work introduces in helioseismic context an approach §fa sun and the model by structure inversions. The thickofess

the inverse problem that use an adaptative regularizalis. ,is heak Jocated in the tachocline can be related to thehwidt

leads to a non linear problem that can be solved easily by &\he mixed zone which is supposed to exist just below the
iterative process named ARTUR and that have been developgdection zone (e.g. Morel et al. 1998). Some recent work

in the field of image processing. It is shown that this appoage jioit et al. 1998) have used a linear inversion which hearb
allows to recover high gradients in the solution and avoidg,.onyolved to give an estimate@f2R., for this width. It is
the spurious oscillations (known as ‘Gibbs phenomena) thgieresting to note that this is of the same order as our agim
may be found when we try to recover such sharp transitigf ine tachocline width deduced from the rotation profile. As

zones with the usual Tikhonov approach. Tests and Moniga 561 nd speed anomaly profile is also a zone with high gradi-
Carlo simulations have shown that this method is as effectiyyis in the solution of an inverse problem, the use of nomtine

as Tikhonov inversion with ‘local deconvolution’ in order t
recover the width or f functions with widths up td®.08 R
and with the same errors estimatiordef.02 R .

The inversion of LOWL data by ARTUR method gives ancknowledgementaie gratefully acknowledge S. Tomczyk and
equatorial tachocline profile which differs from our prev# ;3. schou for providing the LOWL data. This work has been peréa
work. These results argue in favor of sharp transition (dtmvnusing the computing facilities provided by the program “Slations
awidth of0.01 R, with the adapted regularization parametersinteractives et Visualisation en Astronomie et Mécaniqi&VAM,
From our study of the inferred width as a function of the parar®CA, Nice) and by the “Institut du Développement et des Res=es
eterd and our estimate of the uncertainty on this parameter we Informatique Scientifique” (IDRIS, Orsay).
conclude that it is very likely that the width of the tachoei
is less thar).05R,. This estimate is somewhat different from o ) L
our previous estimate 8£05 + 0.03 R, which allow relatively ~PPENdX Az terms of the discretization

smooth transitions up .08 Rg. In our application, the polynomial expansion Eq. (4) is such
The change in our estimate of the width is partly due to theat:

fact that we have changed the fitting function that defined the

tachocline parameters. It is shown here that adding a linear

haviour in the upper part of the f function allow a better fit of ¥n(r) =

the solution. Whereas the T-GCV solution (before any decon-

volution) can be well approximated by a simplef function \where(r,),—q v, +1 are the fixed break points distributed ac-

between).4 R and0.8 Ko, the ARTUR solution is better ap- cording to the density of turning points of modes. We have:
proximated, in the upper part of the tachocline, by a lineact

tion with a slope aroundinHz/ R, that goes fromib2nHzat (= ry =) <ry < .ry,1 <7y, =7n,41 = R,  (A2)
0.7Rq up to459nHz at0.8 R . It was not possible to reach this

conclusion from our previous approach using the T-GCV stherefore, each coefficient, of the expansion Eq. (4) simply
lution because the ‘local deconvolution’ used in this appto represents the solution at the radiys

supposed explicitly that the rotation profile can be wellrapp

imated by a simplerf function (without linear behaviour). It V. p = 1,..N, Q(rp) = wp. (A3)
will be therefore very interesting to study in future workela

with other datasets the rotation profile just above the telohe Furthermore, with this expansion of the solution, the first
in order to become more confident on our result. derivative of¢2(r) is represented by a piecewise constant func-

ﬁion. Therefore, in this trivial case, one can take in Eq){10

regularization may also be an alternate approach to adiifiess
problem in future works.

e (A1)
Tpg1—T :
r::l—l—rp (ifrp, <7v <1pg1)

{ Teml (g < 7 < 1yp)

An important contribution of the non linear regularizatio
approach is that it allows to find directly a solution with gha
transitions without fixing a priori the shape of the trarsis as =Tt T
itis necessary in forward modeling or when we deconvolveg, e first derivative operator is defined by the bi-diagjona
solution obtained from linear methods. In order to descfifee matrix:
tachocline with only few parameters, we can afterwards sboo
a shape for the fitting function that is adapted to the soﬂuti% _ -

p=1,.N,—1 C=diag(c,) (A4

found. (A5)
Finally, we note that this approach of inversion with nop ...

linear regularization may find other applications in theidiel ’

seismic context for all the problems where high gradiengs ar (1) i=1,N, 1

expected in the solutions. We have shown that this is the cdsei = —0ij 1 0i-1 { j=1,N, 5 (A6)

for the rotation of the surface layers that can be studiecemor
accurately with instruments like MDI on board SoHO or thé being the usual Kronecker symbol.
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Chapitre 6

La rotation du coeur

La rotation du cceur solaire (r < 0.25Rs ) contribue au splitting des modes de bas
degrés (I = 1 —4). Néanmoins seule une petite partie du noyau de rotation de ces modes
a de 'amplitude dans le cceur si bien que leurs splittings sont en fait tres peu sensibles
a la rotation du cceur. Une grande précision sur la mesure des splittings de bas degrés
est donc requise pour étudier cette rotation. D’une maniere plus quantitative, Fossat
(1995) estime que seul 5% de la valeur du splitting provient de la rotation du cceur
ce qui conduit a une augmentation du splitting de seulement 22 nHz si la rotation du
ceeur est deux fois plus rapide que celle (435 nHz) de la zone radiative au dessus de

0.4Rs.

6.1 Mesures des splittings de bas degrés

La figure 6.1 montre les splittings sectoraux (GOLF), ou les coefficients a; (GONG,
MDI), des modes de bas degrés issus de différentes observations en fonction du point
tournant associé a chaque mode. Pour l'instrument GOLF, et d’une maniere générale
les observations en disque intégré (IRIS, BiSON), seules les composantes du multiplet
telles que [ — m est pair sont visibles en raison de l'orientation de ’axe de rotation
par rapport a la ligne de visée. Cela ne permet pas, pour [ = 2,3, de déterminer le
coefficient @y et la quantité mesurée correspond au splitting sectoral (m = [). Pour les
instruments (MDI, GONG) permettant une résolution spatiale du disque solaire toutes
les composantes du multiplet sont accessibles et 1’on peut déterminer le coefficient a;.
Pour [ = 1, splitting sectoral et coefficient a; sont équivalents. D’une maniere générale
le splitting sectoral d’'un mode de degré [ est donné par la somme des [ coefficients a
d’indices impairs (voir Eqgs. 2.5, 2.8) et la différence entre le coefficient a; et le splitting
sectoral est liée a la dépendance en latitude de la rotation qui se traduit par ’existence
de coefficients as, as, etc.., non nuls (mais faibles).

La dispersion des résultats (Fig. 6.1) ainsi que I'incertitude sur la mesure des split-
tings individuels ayant leurs points tournants sous 0.2, est en général bien supérieure
a 20 nHz. Néanmoins, si le splitting des modes de bas degrés est peu dépendant de
la fréquence (c.a.d. de l'ordre radial n pour [ donné) ou si cette dépendance est plus
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Fi1G. 6.1 — Splittings sectoraux (GOLF) et coefficients ay (GONG et MDI) avec leurs

barres d’erreur en fonction des points tournants des modes.
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faible que 'incertitude attribuée a chaque mesure individuelle, alors on peut espérer
obtenir une plus grande précision sur la valeur des splittings moyennés sur plusieurs
ordres radiaux.

Les moyennes pondérées par les erreurs des splittings issus de différentes observa-
tions sont représentées figure 6.2 pour [ = 1 — 4. L’incertitude sur ces moyennes
est typiquement comprise entre +5 nHz et £15 nHz ce qui reste élevé compte
tenu de la discussion précédente. La dispersion des résultats issus des dif-
férentes observations est beaucoup plus grande et certaines moyennes sont
incompatibles a 1o. Sil’on exclut une variation de la rotation au cours des différentes
périodes d’observations cela indique probablement une sous estimation des erreurs par
les différentes équipes. On note cependant un tres bon accord entre toutes les observa-
tions pour le splitting moyen des modes [ = 2 estimé a 435 + 15nHz.

Les incertitudes sur les splittings peuvent avoir de multiples origines. Il y a d’abord
la nature stochastique de ’excitation des modes de pression qui peut conduire a une
mauvaise identification des composantes du multiplet. Cette incertitude peut étre
modélisée d’'une maniere théorique en prenant en compte notamment le rapport si-
gnal /bruit, la durée des observations et la largeur des pics liée au processus d’amor-
tissement des modes, ou estimée par des simulations de Monte-Carlo (Toutain & Ap-
pourchaux 1994). Des biais peuvent étre introduits par une modélisation mal adaptée
du spectre qui doit prendre en compte le recouvrement partiel des modes, les corréla-
tions entre les différentes composantes d’un multiplet (Appourchaux et al. 1998b) et
une éventuelle dissymétrie dans le profil des pics ou dans les amplitudes des différentes
composantes du multiplet (Appourchaux et al. 1998a). D’une maniere générale, 1’ex-
traction des splittings du spectre des oscillations constitue en lui méme un probleme
inverse non linéaire dont la résolution n’est pas triviale et les différentes méthodes ou
stratégies utilisées pour I'analyse du spectre ( Appourchaux 1998, Fossat 1998, Roca
Cortés 1998) peuvent conduire a des erreurs systématiques. De plus, d’un point de vue
numérique, des bials peuvent étre introduits par le fait que les méthodes non linéaires
peuvent occasionnellement converger vers des minima locaux (Fossat 1998) ou étre
sensibles aux valeurs initiales choisies pour les parametres & déterminer (Lazrek et al.

1997).

L’étude précise de ces différentes sources d’incertitudes et de biais dans
les mesures est probablement I’étape la plus importante actuellement afin
de bien comprendre ’origine des différences constatées entre les détermi-
nations par les divers groupes. Ce travail nécessaire ne fait pas 'objet de cette
these. Je me suis pour ma part attaché, avec les données disponibles, a étudier les pro-
blemes liés a l'interprétation des splittings tels qu’il sont donnés par les observateurs
et 'incertitude qui en résulte sur la rotation du ceeur.
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F1G. 6.2 — Moyennes pondérés par les erreurs, des splittings sectoraux (IRIS, BiSON,
LOWL, GOLF) ou des coefficients ay (GONG, LOI, MDI) des modes de bas degrés.
Les ordres radiaux observés sur lesquels se font la moyenne sont indiqués en bas de la
figure.

Les mesures IRIS couvrent une période de 19 mois d’observations avec quatre séries
temporelles obtenues en 1989, 1990, 1991 et 1992 (Gelly et al. 1997). Les splittings IRIS
montrés ici sont des moyennes pondérées de mesures obtenus par plusieurs méthodes
appliquées auxr mémes spectres moyennés (Lazrek et al. 1996, Gizon et al. 1997).

Les données BISON ont €té acquises par Chaplin et al. (1996).
Les splittings LOWL ont été calculés a partir de données décrites Tab. J.1.

Les données GONG (1=1,2,3) ont €té analysées par Rabello-Soares & Appourchaux
(1998). Le splitting GONG (1=4) est tiré des donnés GONG décrites Tab. 4.1.

Les splittings GOLF ont €té estimés au sein de la collaboration GOLF (Roca Cortés
and the GOLF team 1998).

Les splittings LOI et MDI correspondent a la premiére année d’observations a bord
de SoHO (Appourchaux et Toutain, communication privée, voir (Appourchaux and the

VIRGO team 1998) et (Toutain et Kosovichev 1998))
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6.2 Spécificités de 'inversion pour le coeur

En dessous de 0.4R, la dépendance en latitude de la rotation est intrinsequement
mal contrainte par les données. En effet, les splittings de bas degrés [ ne peuvent
donner acces qu’a un nombre restreint (2/ + 1) d’ordres azimutaux m différents qui
seuls contiennent la signature d’une éventuelle rotation différentielle en latitude. La
démarche couramment employée pour étudier la rotation du cceur consiste donc a se
ramener a une équation a une dimension (le rayon) soit en se plagant a une latitude
donnée (par exemple 1’équateur) soit en cherchant une certaine moyenne en latitude
de la rotation. Je montre dans la suite que ces deux cas peuvent conduire a des biais
non négligeables si I’on cherche a estimer la rotation sous 0.2R;.

1. Tous les modes ayant de ’amplitude dans le plan équatorial, on se place le plus
souvent a I’équateur en utilisant la relation (3.18) reliant les splittings sectoraux
a la rotation équatoriale. J’ai montré §3.1.3 que cette approximation n’est pas
valable pour les modes de bas degrés car les splittings sectoraux de ces modes sont
sensibles également a la rotation de couches éloignées de la zone équatoriale. La
rotation étant différentielle dans la zone convective et le maximum étant atteint
dans le plan équatorial, cela conduit a une sous estimation de la rotation dans
le coeur. J’al montré, en utilisant la rotation différentielle de la zone convective
déduite des inversions 2D, que cela est équivalent a introduire un biais de ~ 12nHz
sur les splittings [ = 1, ~ 8 nHz sur les splittings [ = 2, ~ 6 nHz sur les splittings
[ = 3 etc.. (Contribution 7, Fig. 2). La connaissance de la rotation différentielle en
latitude dans la zone convective peut donc étre utilisée pour corriger ce biais en
partie, mais une certaine incertitude demeure sur cette connaissance et I'influence
d’une éventuelle dépendance en latitude de la rotation dans le coeur est ignorée.
Cela peut donc conduire a une sous estimation de I'incertitude sur le résultat de
I’inversion.

2. Une équation 1D reliant les coefficients a; a une moyenne en latitude de la rotation
Ql(r) se déduit de I’équation (2.10) associée a un développement de la dépendance
en latitude de la rotation sur des polynomes orthogonaux dP;(u)/du j =1,3,5...
Les noyaux de rotation en rayon sont alors les mémes (K ,,;(r)) que pour la relation
entre splitting sectoraux et rotation équatoriale (Voir Contribution 7). La solution
Ql(r) ainsi obtenue ne correspond a la rotation réelle que dans les zones ou
celle-ci est indépendante de la latitude, sinon il s’agit d’'une moyenne telle que:
Ql(r) = 3/2 J3 (1 — u®>)Qr, u)dp. Dans ce type d’inversion I’équation intégrale
1D utilisée est exacte méme pour les splittings de bas degrés et le résultat n’est
donc en principe pas biaisé comme dans le cas précédent. Néanmoins, pour les
observations en disque intégré (IRIS, GOLF, BiSON), on ne dispose en général
pas des coefficients a; (pour [ > 1) mais uniquement des splittings sectoraux.
C’est a ce niveau qu'un biais peut étre introduit par l'inversion. En effet soit
I’on inverse ces splittings sectoraux en conjonction avec les splittings sectoraux
d’autres données pour les degrés [ > 3, auquel cas on se retrouve dans le cas
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précédent ou des biais sont introduits par le fait que 'approximation 1D n’est
pas exacte pour les bas degrés, soit on assimile les splittings sectoraux de bas
degrés a des coefficients a; et on les inverse avec les coefficients a; relatifs aux
modes [ > 3 issus d’autres données auquel cas un biais peut étre introduit si les
coefficients as (pour [ = 2) ou a3 et a5 (pour [ = 3) ne sont pas nuls. La encore
on peut essayer de corriger ce biais en estimant les coefficients a3 et a5 a partir
d’autres données ou d’un profil de rotation dont on se donne la dépendance en
latitude.

Je regroupe dans la suite par le terme d’*approximation 1D’ ces deux sources de biais
de nature différentes. Dans le premier cas le biais provient de 1'utilisation d’une ap-
proximation 1D non valable pour les bas degrés, dans le second cas le biais provient du
mélange de données (coefficients ay et splittings sectoraux) qui ne correspondent pas a
la méme moyenne en latitude de la rotation.

D’une maniere générale (a 2D ou dans une ‘approximation 1D’) les méthodes de
types OLA (MOLA ou SOLA) sont préférées pour étudier la rotation du cceur car les
noyaux de rotation sont mieux localisés et 'interprétation plus facile. Néanmoins, dans
les deux cas il n’est pas possible, avec les données actuelles, de localiser un noyau de
résolution sous 0.15Rs (voir Contributions 6, 7). Le résultat d’une inversion globale de
type RLS est utile car il permet, en examinant les résidus de I'inversion, de détecter
les cas ou l'incertitude sur certains splittings a été sous estimée ou la mesure biaisée.
De tels aller-retour entre observateurs et inverseurs conduisant a un réexamen de la
détermination de certains splittings permet par la suite d’acquérir une plus grande
confiance en la réalité des résultats obtenus. Cette démarche a été utilisée pour 1’analyse

des splittings GOLF.

6.3 Résultats

D’apres ce qui précede, il y a trois approches possibles qui permettent d’obtenir la
rotation centrale du Soleil.

1. On peut utiliser une inversion 2D en tenant compte du fait qu’on ne peut pas
obtenir d’information en latitude dans le cceur. J’ai comparé (Contribution 5)
les résultats obtenus par inversion 2D RLS des données RIS et BiSON, dont les
splittings [ = 1,1 = 3 sont incompatibles a 1o, combinées aux données LOWL
(pour [ > 4). L’utilisation, dans le code 2D RLS, de la contrainte de régularité au
centre (voir §4.1.2) permet d’obtenir une seule valeur moyenne de la rotation dans
le cceur. Le résultat (Fig. 6.3) ainsi obtenu dans le coeur par inversion
RLS est sensible aux différences qui existent entre les mesures des
splittings de bas degrés. La faible valeur du splitting [ = 1 des données
LOWL conduit a une rotation qui décroit rapidement sous 0.2R; . Les solutions
et les barres d’erreurs trouvées avec les splittings IRIS et BiSON sont en bon
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Fic. 6.3 — Ces figures, obtenues par inversion 2D RLS des données indiquées, montrent
la sensibilité de la méthode d’inversion aux diverses données disponibles pour les split-
tings de bas degrés
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Fic. 6.4 — Noyauzr de résolution d’une méthode 2D RLS appliquée aur données
LOW+IRIS. Les noyaux présentés ont été calculés en 0.2Rq et 0.4Rs a Uéquateur
et a mi-latitude. Les pics de surface restent non résolus avec la grille utilisée pour le

graphique et leur contribution a Uintégrale totale (en rayon et latitude) des noyaux est
négligeable.
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accord avec une rotation rigide du cceur (légerement plus rapide que la zone
radiative pour IRIS et légerement moins rapide pour BiSON). Les barres d’erreurs
obtenues avec les données LOWL semblent exclure (& 10) une rotation rigide du
cceur. Cependant, le splitting moyen des modes [ = 1 déterminé a partir des
données LOWL (2 ans) a récemment été réestimé par S. Tomczyk a 432 + 25
nHz (voir Appourchaux 1998). La valeur du splitting ainsi que I'incertitude ont
donc été réévaluées a la hausse rendant ces observations compatibles a la fois
avec celle de BiSON et celle d’TRIS. 1l en ressort que ’ensemble des données
IRIS, BiSON et LOWL montre un bon accord avec une rotation rigide
depuis le bas de la zone convective jusque dans le cceur. Une analyse
préliminaire par inversion 2D RLS des splittings portant seulement sur les 8
premiers mois d’observation de GOLF (Lazrek et al. 1997) indiquait une rotation
légerement décroissante du cceur mais également compatible avec une rotation
strictement rigide (Contribution 6). Les noyaux de résolution associés a I'inversion
RLS dans le coeur étant tres oscillants, il est néanmoins difficile d’obtenir une
interprétation locale claire du résultat (Fig. 6.4). Les méthodes de type OLA
a 2D commencent a étre développées (Chaplin et al. 1998, Rabello-Soares et al.
1998 ) pour I’étude de la rotation du cceur mais il n’est pas possible de localiser
les noyaux de résolution en latitude.

2. Siles coefficients ay sont disponibles pour tous les modes, on peut utiliser la rela-
tion 1D entre ceux-ci et la moyenne de la rotation en latitude Q;. Cette approche
a été suivie pour inverser les données GONG de bas degrés en conjonction avec les
données MDI, les deux ensembles de données fournissant les coefficients a; pour
tous les modes observés (Contribution 7). Cette inversion montre une rotation

solide jusqu’en 0.3 R puis légerement décroissante pour atteindre 380 4+ 60 nHz
entre 0.15Rg et 0.22R,.

3. On peut également utiliser 'une des deux ‘approximations 1D’ (§6.2) en essayant
de corriger au moins en partie le biais introduit par la prise en compte de notre
connaissance de la dépendance en latitude de la rotation dans la zone convective.
Cette approche a été suivie pour interpréter les splittings sectoraux de bas de-
grés de GOLF en conjonction avec les observations de MDI (Contribution 7) et a
conduit a une rotation rigide jusqu’a 0.3 R puis croissante atteignant 500+60nHz
entre 0.15 R et 0.25 R La collaboration que j’ai mise en place au sein de I’équipe
GOLF a permis de confronter les résultats de méthodes MOLA et SOLA (1D) ap-
pliquées strictement aux mémes données par différents ‘inverseurs’ (Contribution
7). Les deux méthodes conduisent a des résultats similaires lorsqu’elles utilisent
la méme ‘approximation 1D’.

D’une maniere générale les biais introduits par ['utilisation d’approximations 1D
sont faibles et n’influencent que tres peu la solution au dessus de 0.2R;. Par
contre, lorsque I'on essaye d’estimer la rotation en dessous de 0.2Rg en utilisant
des noyaux de résolution correspondant a une faible régularisation (qui seuls
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peuvent étre localisés sous 0.2Rg, voir Contribution 6, Fig. 4), ces biais méme
faibles peuvent conduire a des écarts tres importants (> 90nHz) sur la solution.
Les diverses approches utilisées pour corriger ces biais, toutes basées sur une
connaissance a priori de la dépendance en latitude de la rotation, conduisent a
des résultats comparables (Contribution 7) montrant, pour les données GOLF,
une valeur moyenne de la rotation entre 0.1 R et 0.2Rg de 560 + 90 nHz. Les
barres d’erreurs associées (+90nHz) et la tres grande sensibilité aux biais rendent
ces résultats obtenus sous 0.2R; tres peu significatifs.

L’étude de I'influence sur la solution des différentes approximations faites pour ré-
soudre le probleme inverse montre que les biais observationnels ne sont pas la seule
cause permettant d’expliquer les différents résultats d’inversions 1D des splittings de
bas degrés notamment pour les solutions trouvées sous 0.2R; . Les effets dus aux ‘ap-
proximations 1D’ restent faibles et probablement négligeables par rapport a 'incerti-
tude liée a la dispersion des résultats des différentes observations mais ils devront étre
pris en compte pour obtenir des résultats fiables sous 0.2R lorsqu’ un meilleur accord
sera obtenu a partir des divers instruments et méthodes d’analyse des spectres.

Il faut également souligner I'importance du choix des données utilisées pour les
degrés intermédiaires et élevés. A titre d’exemple, alors que l'inversion des données
GONG de bas degrés (I = 1,2,3) associées aux données MDI donne une rotation
décroissante au dessous de 0.3Rg (Contribution 7), 'inversion de ces méme données
associées aux autres splittings GONG (I > 3) ne montre pas de décroissance de la
rotation en 0.2R; et semble indiquer une rotation légerement plus rapide (~ 450nH z)

autour de 0.3R; (Rabello-Soares et al. 1998).

En conclusion, I'inversion de ’ensemble des observations conduit & une rotation
rigide (~ 430nHz) s’étendant de la base de la zone convective jusqu’a 0.3R;.
Entre 0.2R; et 0.3Rg certaines données (GOLF, IRIS) sont en faveur d’une rotation
plus rapide et d’autres (BiSON, GONG, LOWL) en faveur d’une rotation moins rapide.
Dans tous les cas I'augmentation ou la diminution en 0.2Rg n’excede pas 50nHz par
rapport a la rotation rigide de la zone radiative et ’ensemble des solutions restent
compatibles avec une rotation rigide s’étendant jusqu’a 0.2R;. Entre 0.15R;,
et 0.2R; les incertitudes sur les divers résultats sont voisines de +100nHz et
les solutions obtenues sont trés sensibles a tout biais d’observations, d’ana-
lyse des spectres ou introduit par la méthode d’inversion. Cela nous conduit
a considérer comme peu fiables les résultats obtenus entre 0.15R; et 0.2R.
Aucun noyau de résolution ne peut actuellement étre localisé sous 0.15R,,
si bien que tout résultat présenté sous ce rayon ne peut étre interprété que
comme une extrapolation des résultats obtenus dans les couches supérieures.



Contribution 5: The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON data 203

Contribution 5

The solar core rotation from
LOWL and IRIS or BiSON data

T. Corbard, G. Berthomieu, J. Provost, E. Fossat

Proceedings of IAU181 Symposium: Sounding Solar and Stellar Interior,
J. Provost & F.X. Schmider (eds.), poster volume, p. 79, 1998






Contribution 5: The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON data 205

The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON data

T. Corbard!, G. Berthomieu!, J. Provost!, E. Fossat?

I Laboratoire G.-D.Cassini, Observatoire de la Cote d’Azur, Nice
2 Departement d’Astrophysique, UNSA, Nice

ABSTRACT

The solar core rotation is investigated by means of a
2D regularized least square inversion. A reliable ro-
tation rate above (.47 is obtained by using the ro-
tational splittings measured between 1994 and 1996
with the data of the LOWL instrument which can
observe both low and intermediate degree p-modes.
For sounding the deeper layers, we have alternately
added the most recent published splittings of the
IRIS and the BiSON network groups. These two sets
have been known to be inconsistent at more than a
3-sigma level. The consequences of this difference on
the behaviour of the rotation rate inside the solar
core, seen by the global inversion, are studied and
discussed in this poster.

1.  Observed rotational splitting frequencies

An observable consequence of the solar rotation is
that the azimuthal degeneracy of global modes of
oscillation is raised. The rotational splitting is de-
fined by Avy,, = Lm—tnld where v,;,, denotes the
Ty

frequency of the mode of degree [, radial order n and
aziimuthal order m. Recent results obtained by var-
ious groups for the low degree rotational splittings
have been used here.

The IRIS measurements cover a total of 19 months of
observation with 4 time series obtained in 1989, 1990,
1991, 1992. The splittings are weighted averages of
the results obtained by different methods applied on
the same averaged spectra (Lazrek et al. 1996).

The BiSON data have been collected between
05/01/93 and 08/23/94. The splittings and their er-
rors are obtained for each mode (n,!) by Chaplin et
al. (1996) from the 16-month power spectrum.

The LOWL data contain 1102 modes (n,l) with
degrees up to I = 99 and frequencies lower than
v = 3500puHz. For each mode, individual split-
tings are given by, at best, three a-coefficients of
their expansion on orthogonal polynomials defined
by Schou et al. (1994). LOWL values have been
calculated from the data covering 2 years of observa-
tion between 2/26/94 and 2/25/96 (communicated
by Steven Tomczyk). Individuals splittings have
been built from the given a-coefficients and their un-
certainties have been calculated by assuming that
the splittings are uncorrelated and independent of
m for each (n,!) and such that they lead at best (in
least-squares sense) to the quoted errors given on the
a-coefficients.

2. The 2D RLS inversion method

For low rotation the frequency shifts are given by:

1
AUpim = / / Koy (r, 1), p)drdpe (1)
—1Jo

where Q(r, ) is the unknown rotation rate versus
depth and latitude, p = cos(@), 6 is the colati-
tude and r the normalized solar radius. The kernels
Kpim (r, 1) depend on the model and the eigenfunc-
tions of the mode which are assumed to be known
exactly.

We search for the unknown rotation as a linear com-
bination of piecewise polynomials, projected on a
tensorial product of B-spline basis. A complete de-
scription of the method and the choice of the param-
cters used for inverting LOWL data can be found
in Corbard et al. (1996). The inferred rotation
Q(rn,ug) at a point (rn,,un) is obtained as a linear
combination of the data Arvy,;,. Thus from Eq.(1)
it follows that averaging kernels x(ro, tto, r, ¢t), which
are a linear combination of rotational kernels K,,;,,,,
exist, such that:

Qro; p10) = //H(W‘o-,/l/oa"l ) Qr, p)drdp (2)

The radial and latitudinal full widths at mid height
(Ar and rA9) of these kernels provide an estimation
of the spatial resolution of the inversion at a point
(r0. tto ). It increases with lower regularizing term, at
the expense of larger errors on the solution.

3. Results and discussion

Figure 1 shows the inferred rotation rate for four lat-
itudes (0, 30,60,90°) obtained by inverting LOWL
data, LOWL+IRIS data and LOWL+BiSON data.
The 3 solutions differ only at radius smaller than
0.2 Rs and show no latitudinal dependencies below
this depth. The solution obtained between 0.4 and
0.95R is discussed in Corbard et al. (1996). These
results show that the different values given by ob-
servers for the low [ splittings lead to different be-
haviours of the inferred rotation rate in the core.
Therefore the inversion is sensitive to the actual ob-
servational differences.

The LOWL data are in favor of a core that rotates
slower than the radiative interior. The solutions with
IRIS and BiSON data are compatible and show that
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Figure 1: Rotation rate versus solar radius for latitudes
0,30, 60,90° obtained with three sets of data.

an extension to the solar core of the rather uniform
rotation found in the outer radiative interior could
explain the observed splittings. The differences be-
tween LOWL and IRIS or BiSON data (especially for
I = 1) are sufficient to produce solutions that are not
identical. Nevertheless all the available observations
argue against theories for angular momentum trans-
port which predict a rotation rate at 0.2Rs much
higher than the equatorial rotation rate. However
solar core layers are intrinsically not well constrained
so that little variation in the data could produce im-
portant variation in the solution. Although the lo
error bars shown on the figure are large below 0.2R,
we can not insure that the true rotation rate lies in-
side these error bars. In fact these bars represent the
uncertainties on a weighted averaged of the rotation
rate. In an attempt to have a best interpretation
of our results we must have a look at the weighting
function given by the so-called averaging kernels.

Figure 2: Averaging kernel at 1o = 0.2Rg, 8o = 45°.

Figure 2 shows a 3D mid latitude averaging kernel
obtained at 0.2R., Contrary to the kernels at 0.4R,
which are well localized, (Corbard et al. 1996), the

kernels at 0.27 for mid latitude and equator are not
distinguishable and are both localized at the equa-
tor and 0.28 R. This result shows that our inver-
sion is not able to detect a latitudinal dependency of
the rotation rate even if it exists at 0.2Rs and that
the solution obtained at all latitudes below 0.3R
is an estimation of the rotation rate in the equa-
torial plane. Another problem arises from the fact
that the averaging kernels calculated at ro = 0.2
and below this depth are localized between 0.25 and
0.28 R,. This indicates that the true rotation rate at
a target location below 0.2R., contributes only for a
few part in the calculation of the inferred rotation
rate at this location.

In conclusion our results lead to a solar core rotation
of the order or smaller than the surface rotation at
mid latitude and rule out core rotation significantly
larger than surface rotation. The inversion is sen-
sitive to the actual observational differences. Nev-
ertheless the interpretation of the value of the ro-
tation rate obtained below 0.2Rs depends strongly
on the behavior of the rotation rate in the radia-
tive interior. We note however that the integral of
the averaging kernel between 0.25 and 0.6 R is null.
Thus, if we suppose that the rotation rate is con-
stant in the radiative interior and down to 0.25R.,
we can interpret the value obtained at 0.2R., as a
weighted averaged of the true rotation rate between
0.1 and 0.25 R the weighting function being the cor-
responding part of the averaging kernel. Neverthe-
less although the solid rotation found between 0.4
and 0.6Rs is thought to be reliable, its extension
down to 0.25R, is more speculative and some little
gradients in these zones can modify significantly the
interpretation of the value of the rotation rate found
at 0.2R: and deeper. A better understanding of the
rotation of the core should require a better agreement
between the different analysis of the different obser-
vations. Some other global inversion techniques as
SOLA (Pijpers & Thompson 1992) should be helpful
by searching explicitly averaging kernels without any
negative part. Such kernels, even larger than those
obtained in this work should be useful to complete
the interpretation of our results in the core.
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Inferring the internal rotation of the Sun from low degree helioseismology
T. Corbard

Laboratoire G.-D.Cassini, Observatoire de la Cote d’Azur, Nice
ABSTRACT

In this presentation, I investigate the internal rotation of the Sun (below 0.4R) from some observations of low
degree frequency splittings. I compare the results obtained with two inverse methods applied on the first GOLF
eight months dataset combined with the LOWL two years dataset. The emphasis is made on the study of the
effects of underestimated errors or bias that may be present in the data or introduced by the inverse method
itself.

1. Forward model

For low rotation the observed frequency splittings are given by:

Vntm — Vnto T Ro - .
AVpim = — = / / Kpim (7, 0)2(r, 6) sin 0drdl + 1, (1)
: 0o Jo
where Q(r, ) is the unknown rotation rate versus depth r and colatitude 6 and e,,, are observational errors
assumed to be uncorrelated and normally distributed with a standard deviation o, taken equal to the error
given by observers on the corresponding splitting. The kernels K, (7, 0) depend on the model and on the
eigenfunctions of the modes which are assumed to be known exactly. We note that, most of the observers
actually do not give directly the individual splittings but rather a small number of the so-called a-coefficients of
their expansions on a set of orthogonal polynomials. Assuming that the relation between individual splittings
and these coefficients is linear, an equation similar to Eq. (1) can be established by computing the appropriate

kernels I{J,;(r, 0) related to each a;-coeflicient.

In order to investigate the rotation below 0.4R; where the latitudinal dependence is particularly not well
constrained because of the few azimuthal orders provided by the low [ degree modes able to sound these zones,
one may want to simplify the problem by assuming that the rotation rate has only small (smaller than in the
convection zone) variations in latitude. With this assumption it can be shown that Eq. (1) is well approximated
by:

T Re ~
AVpim = / / Kpi(r) [P (cos 6)]2Q(r, ) sin 0drdf + €,m . (2)
o Jo

where P/ are Legendre functions normalized such that ["[P/"(cos6)]?sinfdf = 1 and Kpi(r) radial kernels
(eg. Cuypers (1980)) . One possibility is then to carry out a full 2D inversion of Eq. (2) but constraining the
solution to have no latitudinal variation in the deep interior (Corbard et al. 1997a). The solution obtained in
the core by this way represents an average of the core rotation between the equator and the pole.

Another possibility is to search for the rotation rate at a given latitude only i.e. to reduce the problem to a 1D
inverse problem. Since the most constrained zone is the equatorial one, we try to investigate only the equatorial
rotation rate. For this purpose we use the following property of the Legendre functions for m =1{ :

20+ 1)!

[P}(cos(0)]® = Ci(sinf)* Cr = EESY e (3)

which shows that, for high degrees [, the major contribution to sectoral splittings Av,;; comes from the equatorial
rotation rate Q.q(r) = Q(r, 7/2). This leads to the commonly used 1D integral equation (see e.g. Antia et al.
1996, Corbard et al. 1997b):

‘Ro _
Avy = / Rt (1) Qe (r)dr + enit (4)
Q

Nevertheless this approximation is valid only for high degrees [. For lower degrees the sectoral splittings are
sensitive not only to the equatorial rotation but also to the rotation rate in a large angular domain around the
equator. The extent of this domain will be estimated in the following and I will discuss the influence of this
approximation on the estimation of the core rotation using Eq. (4).



210 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEUR

2. Inverse methods used

I have used 2 different inverse methods:

e A Regularized Least-Squares method with Tikhonov regularization. For this method we project the
equatorial rotation rate on a spline basis Qq(r) = Zi\lzlwkgok(r) and we search the wy coefficients by
minimizing the quantity (in the 1D case):

Z Avpy — Zk 1ka0 Kni(r)en (r

Tnll

+>\Z / (d“““)dr (5)

where A is a regularization parameter chosen for establishing a balance between the goodness of the fit
of data and the smoothness of the solution. This is a global linear method and then the value of the
rotation obtained at any radius rq is a linear combination of the data:

0) = chl(W‘o)AUn,u (6)

nl

ni

By replacing in Eq. (4) we obtain:

Qeg(ro) = /(; © <Z Chi(ro) [\N’nl(r)> Qeq(r)dr + Ecnl(ro)gnl (7)

ni

The function in parentheses is called averaging kernel at rg. The result obtained at ry will be easier to
interpret as a local average of the rotation when this kernel is well-peaked and without strong oscillatory
behavior. The second term of the sum shows how any bias in the data can lead to bias in the solution
which depends on the amplitude of the Cp;(rp) coefficients and may be important.

e A Multiplicative Optimal Localized Average (MOLA) method (or Backus-Gilbert method). With this
"local method’ we search directly the coefficients Cy(rp) which are able to peak the averaging kernel near
rg. This is done by minimizing the quantity:

Ro
/ (r—ro) (Z Chi(ro) Kni( )> dr+ p Z Crilro)on (8)
0

nl

subject to the constraint: fOR® 51 Ct (o) K (r)dr = 1
18 a regularization parameter which establishes a balance between the thickness of the averaging kernel
and the error on the solution.

3. Low degree splitting observations

Some observations of low degree (I < 4) splittings are summarized in Fig. 1. The values plotted are weighted
averages over the radial order ranges shown on the bottom of the figure. The inversions using IRIS and BiSON
data have been discussed in Corbard et al. (1996) but have not been used for this work. The GONG { = 1,2
splittings have been estimated by Appourchaux and Rabello Soares (1997, private communication). The results
discussed in Sec. 4 are for GOLF (I = 1—3) + LOWL (I =4 — 99) data whereas the averaging kernels shown
in Sec. 5 have been computed using GONG modeset and errors estimated by Appourchaux and Rabello Soares
for { = 1,2 and taken from the GONG months 4-10 dataset for [ = 3 — 99.

4. Results with GOLF4+LOWL data

On Fig. 2, the full 2D RLS inversion of Eq. (2) is shown by continuous lines for ten latitudes between the
equator and the pole. Dotted lines represent the 1o error bars on the solution. The equatorial rotation rate
obtained by a MOLA 1D inversion of Eq. (4) is shown by the crosses. The widths of these crosses are related
to the full widths at mid height of the averaging kernels shown at the bottom of the figure.

The two solutions are in good agreement down to 0.3R; and tend to show a slightly decreasing rotation rate
between 0.3Rg and 0.1Rg. The fact that the MOLA solution obtained at 0.23R;, is lower than the solution
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at 0.1TRg may be related to the fact that the splitting { = 2 is lower of about 20 nHz than the splitting { = 1
in GOLF data (cf Fig. 1). We note that the averaging kernel computed at ro = 0.1R is peaked at 0.17Rg
and leads to a very important error bar (105 nHz). Therefore we estimate that we can not obtain any reliable
estimation of the rotation below 0.2Rg.

5. Study of the balance between resolution and error with GONG data

For a given modeset and the corresponding observational errors we can ask two questions concerning the ability
of an inverse method to sound the rotation of the core.

e What is the deepest depth below which we can not peak averaging kernels?

e What are the width of this deepest kernel and the corresponding error on the solution?

Figure 3 shows the individual GONG [ = 1,2 splittings plotted against the turning points of the modes.
Figure 4 shows the averaging kernels obtained from these data (adding GONG 4-10 data for 3 < [ < 99)
with MOLA method and two different regularization parameters p (cf Eq. (8)). These two choices lead to
‘thin kernel” (upper figure) or ‘large kernels’ (lower figure) but we can not peak kernels below 0.15Rs. This
gives an answer to the first question. The corresponding error on the solution (question 2) is around £100nHz.
Therefore, in principle, we are able to give an average of the equatorial rotation rate between 0.1 and 0.2Rg
within 100 nHz. In fact, as expected, tests show that the solutions computed using the two averaging kernels
peaked below 0.2Rg are very sensitive to any bias in the data (a bias of 10 nHz in the { = 1, 2 splittings leads
to a change of more than 100 nHz in the solutions). The dispersion of the individual splittings (Fig. 3) and of
the weighted averages obtained from the different instruments (Fig. 1) show that a bias of more than 10 nHz
can not be excluded. Therefore the solutions computed using these 'thin kernels’ are not thought to be reliable
and it seems more reasonable to use the ’large kernels” which are less sensitive to bias and lead to an error bar
of about only £20 nHz.

The final answers to the two questions for the GONG dataset are then that we can obtain an average of the
equatorial rotation rate between 0.15 and 0.35Rs within +20 nHz. Nevertheless this is valid only under the
assumption that:

1. errors given on individual splittings are not underestimated,

2. there is no bias introduced by the inverse method.

The unique way to become confident concerning the point 1 will be to obtain less dispersion on the estimation
of individual splittings (Fig. 3) and to obtain fully consistent estimations from all the space and ground-based
instruments (Fig. 1).

For the point 2, as explained in Sec. 1, the reduction to a 1D inverse problem is not valid for low degrees. This
may lead to systematic errors in the determination of the core rotation and we have to study this point more
in details.

6. Study of the bias introduced by 1D inverse method

It is known that any bias in the data leads to very important changes on the solution obtained below 0.2Rs. The
1D inverse method can also introduce a bias just because the sectoral splittings of low degrees are not sensitive
only to the equatorial rotation. The latitudinal extent of the domain around the equator that influences the
sectoral splittings can be estimated for each degree [ by approximating the latitudinal kernel [Pll(cos 6)]? sin 6
that arises in Eq. (2) by a rectangular window of the same area and with a height given by the maximum value
of the latitudinal kernel (i.e. C;) which, according to Eq. (3), is its value at § = m/2. The width of the window
6; = 1/(2CY) is then such that:

T Z+6
QL (r) = / Q(r, 0)[ Pl (cos )] sin 8db ~ €, / Q(r,0)do (9)

Jo J 5 =0
Simple calculus gives for example ¢; ~ 38°, 0y ~ 31°, 05 ~ 26°and 04 ~ 23° for the low degrees. For higher
degrees, the width decrease with increasing { (610 ~ 15° down to g9 ~ 5° which corresponds to the highest
degree used in this work). If we consider the surface rotation law deduced from Doppler velocity measurements
(Snodgrass & Ulrich, 1990) (and which is consistent with LOWL data (Corbard et al., 1997)), the surface
rotation at 38° of latitude is slower of about 63 nHz than at the equator. In first approximation, this difference
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remains in the whole convective zone and this may lead to an important under-estimation of the core rotation.
In order to study this effect, we can calculate the difference between the sectoral splittings computed from Eq.
(2) and from Eq. (4) by assuming that the rotation rate is given by the surface law in the whole convection zone
and is constant below. This difference is plotted against the turning points of the modes in Fig. 5 showing that
this difference becomes rapidly important below 0.2R¢ up to more than 10 nHz for the [ = 1 modes. Adding
artificially 10 nHz to the [ = 1 splittings and 7 nHz to the { = 2 splittings produces no difference in the solution
above 0.3Rg, a slightly more rapid (~ +10 nHz) rotation between 0.2 and 0.3R, and very important changes
(2 +90nHz) if we use the 'thin kernels’ to infer the rotation below 0.2R;. Therefore we conclude again that
the results obtained below 0.2Rg are not reliable. Furthermore this shows that a 2D MOLA method should be
better to infer the rotation between 0.2 and 0.3R;. Another possibility is to calibrate the effect of neglecting
the latitudinal dependence of the rotation and to take this effect into account by assuming a known rotation
law in the convection zone.

7. Conclusion

This is a very preliminary work on the determination of the core rotation from low degree helioseismology. 1
have tried to show which are the difficulties and the limits of such investigations through inverse methods. The
most important results obtained are:

e From actual data (i.e. modeset and errors) we can not obtain a reliable estimation of the core rotation
below 0.2R. If we try to use the ’thin’ kernels that we can peak below this point, this leads to an error
of over £100 nHz on the solution and the result is very sensitive to any bias in the data which can not
be excluded from the comparison of the different low degree splitting observations. In turn, we expect to
be able to produce an estimation of an average of the rotation rate between 0.15 and 0.3R; which may
be reliable if there is no important variation of the rotation in this domain.

e The 1D approximation (Eq. (4)) concerning only the equatorial rotation may lead to an underestimation
of the core rotation. Thus, in future work, we have to use a full 2D inversion or, at least, to calibrate this
effect when using 1D inversions.

e The results obtained below 0.3Rg with the global RLS method are difficult to interpret because of the
oscillatory behavior of the averaging kernels. Nevertheless, it can be used in combination with MOLA
method by showing modes which are suspected to have underestimated errors.

From this work, there is no real conclusion about the value of the rotation rate below 0.3Ry. More work and
calibrations of the methods, taking into account the above points, are needed for this. We note however, that
if the results obtained from the 2D inversion performed on LOWL+GOLF data are to be believed, the solution
is consistent with a constant or slightly decreasing rotation rate between 0.4 and 0.2Rg.
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Fig.1: Weighted averaged low degree splittings from various observations. The corresponding radial order
ranges are shown at the bottom.

A« IRIS measurements cover a total of 19 months of observations with 4 time series obtained in 1989,
1990, 1991 and 1992 (Gelly et al. 1996). The given splittings are the weighted averages of the results
* abtained by different methods applied on the same averaged spectra (Lazrek et al. 1996).

Q  + BiSON data have been collected between 05/01/93 and 08/23/94 by Chaplin et al. (1996)

, LOWL values have been calculated from the data covering 2 years of observation between 2/26/94
and 2/25/96 (communicated by S. Tomczyk).

A GONG data ([ = 1,2) have been analyzed by T. Appourchaux & C. Rabello Soares from the GONG
observations made between 02/26/95 and 02/26/96 (private communication). (I = 3,4) are for 7
months of observations (GONG months 4-10) (communicated by the GONG team)

[0 ¢ GOLF splittings have been estimated by M. Lazrek from the first eight months (04/11/1996-
12/31/96) of GOLF observations (private communication)
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Dotted .hnes are {_:he corresponc@mg lo error bars. The crosses represent the results obtained from 1D
MOLA inversion in the equatorial plane. The corresponding MOLA averaging kernels are shown at the
bottom.
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rate is assumed to be equal to the surface law in the whole convection zone and constant below.
difference is plotted against the turning points of the modes.
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THE SOLAR INTERNAL ROTATION FROM GOLF SPLITTINGS
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ABSTRACT

The low degree splittings obtained from one year
of GOLF data analysis are combined with the MDI
medium-1 144-day splittings in order to infer the so-
lar internal rotation as a function of the radius down
to 0.2R. Several inverse methods are applied to the
same data and the uncertainties on the solution as
well as the resolution reachable are discussed. The
resulls are compared with the one obtained [rom the
low degree splittings estimated from GONG network.

Key words: solar core rotation; inversion.

1. INTRODUCTION

The rotation of the solar core is an important open
question that can be addressed by using spatial data
from SOHO. In particular, GOLF experiment is ded-
icated to the observation of low-degree oscillations
which sound the core. Here we use the GOLF
frequency splittings (poster 1.39, these proceedings
1998) obtained from one year of observation begin-
ning on April 11th 1996 together with the MDI 144-
day splittings for degree up to { = 250 (Schou et al.
1998). For comparison we have also used the GONG
splittings of low-degree modes obtained (Rabello-
Soares & Appourchaux 1998) from 1 year of ground-
based observations (August 1995- August 1996).

Figure 1 shows the GOLF sectoral splittings with
their formal errors whereas for MDI and GONG data
the figure shows the aj-coefficients of the expansion
of the splittings on Ritzwoller & Lavely (1991) poly-
nomials. These two quantities (sectoral splittings and
ai-coefficients) may differ slightly in theory for { > 1
because of the latitudinal dependence of the solar ro-
tation. In Section 2. we briefly recall how the 2D in-
verse problem related to the internal rotation can be
reduced to a 1D problem for either the a;-coefficients
or the sectoral splittings and how in both cases the
use of sectoral splittings may need some a-priori as-
sumptions on the rotation. Then, Section 3. presents
the different inverse methods used and, finally, we
discuss the results obtained in Section 5.
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Figure 1. Sideral sectoral splittings (GOLF) and a;-
coefficients (MDI and GONG) with their formal errors

as a function of the turning points of the modes.

2. FROM THE 2D TO THE 1D INVERSE
PROBLEM

For low rotation the frequency of a mode of radial
order n and degree [ 1s splitted in 2/ + 1 components
of azimuthal order m = —I,.. + [ and the splittings

Avpyy, = Zolm=tnlo are given by:

Avpim = // Kpim (ry ) Q(r, p)drdp, (1)
0Jo

where Q(r, y) is the unknown rotation rate versus
depth 7 and colatitude § (y = cos @) and Kpim (7, i)
the so-called rotational kernels calculated for each
mode from oscillation eigenfunctions of an equilib-
rium solar model.

In order to investigate the rotation below 0.4Rq
where the latitudinal dependence 1s particularly not
well constrained because of the few azimuthal orders
provided by the low [ degree modes, one may want to
simplify the problem and reduce it to 1D problem in
radius. As a matter of fact 2D inversions are usually
not able to peak averaging kernels in both radial and
latitudinal direction below 0.4R; and two different
1D approximations of Equation 1 are used instead.



222 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEUR

2.1. 1D relation for sectoral splittings

One possibility in order to obtain a 1D integral re-
lation is to search for the rotation rate at a given
latitude only. Since the most constrained zone is the
equatorial one, we try to investigate only the equa-
torial rotation rate. For this purpose we use the ap-
proximation

K (7, 1) = Kt (r) P (1) (2)

where K,,;(r) are radial kernels (e.g. Cuypers 1980)
and P™(u) are Legendre functions normalized such

that f_ll PM(u)?dp = 1, and which satisfy the fol-
lowing property for m = {:

, .. 21 + 1)! ;
L SRS =

This shows that, lor high-degrees [, the major con-
tribution to sectoral splittings Aw,,;; comes from the
equatorial rotation rate Q.4 (r) = Q(r,up = 1). This
leads to the 1D integral approximation:

Ro -
Avpy ~ / K (r)Qeq(r)dr (4)
0

Nevertheless this approximation is valid only for high
degrees [. For lower degrees the sectoral splittings
are sensitive not only to the equatorial rotation but
also to the rotation rate in a large angular domain
around the equator. The extent of this domain and
the influence of this approximation on the estimation
are discussed in Corbard (1997).

2.2. 1D relation for aj-coefficients

Some experiments like GONG and MDI produce a
small number of the so-called a-coefficients of split-
tings expansions on a set of orthogonal polynomials
(Ritzwoller & Lavely 1991). Assuming that the re-
lation between individual splittings and these coeffi-
cients is linear, an equation similar {o Equation 1 can
be established by computing the appropriate kernels
Ky (v, pt) related to each a?jl—coeﬂicients for odd in-
dices j (see e.g. Pijpers 1997). Furthermore it has
been shown by Ritzwoller & Lavely (1991) that the
expansion of the splittings in orthogonal polynomials
corresponds to an expansion of Q(r, u) such that:

5 5 (AP (1) \
Qrm=um+ 3 GO== 6
j=3,5...
where P; are the Legendre polynomials. This forms
the so called 1.5D problem where each a;-coefficient
is related to the expansion function of the same index
through a 1D integral. Therefore the first term of the
expansion Equation 5 which do not depend on the
latitude can be related to the a-coefficients through:

Re .
a?l = /U I{,bl(T)Ql(7’)dr (6)

The radial kernel Kp;(r) is the same as in Equation 2

but, from Equation 5, the function €24 () obtained by
inverting a;-coefficients corresponds to the searched
rotation rate only where the rotation do not depend
on the latitude. Otherwise it corresponds to some av-
erage over latitudes that can be estimated by looking
at the corresponding 2D averaging kernel (cf. Sec-
tion 4. and Figure 3).

3. INVERSE METHODS

We have used two kinds of inverse methods for solving
the 1D integral equations.

1. A Regularized Least-Squares (RLS) method with
Tikhonov regularization (see e.g. Corbard 1997).
This is a global method which gives a solution at
all depths which fits the data at the best in the
least square sense. This is a linear method and
then the value of the rotation obtained at any
radius rq is a linear combination of the data:

Avny

arlz‘l (7)

4

-a(ro) = > Cui(ro)

nl

By replacing in Equation 4 or 6 we obtain:

R Ro .
Qs (r0) :/ <Z C’nl(ro)Knl(r)) Qs (r)dr
0 ni

8
The function in parenthesis 1s called 1D awerz(ig2
ing kernel al rg, x(r,rg). The resull obtained al
rp will be easier to interpret as a local average of
the rotation when this kernel is well-peaked and
without strong oscillatory bchaviour.

2. Two ‘local’ methods which search directly the
coefficients Cl(ro) which are able to peak the
averaging kernel near ro. The two methods dif-
fer essentially in the way to localize the averag-
ing kernel. The SOLA (Subtractive Optimally
Localized Average) method (Pijpers & Thomp-
son 1992) fits the averaging kernel to a Gaus-
sian function of given width whereas the MOLA
method (Multiplicative OLA) (Backus & Gilbert
1970) simply gives high weights in the minimiza-
tion process to the part of the averaging kernel
which are far from the target radius. In both
case we use a regularizing parameter in order to
establish a balance between the resolution and
the error magnification reached at the target rq.

4. HOW TO USE [ =2,3 SECTORAL
SPLITTINGS?

As already quoted, GOLF data for [ = 2,3 are not
aj-coefficients but sectoral splittings. Therefore one
may want to use the Equation 4 in order to infer the
equatorial rotation rate. There are two difficulties
with this approach:
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Figure 2. Difference in sectoral splittings computed from
Fquation 1 and from the 1D approximation Fquation 6
for a given 2D rotation profile resulting from a 2D RLS
inversion of MDI data. The difference is around 12nHz
forl = 1, 8nHz for | = 2, 6nHz for | = 3. This is
duc to the fact that for low , P/(/L) crtend far from the
equator and therefore low-degree sectoral modes are more
sensitive to the latitudinal dependency of the rotation in
the convection zone than other sectoral modes.

1. As already mentioned in Section 2.1., the rela-
tion Equation 4 i1s not valid for low-degree [ and
therefore may not be suited for the determina-
tion of the core rotation. This may be corrected
by assuming that the latitudinal dependence of
the rotation rate (i.e. €2;(r) 7 = 3,5..) is known
(taken from some previous 2D inversions for ex-
ample). With this assumption, we can correct
the observed sectoral splitting prior to inversion
by adding for each mode the difference between
the sectoral splittings computed from Equation 1
and from Equation 4. This diffcrence is plotted
on Figure 2 as a function of the degree [.

2. MDI data do not provide the sectoral splittings
for high { but only upon 18 odd indexed a-
coefficients. This number of coefficients is how-
ever high enough so that taking their sum as sec-
toral splittings is a good approximation. Never-
theless, the error on these sums (called ‘trun-
cated sectoral splittings’ in the following) is al-
ways higher than the error on a; alone.

Another possibility is to consider the sectoral split-
tings { = 2,3 as aj-coefficients at first approxima-
tion. In this approach we do not need to correct the
data because Equation 6 is valid even for low de-
grees. Nevertheless, we can also use other dataset
(MDI for example) or our knowledge of the latitudi-
nal dependence of the rotation (taken from a previous
2D inversion for cxample) in order to cstimate as for
modes [ = 2 and a3, as for modes [ = 3.

With the same approximation as in Equation 2 we
can write for the a-coefficients:

Ko (rop) = Kni(r)Quj (1) (9)

so that, for both approaches, the solution obtained
at ro can ever be seen as an average of the rotation

of the form:

Q(ro)://(z Chi(ro) Ko (T)VVJ(M)) Q(r, p)drdp
nl 10

The 2D averaging kernels (defined by the term in
parcntheses in Equation 10) can thercfore be esti-
mated from the 1D averaging kernels Equation 8 ob-
tained at a target location ry by adding the angular
part Wi(p) of the 2D rotational kernel that corre-
sponds to the data really inverted.

Figurc 3 shows on the left the 2D averaging ker-
nels (defined by the term in parentheses in Equa-
tion 10) obtained at rg = 0.2R by inverting GOLF
sectoral splittings together with MDI ‘truncated sec-
toral’ splittings 1.e.:

Pll(ﬂ)2

Wi (p) = { dmas 11
) ZQU(M) forl >3 1)
i=1

forl <3

whereas, on the right, it shows the 2D averaging ker-
nel obtained at the same target location by invert-
ing MDI aj-coefficients together with GOLF sectoral
splittings for I = 1,2,3 1.e.:

Wilp) = Pl (p)? for { <3 2
e Qup)=32(1—-p?) forl>3

The two corresponding 1D averaging kernels (cf. Fig-
ures. 6 and b) are the integral over latitude of these
2D kernels and are very similar: well localized near
0.2Rs and without contributions near the surface.
The angular part of the averaging kernel for sectoral
splittings strongly depend on the degree [ and this
lcads to the oscillatory bchaviour of the 2D kernel
with very high peaks near the surface. From this
plot it is clear that the interpretation of the result
obtained by inverting sectoral splittings is possible
only if we have already a good knowledge of the lati-
tudinal dependence of the rotation. Furthermore, as
already pointed out, this knowledge is needed in or-
der to correct the low-degree sectoral splittings for
which the 1D approximation is not valid. At the op-
posite, for aj-coefficients Q1 (p) 1s independent of {
(cf. Equation 12). Therefore the surface oscillatory
behaviour on the right panel of Figure 3 comes only
from the use of sectoral splittings for [ = 2, 3. In this
case, the knowledge of the rotation profile is needed
only near the surface in order to interpret the result.

We can summarize the results of this study in few
points:

1. It 1s clear that it i1s better to use aj-coefficients
than sectoral splittings when we have them.

2. In the case of GOLF data, we have access only to
sectoral splittings for [ = 2, 3. If we want to use
them, it seems more reasonable to try to correct
them by doing some assumptions on az and as
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Figure 3. 2D averaging kernels for 1D inversions computed at 7o = 0.2Rq (see Section 4). Left panel: inversion of
GOLF sectoral splittings for | < 3 with MDI ‘truncated sectoral’(see text) splittings for [ > 3. Right panel: inversion
of GOLF sectoral splittings for | < 3 with MDI ay-coefficients. The peaks near the surface are truncated on the plot for

clarity.

for these modes and to use the exact 1D integral
rather than correcting all the modes in order to
usc the approximated 1D integral Equation 4.

3. In both approaches we can in principle obtain a
result easy to interpret if the latitudinal variation
of the rotation is assumed to be known exactly.
But by inverting a; for [ > 3 together with sec-
toral splittings for [ < 3, we just have to make
assumptions on the surface rotation.

4. Scvcral ways can be followed for correcting the
results obtained by using sectoral splittings in a;
inversions. We can either

e take a guess rotation and integrating its sur-
face part with the 2D kernel in order to cor-
rect the solution after the inversion or

e take a3 and as from other datasets or

e calculate these cocfficients from the guess
rotation and subtract them from sectoral
splittings before the inversion.

The best is probably to compare the effects of
all these corrections and to compare with the in-
version of the corrected ‘truncated sectoral’ split-
tings. In any case assumptions are needed on the
latitudinal dependence of the rotation. As this
dependence can not be known exactly it should
be interesting to study in future works how these
assumptions increase the uncertainties on the so-
lution.

The next Section shows some preliminary results ob-
tained with these different approaches for the use of
the combined MDI and GOLF data.

5. RESULTS AND DISCUSSIONS
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Figure 4. SOLA inversion of MDI ay-coefficients and
GOLF 1 = 1,2 sectoral splittings. The corresponding 1D
averaging kernels are shown below each point of the solu-
tion. Vertical and horizontal error bars represent respec-
tively the error and the resolution defined as the FWHM
of the averaging kernel.

In this preliminary work, we have chosen, as a first
step, to usc only { = 1,2 GOLF scctoral splittings in
order to reduce the difficulties discussed in the pre-
vious sections. Figures 4 and 5 show the results ob-
tained by inverting the aj-coefficients together with
! = 2 sectoral splittings by using SOLA and MOLA
inverse methods. In SOLA method the trade-off pa-
rameter is rescaled at each target location to ob-
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Figure 5. MOLA inversion of the same data as in Fig-
ure 4. Five regularizing parameters have been used at each
target location. The full line shows an RLS inversion of
the corrected ‘truncated sectoral splittings’ (see text) and
the doticed linc gives 1stgma crrors on this solution.
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Figure 6. MOLA and RLS inversion of the corrected
‘truncated sectoral splittings’. Low regularization has been
used in MOLA inversion.

tain more localized averaging kernels. For MOLA
method five trade-off parameters have been used at
each largel location. In the case ol low regularization
MOLA averaging kernels have some small oscillatory
parts. The two methods fall in good agreement down
to 0.20Rs where the rotation ratc incrcascs up to
500 + 60nHz. Below 0.15Rs both methods fail to
peak kernels. On Figure 5 we have shown a RLS so-
lution obtained by inverting sectoral splittings. As
expected the two solutions (£2c, and €2;) differ in the
convection zone where the rotation rate vary with lat-
itude. In the core, it is difficult to use RLS method
because it is a global method and if one try to obtain
a wcll localized averaging kernel down to 0.2R, then
we have to decrease the regularization and the so-
lution becomes very oscillating everywhere with big
error bars. With an optimal L-curve choice of the reg-
ularizing parameter the solution is constant (445nH z
see Figure 5) below 0.4 R, but averaging kernels (not

600
T
!

n/2r (nHz)

Figure 7. The same as Figure 5 but using GONG aq-
coefficients for 1=1,2,3 inslead of GOLF secloral splil-
tings.

shown on the plot) computed below this point are
still localized ncar 0.4R¢ so that, with this method,
there is no conclusion on the core rotation in terms
of weighted average of the true rotation. Neverthe-
less, we can use this solution and look at the residuals
for each mode. The global normalized y* of the in-
version is 1.2. Now, if we look only at low-degree
GOLF modes, the ‘partial normalized xy?’ is around
0.5 showing that within error bars GOLF data are
in good agreement with a constant rotation below
0.4R¢ and that GOLF errors are probably not un-
derestimated. Furthermore, looking at the residuals
for each individual splittings can help in the signal
analysis by pointing out some modes with high resid-
uals that may be reanalyzed in order to become more
confident on the result.

Following the discussion of the previous sections we
have also inverted the sectoral (or ‘truncated sec-
toral’) splittings corrected by using the latitudinal
dependence of the rotation found by a 2D RLS inver-
sion of MDI data. The result is shown on Figurc 6
in the case of low regularization. As expected the
solution corresponds to the equatorial rotation pro-
file as found by the RLS method in the convection
zone and the error bars increase compared to the use
of ai-coefficients alone. The solution in the core is
a little bit higher than found by a; inversion but re-
mains compatible within error bars showing also an
increasing rotation rate below 0.025R.

We have also tried to include GOLF [ = 3 sectoral
splittings in our inversions. This leads to a more
important incrcase of the rotation ratc below 0.2Rg
(around 700 £ 100 nHz). But in this case more work
1s needed 1n order to become more confident in our
resull. In particular, in that case, we have to Lest
the effects of the various corrections suggested in Sec-
tion 4. and to look at their influence on the estimation
of the uncertainties on the core rotation.

Finally, we have done the same analysis with GONG
low-degree data (Rabello-Soares & Appourchaux
1998). In the case of GONG data we have a;-
coefficients so that, as quoted before, it may be more
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suited to carry an inversion of these coefficients us-
ing Equation 6 rather than using the ‘truncated scc-
toral” splittings. In order to compare the result with
the previous ones, the GONG aj-coefficients for low-
degrees have been used together with the MDI a;-
coefficients of higher degree modes. Figure 7 shows
that these data tend to produce a slightly decreasing
rotation rate below 0.3R. Therefore there is still a
relatively important difference between the solutions
obtained with the different low-degrees data. These
differences are significant only if the error bars ob-
tained on the solutions are not underestimated and
may be related to the important dispersion of individ-
ual splittings measurements (cf. Figure 1). Further-
more, we must notice that whercas MDI and GOLF
splittings are for the same year of observations(5/96-
5/97), the GONG data are for the year before (5/95-
5/96) and therefore the results may not be directly
compared. Therefore this result needs to be con-
firmed in future works and we have also to inverse
GONG aj-coefficients for all the modes which should
be a more self-consistent dataset.

6. FUTURE WORKS AND SOME QUESTIONS

The problem of inferring the core physics remains
one of the mosl important still open question that
can be addressed by helioseismology. It is therefore
very important, as a first step, to be sure that dif-
ferent ‘inverters’ using different inverse methods can
reach similar conclusions when they use the same
datasets. This was the goal of this work 1n collabora-
tion between ‘inverters’ within the GOLF team and
we have shown that the different approaches of the
inversion are coherent. After this preliminary work
several questions need to be addressed, for example:

e Can we obtain reliable results below 0.2R with
actual datasets?

e How the results in the core are sensitive to the
data used for medium [ splittings?

e Can we explain the differences between the re-
sults obtained with different data by a system-
atic bias in some splitting measurements or by
underestimated errors in a few number of indi-
vidual splittings?

e Can these results (obtained with inverse meth-
ods) be confirmed by using forward methods of-
ten used for the core rotation problem (Charbon-
neau et al. 1998; Gizon 1998)7
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Conclusions et perspectives

Synthese des résultats obtenus

Ce travail est une contribution a I'interprétation des observations héliosismologiques
les plus récentes concernant la rotation interne du Soleil dans le cadre des collabora-
tions internationales engagées. Il s’agit d’obtenir avec précision les principales caracté-
ristiques de cette rotation, qui constituent des contraintes pour les théories physiques
de la dynamique interne du soleil.

J’ai, dans un premier temps, construit et optimisé un nouveau code d’inversion
2D basé sur une méthode d’inversion de moindres carrés régularisée. J’ai développé
les outils (noyaux de résolution, études statistiques et simulations de Monte-Carlo,
définition des stratégies automatiques de régularisation) permettant I'interprétation des
résultats et leur comparaison avec ceux issus d’autres approches du probleme inverse.
Ce code est basé sur 'utilisation d’une base de B-splines qui m’a permis, de par sa
souplesse d’utilisation, d’étendre les potentialités d’investigation de la méthode aux
solutions discontinues et aux solutions contraintes en surface et au centre.

En collaboration avec les observateurs S. Tomczyk et J. Schou, j’ai effectué une
analyse détaillée des données LOWL acquises entre 1994 et 1996 en augmentant la
résolution radiale atteinte par rapport aux précédentes analyses portant sur la premiere
année d’observations. Ces résultats confirment I'indépendance en latitude de la rotation
interne dans la zone radiative au-dessus de 0.4 Rg. La possibilité d’introduire des
contraintes basées sur les observations de la rotation de surface m’a permis de plus
de montrer que les données LOWL, qui ne contiennent que peu d’information sur les
couches superficielles, sont compatibles avec les observations du plasma photosphérique.
Il apparait une augmentation de la rotation sous la surface et dans le plan équatorial
jusqu’a des valeurs qui correspondent a la rotation des structures magnétiques a petites
échelles observées en surface mais ancrées plus profondément. Ces conclusions ont par
la suite été confirmées par les inversions, sans contraintes de surface, des données MDI
contenant des modes de degrés plus élevés.

Les données LOWL ne fournissant que trois coefficients a d’indices impairs pour
caractériser le splitting rotationnel de chaque mode observé, la résolution latitudinale
obtenue est au mieux voisine de 30°. Une simulation menée a partir de ces données m’a
conduit a estimer la résolution latitudinale que ’on pouvait espérer atteindre a partir
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d’observations donnant acces aux mesures individuelles des splittings. A ’équateur on
trouve une résolution de 5° proche de la surface. La encore, les données MDI, avec des
coefficients jusqu’a ass, ont permis d’atteindre de telles résolutions en latitude.

Par ailleurs, grace a ce gain en résolution, j’ai étendu l'inversion au dela de 60°
de latitude et obtenu la signature contenue dans les données MDI d’une structure de
‘jet” présentant un maximum de rotation proche du podle (a environ 0.95Rs et 15° de
colatitude). Cette structure se trouve a la limite de la zone pour laquelle les noyaux
de résolution sont bien localisés mais les indicateurs habituels (résolution, localisation
des noyaux et incertitudes) tendent a indiquer qu’elle est réelle. D’autre codes de type
RLS ont conduit aux mémes résultats (Schou et al. 1998) mais il est tout a fait re-
marquable de constater que les méthodes locales de type OLA n’ont pas révélé cette
structure. Les outils habituellement utilisés pour U'interprétation des résultats ne per-
mettent pas réellement de trancher en faveur de I'une ou 'autre des solutions. C’est,
je crois, la premiere fois qu’un tel désaccord apparait entre les deux approches (locale
et globale) de I'inversion qui ne trouve pas d’explication immédiate par ’analyse des
noyaux de résolution. D’apres mon étude portant sur I'inversion de deux ensembles
de coefficients a différents mais déduits des mémes observations ainsi que celle plus
détaillée de Howe et al. (1998), la signature d’un jet, effectivement contenue dans les
données MDI, pourrait étre due a un probleme dans ’analyse des spectres conduisant
a la détermination des coefficients a. De nouvelles observations, associées a des nou-
velles analyses des splittings, seront nécessaires pour trancher cette question, mais ces
premieres conclusions me semblent mettre en évidence toute I'importance de continuer
a développer des méthodes de type RLS et les outils pour l'interprétation des résultats
et leurs comparaisons avec les méthodes OLA dont 'interprétation locale est a priori
plus aisée.

Cette question de la découverte contestée d’un ‘jet’ est révélatrice d’une évolution
tres récente des problemes soulevés par l'inversion des splittings rotationnels. Un bon
accord sur le profil de rotation a grande échelle est maintenant obtenu (au moins entre
la surface et 0.4R5) a partir des différentes observations et méthodes d’inversion, mais
la précision des observations tend a révéler localement des structures qui présentent
un intérét particulier et nécessitent le développement de nouvelles techniques pour leur
interprétation. De ce point de vue, I'intérét porté a 1’étude de la tachocline, aussi bien
du coté théorique qu’observationnel, est exemplaire.

Une contribution importante de mon travail concerne la détermination des proprié-
tés caractéristiques de la tachocline qui constituent des contraintes tres fortes pour la
modélisation des processus de transport de moment angulaire, de mélange des éléments
chimiques et d’interaction entre la rotation et les mouvements de la convection turbu-
lente. Pour décrire le fort gradient de rotation qui caractérise cette zone, j’ai développé
plus particulierement deux méthodes d’inversion. La premiere méthode est une mé-
thode linéaire avec ‘déconvolution locale’ par les noyaux de résolution. L’introduction
dans le contexte de ’héliosismologie de la seconde méthode, une technique d’inversion
adaptative avec régularisation non linéaire, représente une contribution originale de
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mon travail. Cette approche est plus adaptée a I’étude des zones a forts gradients, telle
la tachocline, que les méthodes linéaires habituelles qui tendent a lisser la solution
et elle présente une réelle alternative aux méthodes d’analyse directe qui requierent
la modélisation a priori de la rotation avec peu de parametres. L’adaptation de cette
méthode non linéaire a nécessité une étude approfondie des différentes étapes et des
choix des parametres qui lui sont spécifiques.

L’interprétation statistique des résultats par la mise en place de simulations de
Monte-Carlo exige que le code soit optimisé et que le choix des parametres de régula-
risation soit automatique. Ces simulations, réalisées pour une modélisation simple de
la rotation dans la tachocline par une fonction erreur de différentes largeurs inférieures
a 0.1Ra, montrent que les deux méthodes, non linéaire ou de déconvolution locale,
permettent d’atteindre des résultats similaires: avec un niveau de bruit correspondant
a celui des données LOWL, on retrouve la largeur attendue avec une incertitude a lo
de +£0.02R5. Il faut cependant noter que ces simulations sont basées sur les propriétés
statistiques attribuées aux données LOWL. La connaissance de ces propriétés n’étant
que partielle (aucune corrélation n’étant supposée notamment), on ne peut pas exclure
que le choix des parametres optimaux de 'inversion défini par les simulations intro-
duise un biais dans le résultat de I'inversion des données LOWL. En effet 1’étude de la
sensibilité de I'estimation des parametres de la tachocline a la stratégie utilisée pour
ce choix a montré que la largeur estimée peut varier d’une maniere significative. Ces
analyses m’ont conduit a réévaluer a +£0.03 R l'incertitude sur la détermination de la
largeur de la tachocline aussi bien pour la méthode de ‘déconvolution locale’ que pour
la méthode non linéaire. On peut en conclure que la diminution des incertitudes sur
I’estimation des splittings de modes ayant leurs points tournants au voisinage de la
tachocline, ou une meilleure connaissance de leurs propriétés statistiques, devrait per-
mettre non seulement de réduire I'incertitude sur la détermination de la largeur mais
aussi de rendre le résultat beaucoup moins sensible au choix des parametres et éviter
ainsi le risque d’introduction d’un biais.

Le principal résultat de 'application de la méthode non linéaire aux mesures hélio-
sismiques est de conduire a une tachocline tres étroite de largeur 0.01 4+ 0.03 R alors
que la méthode linéaire déconvoluée donne une largeur de 0.05+ 0.03 R . Compte tenu
des incertitudes évaluées par simulations de Monte-Carlo et par ’étude des biais, ces
deux déterminations restent compatibles. Les résultats d’analyses directes effectuées en
parallele par d’autres groupes a partir des mémes données conduisent également a des
valeurs de la largeur inférieures a 0.05R; mais n’excluent pas des valeurs légerement
supérieures (voir Tab. 5.1). Néanmoins la méthode de régularisation non linéaire est
certainement mieux adaptée a 1’étude de la tachocline et la conclusion de ce travail est
que 'on peut exclure les largeurs supérieures a 0.05R; comme étant représentatives

des données LOWL.

L’ensemble des analyses placent le centre de la tachocline significativement sous
la limite de la zone convective mais autorise, dans la limite des incertitudes a 1o,
une extension jusque dans le bas de la zone convective. Une telle tachocline, étroite
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et placée sous la zone convective, pose le probleme de son confinement et constitue
un test important pour de nombreux modeles. Elle permet notamment de placer des
contraintes sur la viscosité turbulente si I'on considere la théorie de Spiegel & Zahn
(1992) ou le champ magnétique dans cette zone si I’on considere la théorie de Gough
& Meclntyre (1998). En ce qui concerne le rapport entre les valeurs de la rotation au
fond et en haut de la tachocline, 'observation donne des valeurs intermédiaires entre
les deux prédictions théoriques avec lesquelles elles sont marginalement en accord a 1o.

En ce qui concerne la rotation du coeur solaire, je me suis attaché a étudier 'effet
sur les résultats d’inversion des biais provenant de ’analyse des spectres, des méthodes
d’inversion elles mémes ou de 'utilisation simultanée de splittings sectoraux avec des
coeflicients a; issus d’observations différentes.

Une condition de régularité au centre a été implémentée qui permet d’augmenter le
degré de confiance que ’on peut avoir envers les résultats obtenus dans le cceur par une
méthode RLS. L’interprétation du résultat dans cette zone reste néanmoins difficile par
I’aspect non localisé des noyaux de résolutions. Cette contrainte a ensuite été reprise
par Antia et al. (1998) pour des inversions 1.5D. La question de la rotation du coeur
restant tres largement ouverte, il est important que plusieurs approches complémen-
taires puissent étre comparées. L’utilisation de la contrainte que j’ai introduite dans le
code d’inversion devrait pouvoir y contribuer en rendant plus fiables les résultats de
celui-ci.

J’al montré que la solution déduite par inversion RLS ou MOLA est sensible aux
différentes mesures des splittings de bas degré et conduit, en fonction des données uti-
lisées a des résultats autorisant une rotation du cceur plus rapide (IRIS, GOLF) ou
plus lente (GONG, LOWL, BiSON) que celle de I'intérieur radiatif. L’analyse plus dé-
taillée des premieres observations de I'instrument GOLF a montré que ces données sont
compatibles avec une augmentation de la rotation en 0.2Rg. Cette augmentation est
cependant marginalement significative. On peut conclure que les données actuellement
disponibles, dans leur ensemble, sont compatibles avec une rotation quasiment rigide
entre 0.4Rs et 0.2Rg. Plus profondément les résultats restent tres incertains mais per-
mettent d’exclure une rotation tres rapide du cceur que prévoyaient certaines théories
de I’évolution du moment angulaire (Pinsonnault et al. 1989).

Perspectives

Les résultats que j’ai obtenus révelent une tachocline tres mince et montrent le grand
intérét que présente la méthode non linéaire pour traiter ce probleme. Ces résultats
devront étre confirmés par ’application de cette méthode aux données MDI et GONG
qui est en cours.

L’étude s’est concentrée sur les propriétés de la tachocline dans le plan équatorial
Certaines analyses directes (Antia et al. 1998, Charbonneau et al. 1998b) montrent
que les variations en fonction de la latitude, trouvées pour la position du centre et la
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largeur de la tachocline, restent marginalement significatives avec les données actuelles.
La généralisation de la méthode de régularisation non linéaire au cas bidimensionnel
devrait également permettre d’étudier ces variations en latitudes qui constituent aussi
un test important pour les modeles de la dynamique interne du Soleil (Elliott 1997).

D’une maniere plus générale, la méthode adaptative développée peut trouver des
applications chaque fois qu'un gradient important est trouvé a l'issue d’une inversion.
Le gradient de rotation présent juste sous la surface peut étre étudié a partir de cette
méthode et la généralisation a 2D pourrait également étre utile pour la détection de
structures telles que les ‘jets’.

Notons qu’il existe de nouvelles techniques qui permettent de sonder les couches
proches de la surface par une analyse locale des ondes (‘ring diagrams analysis’ ou ana-
lyse en ondes planes) ou par une analyse ‘temps-distance’ qui, comme pour la sismolo-
gie terrestre ou la tomographie en imagerie médicale, permet d’obtenir de I'information
sur les conditions rencontrées par 1’onde lors de sa propagation entre deux points de
la surface (voir la revue de Hill (1995)). Ces techniques dites ‘d’héliosismologie loca-
le’ sont toujours en développement et commencent a étre appliquées aux observations
permettant une résolution spatiale de la surface solaire suffisante telles que GONG
(Thompson et al. 1996) ou MDI (Duvall et al. 1997). Ces analyses s’appliquent sur des
temps d’observations beaucoup plus courts que ceux nécessaires a la mesure des split-
tings et devraient donc permettre d’atteindre des informations a plus petites échelles
spatiales et temporelles complémentaires de la vision moyenne de la dynamique fournie
par ['héliosismologie ‘globale’.

Dans le contexte de I'inversion de la structure solaire, un pic est trouvé dans la
différence entre la vitesse du son des modeles et celle du Soleil (voir par exemple
Turck-Chieze et al. 1997, Gonezi et al. 1998) La largeur de ce pic, situé au niveau de
la tachocline peut étre reliée a la largeur de la zone de mélange des éléments chimiques
qui est supposée exister sous la zone convective (Morel et al. 1998). Une méthode
d’inversion linéaire avec déconvolution a été utilisée (Elliott et al. 1998) pour déduire
une largeur de 0.018 Rz pour cette zone. La méthode de régularisation non linéaire
parait étre une alternative intéressante pour aborder ce probleme.

Malgré tous les efforts déployés depuis quinze ans pour 1’observation des splittings
de bas degrés, la rotation du cceur solaire reste incertaine. Bien str, la détection,
si elle est possible, des modes de gravité (Hill et al. 1991), beaucoup plus sensibles
a la rotation des couches internes, devrait permettre de résoudre en grande partie
ce probleme (Gabriel et al. 1998). Mais sans attendre cette éventuelle détection, la
poursuite de 'analyse, en collaboration avec les observateurs, des différentes sources
d’incertitudes et de biais devrait permettre de contraindre un peu mieux la rotation
du cceur solaire.

L’expérience que j’al acquise pour l'analyse des splittings de bas degrés et des
difficultés associées pourra trouver des applications en astérosismologie pour 1’étude
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de la rotation d’autres étoiles. En tenant compte des contraintes observationnelles de
Iinstrument COROT!, j’ai effectué une étude préliminaire sur les contraintes que 1’on
peut espérer obtenir sur la rotation des étoiles de type solaire pour lesquelles seuls les
splittings de bas degrés de quelques modes peuvent étre détectés.

1. COnvection et ROTation, projet de petite mission spatiale du CNES dédiée a ’astérosismologie
et & la recherche d’exoplanétes telluriques (Baglin & Auvergne 1997).
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RESUME 243

Résumé

Ce travail est une étude de la rotation interne du Soleil par l'interprétation des
observations héliosismiques a 1’aide de techniques d’inversion. Le Soleil est la seule
étoile dont on peut déterminer de maniere précise la rotation interne ce qui constitue un
test pour les nombreux processus physiques entrant en jeu dans les théories d’évolution
du moment angulaire.

Je présente tout d’abord la théorie permettant de relier la rotation interne du So-
leil a la structure fine du spectre des oscillations globales oservées puis je détaille les
différentes approches du probleme inverse consistant a déduire la rotation de ces ob-
servations.

Plusieurs ensembles de mesures récentes provenant d’observations réalisées au sol
ou a bord du satellite SOHO sont utilisés. Je développe un code d’inversion original basé
sur une méthode de moindres carrés régularisée qui assure la régularité de la solution
au centre et permet I'introduction de contraintes de surface. L’analyse des différentes
observations a l'aide de ce code révele une rotation rigide dans I'intérieur radiatif et
une rotation différentielle en latitude dans la zone convective. La zone de transition,
nommeée tachocline, ainsi que la rotation du coeur font I'objet d” analyses spécifiques.

Pour I’étude de la tachocline, j’ai adapté une méthode non linéaire qui permet
de préserver les forts gradients de rotation caractérisant cette zone. Cette approche,
utilisée pour la premiere fois dans le cadre de I’héliosismologie, conduit a une tachocline
tres étroite située sous la zone convective ce qui constitue une contrainte pour les
modeles théoriques de cette zone.

Finalement, les résultats obtenus a partir de différentes données ne permettent pas
de conclure définitivement sur la rotation des couches les plus internes mais montrent
que les observations actuelles sont compatibles avec une rotation rigide entre la bas de
la tachocline et 0.2 rayon solaire.

Mots clés: Soleil - héliosismologie - rotation - tachocline - inversion



244 ABSTRACT

Abstract

This work presents a study of the internal rotation of the Sun, from the core up to
surface layers, as inferred from helioseismic observations. The Sun is at the moment
the only star for which one can learn about its internal dynamics from observations.
This represents a test for the theories of angular momentum evolution and thus for all
the physical process involved in these theories.

I present first the theoretical aspects that allow us to make the link between the
observation of the global oscillations of the Sun and its internal rotation. Then I give
the principal inverse methods used to infer the rotation from the observations and the
tools for the interpretation of the results.

I use in this work several ground based observations or spatial data coming from
instruments on board SoHO launched in 1995. I develop a new regularized least square
code that insure the regularity of the solution in the core and that allow surfaces
constraints to be taken into account. The analysis of various observations by means
of this code shows a quasi solid rotation in the radiative interior and a latitudinal
dependent rotation in the convection zone. The shear layer named tachocline between
these two regimes and the core rotation require specific treatments.

For the study of the tachocline, I develop a non linear method that can preserve
the high rotational gradients that occur in this zone. This approach, used for the first
time in helioseismic context, leads to a thin tachocline located beneath the convection
zone and thus represents a constraint for the theoretical studies of this zone.

Finally, the results reached from various data do not allow to conclude definiti-
vely concerning the deepest layers but show that the current observations are in good
agreement with a rigid rotation from the base of the tachocline down to 0.2 solar radius.

KGYWOI‘dS: Sun - helioseismology - rotation - tachocline - inversion






Résumé

Ce travail est une étude de la rotation interne du Soleil, depuis le coeur jusqu’a la surface, par
I'interprétation des observations héliosismiques a 1’aide de techniques d’inversion. Le Soleil est a
I’heure actuelle la seule étoile dont on peut déterminer de maniere précise la rotation interne ce qui
constitue un test pour les théories d’évolution du moment angulaire et donc des nombreux processus
physiques entrant en jeu dans ces théories.

Je présente tout d’abord les aspects théoriques permettant de relier la rotation interne du So-
leil aux observations de la structure fine du spectre de ses oscillations globales puis je détaille les
différentes approches du probleme inverse consistant a déduire la rotation de ces observations.

Plusieurs ensembles de mesures récentes provenant d’observations réalisées au sol ou a bord du
satellite SOHO lancé en 1995 sont utilisés. Je développe un code d’inversion original basé sur une
méthode de moindres carrés régularisée qui assure la régularité de la solution au centre et permet
I'introduction de contraintes de surface. L’analyse des différentes observations a 1’aide de ce code
et dans le cadre de collaborations internationales révele une rotation rigide dans I'intérieur radiatif
et une rotation différentielle en latitude dans la zone convective. La zone de transition entre les
deux régimes de rotation nommeée tachocline ainsi que la rotation du ceeur font 1’objet d’une analyse
spécifique.

Pour ’étude de la tachocline, j’ai adapté une méthode non linéaire qui permet de préserver les
forts gradients de rotation caractérisant cette zone. Cette approche, utilisée pour la premiere fois
dans le cadre de I'héliosismologie, conduit a une tachocline tres étroite située sous la zone convective
ce qui constitue une contrainte pour les modeles théoriques de cette zone.

Finalement, les résultats obtenus a partir de différentes données ne permettent pas de conclure dé-
finitivement sur la rotation des couches les plus internes mais montrent que les observations actuelles
sont compatibles avec une rotation rigide sous la tachocline s’étendant jusqu’a 0.2 rayon solaire.

Abstract

This work presents a study of the internal rotation of the Sun, from the core up to surface layers,
as inferred from helioseismic observations. The Sun is at the moment the only star for which one
can learn about its internal dynamics from observations. This represents a test for the theories of
angular momentum evolution and thus for all the physical process involved in these theories.

I present first the theoretical aspects that allow us to make the link between the observation of
the global oscillations of the Sun and its internal rotation. Then I give the principal inverse methods
used to infer the rotation from the observations and the tools for the interpretation of the results.

I use in this work several ground based observations or spatial data coming from instruments on
board SoHO launched in 1995. I develop a new regularized least square code that insure the regularity
of the solution in the core and that allow surfaces constraints to be taken into account. The analysis
of various observations by means of this code shows a quasi solid rotation in the radiative interior and
a latitudinal dependent rotation in the convection zone. The shear layer named tachocline between
these two regimes and the core rotation require specific treatments.

For the study of the tachocline, I develop a non linear method that can preserve the high rotational
gradients that occur in this zone. This approach, used for the first time in helioseismic context, leads
to a thin tachocline located beneath the convection zone and thus represents a constraint for the
theoretical studies of this zone.

Finally, the results reached from various data do not allow to conclude definitively concerning the
deepest layers but show that the current observations are in good agreement with a rigid rotation
from the base of the tachocline down to 0.2 solar radius.



