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Introduction

1.1 Domaines de recherche

Mes travaux de recherche concernent la modélisation, ’analyse mathématique, I'analyse
numérique et le calcul scientifique autour d’équations aux dérivées partielles qui interviennent
dans les processus de transport de particules chargées et en physique des plasmas.

L’état plasma peut étre considéré comme le quatriéme état de la matiére, obtenu par
exemple en portant un gaz a trés haute température. L’énergie d’agitation thermique des molé-
cules et atomes constituant le gaz est alors suffisante pour déclencher le phénoméne d’ionisation
lors des collisions entre ces particules. On obtient alors un gaz globalement neutre composé de
particules chargées et de particules neutres que ’on appelle plasma. La présence de particules
chargées implique l'existence d’interaction & longue portée (interaction Coulombienne) mettant
en oeuvre un grand nombre de particules constituant ce que ’on appelle les phénoménes col-
lectifs. Ces phénomeénes collectifs sont le siége d’un grand nombre de phénoménes complexes,
non linéaires et multi-échelles (dynamique non-linéaire, interaction résonante ondes-particules,
couplage ondes-ondes, transport turbulent, collisions,...). La physique de ces modéles étant trop
complexe pour en donner une description analytique compléte nous devons avoir recours a la
simulation numérique. Les modéles les plus complets utilisés en physique des plasmas sont les
modéles de Vlasov-Maxwell auxquels on doit ajouter dans certains cas des effets collisionnels
(opérateurs de collision : Fokker-Planck, Landau, Boltzmann, Balescu-Lenard, ...). L’équation
de Vlasov est posée dans l’espace des phases & six dimensions. Le modéle complet est donc
trés difficile & simuler numériquement, malgré une puissance de calcul qui ne cesse d’augmen-
ter. Pour cette raison, on doit faire un effort de modélisation pour trouver un modéle réduit
adapté au probléme physique considéré. Les modéles que ’on considére représentent une si-
tuation physique assez générale. Ils peuvent souvent étre simplifiés en prenant en compte des
propriétés particulieres liées a la géométrie du probléme traité (symétries, invariants géomé-
triques, invariants physiques, invariants adiabatiques) ou a la petitesse de certains parameétres
(phénomenes physiques multi-échelles). Il faut donc construire et justifier de nouveaux modéles
réduits par rapport aux modéles de départ en prenant en compte ces propriétés particuliéres.
Un objectif essentiel est de développer des outils de simulation robustes et efficaces pour la phy-
sique des plasmas chauds (interaction laser-plasma, plasma de fusion de tokamaks, fusion par
confinement inertiel : projet national du laser megajoule, fusion par confinement magnétique :
projet international ITER). Une attention particuliére est apportée aux méthodes permettant
de résoudre I’équation de Vlasov sur un maillage fixe ou adaptatif de ’espace des phases et
au traitement de géométries complexes (géomeétrie torique des tokamaks). La grande taille des
problémes étudiés nécessite des méthodes mathématiques et informatiques évoluées dont la
mise en oeuvre est complexe. En particulier la parallélisation efficace sur un grand nombre de
processeurs est indispensable.

Dans le chapitres 2 et 3, on présente une méthode de réduction de I’équation de Vlasov basée
sur les invariants géométriques de Liouville. Le modéle réduit obtenu, que 1'on appelle “water-
bag”, est couplé avec différentes équations du champ électromagnétique (équation de Poisson,
équation quasi-neutre, équations de Maxwell). Le chapitre 2 contient une analyse mathématique
de ces modéles ainsi que leurs approximations numériques avec des résultats de simulations nu-
mériques dans le domaine de la physique des plasmas fondamentale. Ce concept de réduction
est appliqué dans le chapitre 3 aux équations gyrocinétiques de Vlasov pour donner le modéle
gyro-water-bag. L’analyse mathématique du modéle réduit gyro-water-bag (analyse linéaire,
analyse quasi-linéaire, probléme de Cauchy) donne lieu a de nombreux résultats analytiques
(seuils d’instabilité, taux de croissance des instabilités, coefficients de transport, estimations
de la diffusion turbulente, mécanismes non linéaires de la turbulence, existence et unicité des
solutions) trés importants tant du point du vue physique que mathématique. Des schémas nu-
mériques sont alors mis en oeuvre pour résoudre numériquement ces modéles. Des simulations
numériques sont ensuite réalisées pour étudier la turbulence dans les plasmas magnétisés. En
effet les plasmas magnétisés sont le siége de nombreuses instabilités générées par la présence
de forts gradients de densité et de température. Ces instabilités engendrent un transport tur-
bulent dit “anormal” des particules et de ’énergie qui déteriore le confinement du plasma ot
les conditions nécessaires a la fusion peuvent ne plus étre réalisées. Le calcul numérique des
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diffusivités thermiques turbulentes est primordial puisque le temps de confinement de ’énergie
est déterminé par ces coefficients de transport.

Le chapitre 4 regroupe ’analyse mathématique (preuve de convergence et estimations d’er-
reurs a priori) de plusieurs méthodes numériques d’ordre élevé utilisées pour résoudre les sys-
témes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Einstein ainsi que 1’équation d’induction du systéme de la
MHD idéale.

Enfin le chapitre 5 présente des méthodes numeériques originales pour résoudre plusieurs
équations de Vlasov non linéaires (Vlasov-Poisswell, Vlasov-Darwin, Vlasov-Maxwell et Vlasov-
gyrocinétique) qui interviennent soit dans les plasmas de fusion par confinement magnétique ot
on étudie la turbulence gyrocinétique, soit dans les plasmas de fusion par confinement inertiel
ou on étudie 'interaction laser-plasma & haut flux.
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Modéles water-bag pour les plasmas cinétiques non collisionels

2.1 Introduction

L’équation de Vlasov est une équation difficile & traiter a cause de sa dimensionalité. Pour
chaque espéce de particules la fonction de distribution f(r,v,t) est définie dans un espace a
six dimensions. Méme dans le plus simple des cas (une dimension de vitesse et une dimension
d’espace) l’espace est & deux dimensions. Une question pertinente est de savoir si ce type de
modéle peut étre réduit au seul espace physique comme en hydrodynamique. Dans ce dernier
cas la présence de collisions avec des fréquences plus grande que I'inverse de tous les autres
échelles de temps caractéristiques implique ’existence d’un équilibre thermodynamique local
caractérisé par une densité n(r,t), une vitesse moyenne u(r, t) et une température 7'(r, t). Mais
la présence de phénomeénes collectifs dans un plasma ne permet pas de déduire ’existence d’un
équilibre thermodynamique local. Par conséquent la fonction de distribution f(r,v,t) est a
priori une fonction arbitraire de r et v (et ¢ bien str) et la résolution d’une équation de trans-
port dans I’espace des phases devient inévitable.

Une approche alternative est basée sur la représentation water-bag de la fonction de distri-
bution qui n’est pas une approximation de la fonction de distribution mais plutét une classe
spéciale de conditions initiales. Initiallement introduit par DePackh [85], Hohl, Feix et Bertrand
[104, 24, 25], le water-bag fournit le lien entre la description fluide et cinétique d’un plasma
sans collisions, tout en conservant les caractéres et les propriétés cinétiques du probléme avec
un coiit semblable & celui d’un systéme multi-fluides. Vingt ans plus tard les mathématiciens
ont redécouvert cette propriété en utilisant la formulation cinétique des lois de conservation
hyperboliques. Il a été démontré dans [49, 50, 51, 122] que les lois de conservation scalaires non
linéaires peuvent étre réécrites comme des équations hyperboliques linéaires en introduisant
une variable suplémentaire £ € R qui peut étre interprétée comme une variable scalaire de
vitesse ou d’impulsion. Dans [51], auteur a proposé un schéma numérique, appelé la méthode
“transport-écroulement”, pour résoudre cette équation linéaire et a prouvé, en utilisant des esti-
mations BV et une analyse a la Kruzhkov, que la solution numérique du schéma converge vers
la solution entropique d’une loi de conservation scalaire. Ce résultat a été aussi démontré dans
[213] en utilisant les lemmes de moyennes [125, 126, 93, 44] sans estimations BV. Bien apreés
[184, 163], il a été montré que sans approximation, les solutions entropiques des lois de conser-
vation scalaires pouvaient étre directement écrites sous forme cinétique, connue sous le nom de
formulation cinétique des lois de conservation hyperboliques scalaires. La généralisation aux
systémes de lois de conservation semble impossible excepté pour certains systémes particuliers
([53, 164, 214, 16, 17, 18]) ou la formulation cinétique de solutions entropiques multi-branches
(multi-valuées) a été développée. Un de ces systémes est le systéme de la dynamique isentro-
pique des gaz avec v = 3 pour lequel le lien avec I’équation cinétique de Vlasov avait déja été
mis en avant [24] et avait donné lieu & la naissance du modéle water-bag. Notons que le concept
de solutions entropiques multi-branches a été utilisé pour étudier la propagation des ondes a
hautes fréquence via ’approximation de ’optique géométrique multi-valuée [128, 129, 148, 130].
Dans ce chapitre nous traiterons trois modéles water-bag différents suivant I’équation décrivant
le champ électromagnétique nécessaire a 1’auto-cohérence du systéme. Le premier est le mo-
dele water-bag-Poisson (WBP) qui correspond & une classe spéciale de solution faible exacte
du systéme de Vlasov-Poisson et donc constitue le modéle de base pour la modélisation ci-
nétique des plasmas sans collisions. Le second modéle est le modéle water-bag-quasi-neutre
(WBQN) ou le couplage entre les ondes et les particules se fait en égalant la densité au poten-
tiel électrique. Ce systéme est trés riche et pertinent car il décrit la dynamique paralléle des
particules soumises & un fort champ magnétique, comme c’est le cas dans les plasmas de toka-
mak (chambre de forme toroidale ou les réactions de fusion thermonucléaire sont réalisées par
un confinement magnétique des particules) ou la turbulence gyrocinétique détermine le temps
de confinement de 1’énergie [171, 172, 38, 40]. Un troisiéme modéle est le modéle water-bag-
électromagnétique (WBE) qui est trés fécond pour U'interaction laser-plasma parce qu'’il donne
une explication de la formation de structures cohérentes non linéaires & basse fréquence qui
sont trés stables en temps long et qu’on appelle ondes KEEN (Kinetic Electron Electrostatic
Nonlinear) [1, 2, 115, 36]. Ces modes KEEN, qui ont été observés dans plusieurs simulations
numériques [1, 2, 115, 36], peuvent étre vus comme une variation non stationnaire des modes

2.1.Introduction
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BGK (Bernstein-Greene-Kruskal) [26], décrivant les ondes électrostatiques progressives inva-
riantes dans les plasmas.

2.2 Le modéle water-bag dans un espace des phases a deux
dimensions

Afin d’introduire le modéle water-bag considérons un plasma a une dimension (espace des
phases & deux dimensions (z,v)) dans lequel & Uinstant initial la situation est décrite par la
figure 2.1. Entre les deux courbes v et v~ on impose f(t,2,v) = A (A est une constante).
Pour les vitesses plus grandes que v™ et plus petites que v~ on a f(¢,z,v) = 0.

\%

V7(t,z)

FIGURE 2.1 — Le modéle water-bag dans [’espace des phases.

Selon la propriété d’incompressibilité de I’espace des phases (conservation de la mesure et
de la connexité d’un volume élémentaire de ’espace des phases qui se déforme sous 'action du
flot Lagrangien), tant que les contours v™ et v~ restent des fonctions mono-valuées f(t,z,v)
reste égal & A pour les valeurs de v telles que v~ (t,2) < v < vt (¢, 2). Alors le probléme est
entiérement décrit par les deux fonctions v™ et v~ . Puisque la description hydrodynamique fait
intervenir les quantités n, u et P (respectivement la densité, la vitesse moyenne et la pression)
on peut réécrire le modéle water-bag dans le cadre de ’hydrodynamique avec en supplément une
équation d’état donnée sans avoir recours & une fermeture a posteriori ou phénoménologique.

En se rappelant qu’une particule qui se trouve sur le contour v (ou v™) reste sur ce contour
les équations pour v* et v~ sont (en 'occurence pour un plasma d’électrons , E étant le champ
électrique et ¢ la charge électrique)

Dw*(t, 2) = O™ (¢, 2) + (vEO0F) (t,2) = gE(tz). (2.1)
m
Maintenant on introduit la densité n(t,z) = A(vt — v7) et la vitesse moyenne (fluide)

u(t,z) = %(v“‘ + v~ ) dans les équations (2.1). En ajoutant et soustrayant ces deux équations,
on obtient

on+9,(nu) = 0, (2.2)
ou+ud,u = fiazP+ iE, (2.3)
mn m
-3 m )
Pn = LA (2.4)

Les équations (2.2)-(2.3)-(2.4) sont respectivement les équations de continuité, d’Euler et d’état.
La formulation hydrodynamique du modéle water-bag a été mis en évidence pour la premiére
fois par Bertrand et Feix [24, 135].

2.2.Le modéle water-bag dans un espace des phases a deux dimensions
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En linéarisant I’équation (2.1) autour d'un équilibre homogeéne, i.e. vE(t, 2) = +a+w*(t, 2)
pour un plasma électronique, on obtient la relation de dispersion pour une perturbation har-

monique w? = wg + k2a2. De plus en calculant la vitesse thermique
1 +oo 1 +a a?
vy = — v? fo(v)dv = — vidv = —
no J_~ 2a —a 3

on retrouve exactement la relation de dispersion de Bohm-Gross w? = wg + 3k2vt2h.

Il est alors facile de construire le water-bag associé a une fonction de distribution homogéne
caractérisée par la densité ng et la vitesse thermique v, : on doit juste choisir les parameétres
water-bag (a et A) comme il suit

a=V3uvy et A=ng/2a. (2.5)

Bien stir il n’y a pas de résonance Landau puisque la vitesse de phase est telle que v, =
\/@* +w2/k? > a. Pour retrouver l'effet Landau (interaction onde-particule) le modéle water-

bag doit étre généralisé en modéle water-bag multiple (plusieurs contours).

Notons qu’aprés un temps fini, les équations (2.1) ou le systéme (2.2)-(2.3) peuvent générées
des chocs, i.e. des gradients discontinus en z pour v+, n et u. Cependant le concept de solu-
tions entropiques n’est pas bien adapté ici car l'existence d’une inégalité d’entropie implique
I'existence d’un processus de type diffusif ou collisionel au second membre de ’équation de
Vlasov. Cette observation a été développée dans la théorie de la formulation cinétique des lois
de conservation scalaires [50, 51, 184, 163, 164, 53]. En fait une dérivée partielle (d'un certain
ordre) par rapport a la variable de vitesse d’'une mesure positive bornée apparait au second
membre d’une équation cinétique linéaire (transport libre), ce qui est la signature d’un pro-
cessus diffusif en vitesse. Afin que le modéle water-bag soit équivalent & 1’équation de Vlasov
(sans terme de type diffusif ou collisionel au second membre), on doit considérer des solu-
tions multi-valuées au-dela de la premiére singularité. L’apparition d’une singularité (gradients
discontinus en z dus au terme de Burgers) est liée & lapparition progressive de particules
piégées qui est caractérisée par la formation de vortex (phénomeéne de “wave-breaking” ou de
déferlement d’onde) et le développement du processus de filamentation de I'espace des phases.
Dans certains cas physiques comme 1’étude non linéaire de la turbulence gyrocinétique dans
un cylindre [131, 38|, les propriétés de la dynamique des particules [142] impliquent qu’il n’y
a pas de particules piégées mais que des passantes, et que les processus de filamentation et de
déferlement d’onde ne sont pas les mécanismes dominants [171, 172, 38].

2.3 Dérivation de modéles water-bag

La généralisation du water-bag a plusieurs contours est directe [179, 20, 23]. Berk et Roberts
[13] et Finzi [105] ont utilisé un double water-bag pour étudier l'instabilité double-faisceaux
dans des simulations numériques qui incluent la filamentation des contours et leur nature
multi-valuée (un probléme trés difficile sur le plan de la programmation numérique)

Considérons 2N contours dans l’espace des phases représentés par vj' et vy (ou j =
1,---,N). La figure 2.2 montre les contours dans 'espace des phases pour un systéme de

trois bags (N = 3) ou la fonction de distribution prend trois valeurs constantes différentes F1,
F5 et F3.

En introduisant les hauteurs des bags A;, As et A3 comme dans la figure 2.2 la fonction
de distribution s’écrit

Fltzv) =3 A (H] (8, 2) — v) = H(v; (t,2) —v)) | (2.6)

N
=1

ot H est la fonction d’Heaviside. Notons que les constantes A; peuvent étre négatives. La
fonction de distribution (2.6) est une solution faible de ’équation de Vlasov (au sens des
distributions), si et seulement si les équations suivantes sont satisfaites

Ot +vFout + Lo.p=0, j=1,...,N, (2.7)
m

2.3.Dérivation de modéles water-bag
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\ §A3

\

FIGURE 2.2 — Le water-bag multiple : l’espace des phases pour un modéle a trois bags (gauche)
et la fonction de distribution water-bag corespondante (droite).

ou ¢ est le potentiel électrique avec £ = —0,¢. Introduisons maintenant pour chaque bag j
la densité nj, la vitesse moyenne u; et la pression P; comme pour le cas d'un seul bag décrit
plus haut n; = Aj(vj+ —v; ), uj = (v;r +v;7)/2 et Pjn;3 = m/(12A43). Pour chaque bag j
nous retrouvons la forme conservative des équations de continuité et d’Euler (systéme de la
dynamique isentropique des gaz avec v = 3)

8tnj + 8Z(njuj) = 0, (28)
P,
Or(nju;) + 0. (mu? + Ej) + %njﬁzd) =0. (2.9)

Le couplage entre les bags est donné par la densité totale ), n; via I'équation de Poisson
(ondes électroniques hautes fréquences de Langmuir)

e N

—8?¢ = — (nio - Z nj), (210)

€
0 =

avec e la charge élémentaire n;p un fond d’ions fixes neutralisant. Pour les ondes acoustiques
ioniques dans la limite des grandes longueurs d’ondes, le Laplacien peut étre supprimé dans
I’équation de Poisson, conduisant a I’équation de quasi-neutralité

N
Zini = Zi an = N, (2.11)
j=1

avec Z; le nombre de charge. Si on suppose que la densité électronique n. suit une distribution
Maxwell-Boltzmann (électrons adiabatiques) n.gexp(e¢/(kpT.)), et si on suppose le rapport
ed/(kpT.) < 1, alors au premier ordre en e¢/(kpT.) I'équation de quasi-neutralité (2.11)
devient

kT, [,
o= (Zi ;nj — neo). (2.12)

La linéarisation des équations (2.8)-(2.10) pour un plasma électronique autour d’un équilibre

homogene (densité ng) i.e. v]i (t,2) = fvo; + 5v]i(t,z) avec |6vji\ < vp; donne la relation de

dispersion
w2 X 2y A
kw)y=1— 23" 2970 _ _ 2.13
6( 7(1.)) noj;wz_kQUgj ( )

Si tous les \A; sont positifs (fonction de distribution avec une seule bosse ou fonction unimodale)
cette équation a 2N racines réelles, chacune étant localisée entre deux bags. L’effet Landau est
obtenu par un processus de mélange des fréquences réelles [179, 22] comme dans le traitement
des oscillations d’un plasma électronique par Van Kampen et Case [212, 58].

2.3.Dérivation de modéles water-bag
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Introduisons maintenant le water-bag électromagnétique pour étudier l'interaction laser-
plasma par exemple. On cherche & décrire le comportement d’une onde électromagnétique qui
se propage dans un gaz d’électrons relativistes et d’ions fixes neutralisant. Ici on considére un
plasma unidimensionel le long de la direction z. Plus précisément, on suppose que les ondes qui
interagissent avec le plasma sont des ondes planes se propageant dans la direction z. Puisque
les effets cinétiques sont importants dans l'interaction laser-plasma, on choisit une description
cinétique pour le plasma ce qui implique de résoudre I’équation de Vlasov pour une fonction
de distribution F = F(t, z,p.,p.1) & quatre dimensions

oOF p, OF (
ot Ty TE\ET

px ) oF

)y =0 (2.14)

ot p = (pz,p1) = (p2,p11,p1 2) représentent les Variables d’impulsion, (E B) le champ élec-
tromagnétique et v le facteur de Lorentz tel que v2 = 1 + (p? + p?)/m?c?. Maintenant nous
cherchons a réduire I’équation de Vlasov a quatre dimensions en utilisant les invariants du sys-
téme. L’Hamiltonien pour une particule relativiste dans un champ électromagnétique (E, B)
a une dimension spatiale est donné par % = mc?\/1+ (P. — eA)?/(m2c?) + e¢(t, z) ot ¢ est
le potentiel électrostatique, A le potentiel vecteur, et P, le moment canonique lié & I'impul-
sion de la particule p par P, = p + eA. Afin que le champ électromagnétique soit bien défini
par les potentiels on doit ajouter une jauge. On choisit la jauge de Coulomb (div A = 0), qui
implique que A = A, (¢,%). En écrivant les équations d’Hamilton dP./dt = —0,7¢, le long
de la direction z de propagation des ondes électromagnétiques on obtient dP.,/dt = —0,52,
alors que pour la direction transverse dP., /dt = —0, . = 0. La derniére équation signifie
que P., = constante = &, et donc que P.; n’est plus une variable indépendante mais un
paramétre. Alors la structure de la solution est de la forme

f(t7zap27pl) = / f(t7zap27 t@CJ‘)(S(pJ‘ - (f@CL - GAL)) dycLa

Pl

ou ., doit étre vu comme un parameétre ou un indice d’indexation. Ensuite, sans perte
de généralité, on peut considérer qu’initiallement le plasma est préparé de telle sorte que les
particules sont divisées en M groupes de particules, chaque groupe i, 1 < i < M, ayant le
méme moment canonique initial P.; = &,y ;. Les particules du groupe 4 ont une impulsion
longitudinale p, distribuée selon la fonction de distribution f;(t, z,p,). L’Hamiltonien d’une
particule du groupe i est donné par J#(t, z,p,) = mc(vi(t, z,p.) — 1) + e(b(t z) avec le facteur
de Lorentz correspondant 72 = 1 + pg/(mQCQ) + (Per i —eAy(t,2))?/(m?c?). Chaque groupe
i est décrit par la fonction de distribution f;(¢, z,p,) régit par 'équation de Vlasov 0 f; +
[, f] =0,i=1,...,M, ou [,] est le crochet de Poisson dans les variables (z,p.), i.e
[0, Y] = 0p, 0.1 — 0,90, 1. La structure de la solution est alors maintenant de la forme
F(t,z,p.p1) = Zf\il fi(t,z,0.)0(pL — (Per,i — eAL)). Nous supposons ensuite que chaque
fonction de distribution f;(¢,2,p.) a la structure d’un water-bag multiple

filt, 2, p-) ZA”( (i (8,2) = p2) = H(p(t,2) = p2)) - (2.15)

En introduisant I’équation (2.15) dans les équations de Vlasov 0, f; + [, fi] = 0,i =1,..., M,
on obtient pour i =1,..., M et j =1,...,N, les équations water-bag suivantes

+
Dis 1
8tp?; + J:t azp?; + (eEz + 9 I az (f@cl,i - eAJ_(ta Z))2> = 07
my;; my;;

ol 7% = \/1 +p$2/(m262) + (Per i —eAl(t, 2))?/(m?c2). On ajoute maintenant les équa-
tions de Maxwell qui couplent les différentes fonctions de distribution f; via le potentiel sca-
laire ¢ et le potentiel vecteur A . Le modéle de propagation d’onde plane permet de séparer le
champ électrique en deux parties, £ = E,e, + F| ou E, = —0,¢ est purement électrostatique
et est régi par une équation de Poisson, et ou F; = —0; A, est purement électromagnétique. En

2.3.Dérivation de modéles water-bag
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I’absence de champ magnétique externe, le champ magnétique B est purement perpendiculaire
et est donné par I’équation B, = V x A . Les deux autres équations couplent les fonctions de
distribution f;. L’équation de Maxwell-Gauss 0. F, = p/eo devient

M
e
zEz - 7 tv - 5
0 - (;_ln( 2) n0>

ou la densité de charge n; du groupe i est définie par

00 N
ni(t,z) = /7 fi(t,z,p;) dp, = ZAij(p;;—(t,z) —pi;(t,2)).

j=1

Les deux autres équations de Maxwell V x E; +9;B; = 0et V x By = po(JL + 00 EL)
peuvent étre combinées pour donner I’équation des ondes

M
DPAL — 20%AL = o Z JLi,
i=1
ot J ; est défini par
e e dp.
JL,i(ta Z) = 7(‘@Cl7’i - EAL))/ fz(ta Z’pz) P
m o i

Py (t,2) dp.

N

&

Py A [
]:

Dans la suite nous considérons le cas particulier M = 1, qui correspond & une fonction de
distribution d’un plasma froid dans la direction perpendiculaire. Puisqu’ on ne considére pas
de flot moyen transverse on prend &7, ; = 0. De plus on suppose que les effets relativistes

sont négligeables, et donc on a vt =1 et ﬁ][- = 1. En utilisant les relations w? = e*ng/(meo)

G2 T .

et pococ?® = 1, le modéle water-bag électromagnétique est décrit par les équations

+ +q9 + , € € 2\ _
O +vE0.vE + S0, (04 5| AL) =0, (2.16)
—02 = iﬂ(pv —1), PAL—POPAL = —w2Aip,, (2.17)
0
N
po =Y A;(v] —vy). (2.18)
j=1

2.4 Le probléme de Cauchy

Dans cette section on présente des résultats d’existence et d’unicité de solutions classiques
pour les modéles water-bag-Poisson, water-bag-quasi-neutre et water-bag-électromagnétique
décrits plus haut dans le cas d’un nombre fini de bag, d’un ensemble dénombrable et infini de
bag et d’un continuum de bag.

2.4.1 Le modéle water-bag-Poisson
2.4.1.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considére le probléme périodique a valeur initiale

Oy + 07007 +0:0=0, 07(0,) =v;(), j=1,...,N,

N
—20 = Aj(v) —v;)—1, (2.19)
j=1

avec la période Q2 =1 et 2 € R/Z. On a le résultat d’existence et d’unicité

2.4.Le probléme de Cauchy
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Théoréme 1 (Solutions classiques locales). On suppose que vgi- € H™(Q2) avec m > 3/2 et

1 < j < N. Alors pour tout N il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ||Ua:j||H1n(Q),
N, Q et A =max;<p |Ajl, tel que le systeme (2.19) admette une solution unique

vF € L(0,T; H™(Q)) NLip(0, T; H™1(Q)), j=1,...,N,

¢ € L*(0,T5 H™+2(Q)) N Lip(0, T3 H™ Q).

Preuve. La preuve est basée sur un argument de point fixe. Pour cela on construit une appli-
cation qui vérifie les hypothéses du théoreme du point fixe de Banach (cf [39]). m

2.4.1.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

La preuve du théoréme 1 est fausse pour un ensemble dénombrable et infini de bag parce
que les constantes qui interviennent dans la preuve dépendent du nombre de bag. Cependant le
théoréme 1 peut étre étendu au cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag en remplagant
la norme || - ||gm par la norme || - ||pincogm définie par

||{vji(t)}||Lmoon = sup sup [[vf(t)|[mm (o)
ac{+,—} JEN*

+ 3 A Ol @) + 0 Ol (o)), (2:20)
JEN*

oll on suppose que la somme ZjelN* Aj| est bornée. Alors on a le résultat d’existence et

d’unicité

Théoréme 2 (Solutions classiques locales). On suppose que v(j)i € H™(Q) avec m > 3/2 et
J € N*. On fait I’hypothese que les coefficients {A;}jen~ sont tels que la somme Y~ ;e |Aj| =
A est bornée. Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de HvéHHm(Q), A et ) tel
que le systeme (2.19) admette une solution unique

v € L0, T; H™(Q)) N Lip(0,T; H™1(Q),  j € N*,
¢ € L=(0,T; H™*2(Q)) N Lip(0, T; H™ ().

Preuve. Comme pour la preuve du théoréme 1, la preuve du théoréme 2 est basée sur le
théoréme du point-fixe de Banach (cf [39]). =

2.4.1.3 Cas d’un continuum de bag

Afin de définir un continuum de bag on considére deux feuillatages Lagrangiens comme
les familles de courbes v* = v*(t, z,a) indexées par la variable Lagrangienne a € [0, 1] ou le
continuum de water-bag v¥ (¢, z,a) sont des fonctions réguliéres. Le systéme (2.19) est encore
valable si on remplace la mesure de comptage par la mesure de Lebesgue da. En effet considérons
la fonction de distribution

ft,z,v) = /0 (H(wt(t,z,a) —v) — H(v™ (t, z,a) — v)) du(a), (2.21)
" @) = T Asa )
pla) = § or
pu>e(a) = ]1[0,1] (a).

De maniére évidente on a pN' — > pour la topologie faible- o(My, %) (topologie de la
convergence étroite) ot M, est 'ensemble des mesures de Radon bornées. Il est alors facile de
vérifier par un calcul direct que f définie par 'équation (2.21) satisfait I’équation de Vlasov
(au sens des distributions)

Oif +v0.f —0.00,f =0, —0%p = / fdv, (2.22)
R
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si et seulement si le continuum de water-bag v* satisfait le modéle water-bag continu donné
par

1
ot + 0o 0t +0.0=0, —0%¢= / (vt —v7)da, (2.23)
0
ounQ=1,z€R/Z, et acl01]. On a alors le résultat d’existence et d’unicité

Théoréme 3 (Solutions classiques locales). On suppose que vi € H™(D) avec m > 2 et
D = Q x[0,1]. Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de HUOiHHm(D) et D, tel
que le systéme (2.23) admette une solution unique

vt € L>(0,T; H™(D)) N Lip(0, T; H™ (D)),
¢ € L>(0,T; H™+(Q)) N Lip(0, T; H™ ().

Preuve. La preuve est du méme type que celle du théoréme 1, excepté que le probléme est
maintenant & deux dimensions, ce qui implique de prendre des condtions initiales plus régu-
licres & cause des injections continues de Sobolev. m

Du point de vue physique l'existence de solutions classiques locales en temps met en évi-
dence qu’a partir d’un certain temps, les contours mono-valués se renversent (phénomes de
déferlement d’onde ou de “wave-breaking”) et deviennent multi-valués, traduisant ainsi les phé-
noménes physiques de filamentation de I’espace des phases et du piégeage de particules. Du
point de vue numérique, I'intérét du modéle water-bag étant le petit nombre de contours né-
cessaire a la description cinétique d’un plasma, si on on prend un grand nombre de bag, le
modéle de Vlasov est probablement préférable.

2.4.2 Le modéle water-bag-quasi-neutre

Alors que le modéle de Vlasov-Poisson est nécessaire pour traiter les ondes électroniques
a haute fréquence, pour des ondes basses fréquences a grande longueur d’onde mettant en jeu
les ions, les physiciens ont ’habitude de considérer I’équation de quasi-neutralité a la place de
I’équation de Poisson. On va donc s’intéresser au modéle water-bag-quasi-neutre.

2.4.2.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considére le probléme périodique a valeur initiale

O + 07007 +0:0=0, v7(0,)=v5;(), j=1,...,N,

N
¢ = A;v] —v;) -1, (2.24)
j=1
avec la période Q =1 et z € R/Z. On a alors le résultat d’existence et unicité

Théoréme 4 (Solution classiques locales). On suppose que v(j,[j € H™(Q) avec m > 3/2 et A;
des mombres réels positifs, 1 < j < N. De plus on suppose que la somme Yojn A = Aest
bornée. Alors pour tout N, il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ||U3}||wa,(ﬂ), N,
Q et A, tel que le systeme (2.24) admette une solution unique

v, ¢ € L0, T; H™M(Q) N0, T H™(Q), j=1,...,N.
Preuve. La preuve est basée sur la reformulation du systéme (2.24) en un systéme quasi-linéaire

hyperbolique de dimension 2\, les propriétés d’hyperbolicité du systéme et des estimations
d’énergie [39]. =
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Remarque 1 En fait la fonction de distribution (2.6) peut étre la solution d’équations ciné-
tiques plus générales. En effet choisissons la fonction de distribution suivante

N—-1

f(t, Z, 1)) = Z Ci]lv,;(t,z)<v<vi+1(t,z)(U)v (2'25)
=0

ot la fonction 1y<y<p(v) est égale a Uunité si v €la,b| et nulle ailleurs. Si N = 2N et s’il y
a N bags positifs {v;}iesi+ (X7 est Uensemble des indices des bags positifs) et N bags négatifs
{vitiexs- (X~ est Uensemble des indices des bags négatifs) alors la fonction de distribution
(2.6) est équivalente & (2.25) avec (—1)!'A; = civy1 —ci, oul=1sii €N etl=2sii€ 2.
La fonction de distribution (2.25) est alors une solution faible de type water-bag de l’équation
cinétique

Ocf +00,f — 0.q(p) 0, f =0, (2.26)
ol

p(t,z) = /Rf(tazvv) dv,

st et seulement si
2

Oyv; + 0, (% +q(p)) =0, 72=0,---,N. (2.27)

En particulier on retrouve le modéle quasi-neutre si q(p) = p, pour lequel on a

N—

a(p) = Y cilvipr —vi).

=0

=

L’existence de solutions classiques pour le systéme (2.27) repose encore sur Uhyperbolicité du
systeme (2.27). Si on suppose qu’au point (t,z) fixé, Uapplication v — f(t,z,v) a un seul
changement de monotonicité, i.e. qu’il existe ng tel que c;41 > ¢; pour i = 0,--- ;ng — 1 et
Civ1 < ¢ pour i = ng,---,N — 2, alors le systéme est hyperbolique. En effet le polynéme
caractéristique du Jacobien est défini par

9q _ 9q. 9q 9q
UO + gvo Bgl avév_l aé)]\]
99 99 __ A q q
81}0 Ul + 8’(}1 )\ 6’UN71 8’[}1\7
R()\) = :
Oq 9q .. 9q dq
%1)[) %’Ul UN-1 + g’UN71 >\ 6’[}8]\7
99 99 AN _99 9 _
Jvo Jo1 don_1 UN + oy — A
et on a
N
Jq
R(vi) = Ovs H (v — vi).
b j=0.j#i

Si maintenant on suppose que p' > 0, puisque p'(p) = pq’'(p), alors aaTi- a le méme signe que

% =c;_1 —c¢; et donc le signe de R(v;) est celui de (—1)""1sign(c;_1 — ¢;). En outre le terme
dominant de R(\) est (—=1)NHANTL Par suite si vy < vy < -+ < vy, alors le polynome R
a N + 1 racines réelles. Par suite le systéme (2.27) est hyperbolique, et donc symétrisable, et

finalement il admet une solution unique classique locale v;, i = 1,..., N, telle que

vi € L®(0,T; H™(Q)) N €(0, T; H™(Q)), i=1,...,N.

Notons que la solution faible water-bag (2.25) de l’équation

O f +00.f + 8ZQ(p) “Ouf =0,
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conduit au systéme
2

Orv; + 0, (% —q(p)) =0, ¢=0,...,N,
qui peut ne pas étre hyperbolique. En effet, pour q(p) = p et N = 2, the systéme n’est pas
hyperbolique puisque des racines imaginaires sont possibles.

L’existence d’une large classe de solutions pour I'équation (2.26) avec des fonctions géné-
rales ¢ ou méme avec q(p) = p, lorsque le nombre de bag tend vers linfini, est encore un
probléme ouvert parce que les techniques traditionelles comme les lemmes de moyennes ou les
outils de compacité par compensation échouent. Les solutions faibles water-bag semblent étre
une piste intéressante pour atteindre cet objectif pour peu qu’on puisse passer & la limite par
rapport au nombre de bag dans (2.27).

2.4.2.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

Comme il a été mentioné dans la remarque précédente la preuve d’existence de solutions
water-bag pour le systéme water-bag-quasi-neutre lorsque le nombre de bag est infini n’est pas
une tache facile parce qu’on est amené a traiter un systéme hyperbolique de dimension infini. On
sait depuis le théoréme 4 que le temps existence dépend du nombre de bag. Malheureusement
I'estimation du temps d’existence par rapport au nombre de bag AN conduit & un résultat
négatif. Plus précisément nous avons le théoréme suivant qui montre que le temps d’existence
décroit avec le nombre de bag avec une vitesse polynémiale d’un demi.

Théoréme 5 Suppposons que q(p) = p et 0 < cg < ¢1 < --+ < cy. En outre faisons l'hypothése
qu’il existe une constante K telle que 0 < My/mpy < K ou

N N_ N (N . N _ N
My = max (CO , max (¢; — cifl)) , Mmy = min (Co ) '7m.1.1.QN(Ci — Ciq)) .

i=1,---,N i=1,---,

Alors il existe une constante KC qui dépend de K et |[vo;| g2() telle que le temps mazimum
d’existence T des solutions du systéme (2.27) satisfait l’estimation

Te < K
N=VI+ N

Preuve. La preuve est basée sur des estimations d’énergie pour les systémes de lois de
conservation hyperboliques [39]. m

2.4.2.3 Cas d’un continuum de bag

Dans le cas d’un continuum de bag, les concepts de diagonalisation et d’hyperbolicité déve-
loppés pour le systéme intégro-différentiel des ondes en eau peu profonde (dans ’approximation
des grandes longueurs d’ondes) [210] permettent de trouver des conditions supplémentaires qui
assurent le caractére hyperbolique du systéme de lois de conservation obtenu et permet ainsi
d’obtenir ’existence de solutions classiques locales en temps.

Soit z la variable périodique d’espace de période 1 et z € R/Z. Afin de définir un conti-
nuum de bag on considére deux feuillatages Lagrangiens comme les familles de courbes v+ =
vE(t,z,a) indexées par la variable Lagrangienne a € [0,1] ou le continuum de water-bag
vE(t, z,a) sont des fonctions réguliéres telles que v~ < v, v < 0, Juv™ > 0 et vt (a =
1) = 0%v~(a = 1), Va < 1. Les équations (2.7) et (2.12) sont encore valables lorsqu’on rem-
place la mesure de comptage par la mesure de Lebesgue da. Comme dans la section 2.4.1.3, il
est facile de vérifier par un calcul direct que la fonction f définie par I'équation (2.21) satisfait,
léquation de Vlasov (au sens des distributions)

Ouf + 00 — 0-00,f =0, &= / fdv, (2.28)
R
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si et seulement si le continuum de water-bag v* satisfait le systéme water-bag continu donné
par

ow* + vt + 0,0 =0 (2.29)
1
o= / (vt —v7)da. (2.30)
0

Si on pose ¢ = vt —v—=9,Z(t,z,a) (0,Z > 0) ou

Z(t,x,a) = /Oa(vJr — v )db (2.31)

et si on pose u = (vt +v7)/2, alors le systéme (2.29)-(2.30) est équivalent au systéme
Oe+ 0y(cu) =0 (2.32)

1
Oru + uO0,u + Z@xc + Oy (/ cda) =0. (2.33)
0

Notons que existence de solutions entropiques pour le systéme (2.32)-(2.33) avec un seul
bag (i.e. ¢ = &(t,z)d(a) et u = u(t,z)d(a)) a été prouvée dans [59, 60, 61].

Notons aussi que dans [52], Pauteur a démontré Pexistence de solutions classiques pour les
équations hydrostatiques homogénes suivantes

Opc+ Oyp(cu) =0 (2.34)
O + ud,u + O,p =0 (2.35)

avec p la pression, sous la contrainte

/1 c(t,z,a)da = 1. (2.36)
0

La principale différence entre le systéme (2.34)-(2.36) et le systéme (2.32)-(2.33) est que, dans
le premier la frontiére est fixée par la contrainte (2.36) alors que le second est un probléme a
frontiere libre.

Il est intéressant de noter les similarités entre le modéle water-bag et le systéme de Benney
qui décrit la dynamique des ondes en eau peu profonde (dans Papproximation des grandes lon-
gueurs d’ondes) dont la structure Hamiltonienne a largement été étudiée [12, 219, 220, 156, 157,
160, 118, 114]. Comme le modéle water-bag, les équations de Benney peuvent étre réduites a un
systéme de dimension infini de lois de conservation du premier ordre (hyperbolique), possédant
un nombre infini d’intégrales du mouvement. Chaque modéle peut étre dérivé a partir d’une
classe particuliére de solution faible de I’équation de Vlasov, via la “fermeture” d’Heaviside
pour les équations water-bag et la “fermeture” de Dirac pour les équations de Benney.

Soit I't (resp. I'") la courbe correspondant a l'interval [v, ,v.| (resp. [ve,v;]) orientée
comme dans la figure 2.3 ot v, = v~ (t,2,0) (resp. vy = v (t,2,0) ), v. = v (t,2,1) =
v (t,2,1) et T =T~ UTT. On note v tel que v , = vE, w tel que W = wt = 9,vt, et v tel
que | . = 4* =1/w*. Finalement on définit la norme H 3, comme il suit. Pour toute fonction

¢(z,a) € H3, on a

Il = lel3a, + le=l3a, +llealiZa, + lozaliZa, + lozslZa,
+ ”‘paa”%ga + ngzzzHiga + ”(pzza”QLga + H‘Pzaa”%ﬁa

Indice d’une fonction
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FIGURE 2.3 — Le plan compleze

On note par €(I') lalgébre de Banach de l'ensemble des fonctions a valeur complexe qui
sont continues sur I'. Soit f € € (T') et on suppose que f({) ne s’annule jamais sur I'. Si T’
est une courbe fermée simple, alors [arg f]r désigne la variation de 'argument de la fonction
f(¢) le long de la courbe I'. L’indice de la fonction f (autour du point ¢ = 0) est donné par
Ind f = %[arg f]r. Soit maintenant I une courbe fermée simple (cette définition s’étend aux
cas d’une courbe composée et d’une courbe non simple fermée ou non fermée). Afin de défi-
nir l'indice d’une fonction f € P%(I') ('ensemble des fonctions a valeur complexe qui sont
continues par morceaux sur I') on doit prolonger par continuité la fonction f de telle sorte
que la courbe du plan complexe résultant de I'image de la fonction f lorsque ¢ parcourt I soit
une courbe continue fermée. Pour plus de détails sur cette contruction ainsi que des proprié-
tés supplémentaires sur l'indice d’une fonction d’une variable complexe, on pourra consulter
[109, 123, 124, 170, 177].

On a alors le résultat d’existence et d’unicité

Théoréme 6 On suppose que l'on a r=(t = 0) € HY, k¥(t = 0) € Wb, R¥(t = 0) € H3,,
wE(t =0) € H2,, v*(t =0) € H3,, et vE(t =0) € H3,. En outre on suppose que v~ < v,
Iovt <0, Ogv™ >0 et 0%vt(a =1) = 0%~ (a = 1), Ya < 1. Par ailleurs on suppose que les
conditions

inf + Ind(G) = 2
Inf ess|x(¢)[ >0, Ind(G)=2,

sont satifaites, avec G = xT/x~ et ou xT sont définies par

1 d j
Q) =1-vp [ 22 F T weer,
rwv—¢  w

Alors le systéme intégro-différentiel (2.29)-(2.30) ou (2.32)-(2.33) est équivalent au systéme
quasi-linéaire

ORE +vFo.RE =0, (2.37)
or® + ko, rt =0, (2.38)

ou r* et R* désignent les invariants de Riemann définis par

v (t, z,v) — kT (t, 2)

d
vt (t, z,v) — kE(t, 2) g

'ri(t, 2)

1
ki(t,z)+/ In
0

1
RE(t,z,0) = vi(t,z,a)+/ In
0

v (t, 2,v) —vE(t, 2,a)

dv.
vt (t, z,v) —vE(L, 2, a) v

De plus les systémes (2.29)-(2.30), (2.32)-(2.33) et (2.37)-(2.38) sont hyperboliques avec les
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valeurs propres réelles {vE, kT} satisfaisant pour tout = € R/7Z et t € [0,T)

X(E=(t,2)) =0, X' (K(t,2))] > 0,
—oc0 < k7 (t,z) < inf v (¢, 2,a),

a€l0,1]

400 >kt (t,2) > sup vT(t2,a),
a€l0,1]

ot la fonction x({) est donnée par

1 cda
Q) =1 ‘/0 O 0

Les invariants de Riemann r* et R* sont respectivement constants le long des courbes carac-
téristiques 2T (t) et z2*(t) définies par

— 25 (t) = kE(t, 25 (1) et %za’i(t) = vE(t, 22% (1), a).

Finalement il existe un temps T > 0 tel que les systémes (2.37)-(2.38), (2.29)-(2.50), (2.32)-
(2.33), et les équations

Ow® + vrowt + wta T 0, (2.39)
oy + 00,y —4ToT = 0, (2.40)

ont une solution unique
r* e L™ ([0,7]; H}) NLip ([0, T]; L?)
R* € L™ ([0, T7; 3,) N Lip ([0, 7]; HZ,)
k* € L= ([0,7]; W)>) nLip ([0, T}; L)

v®= e L ([0,T); H2,) N Lip ([0, T]; HZ,)
¢ € L= ([0,T); HZ) NLip ([0, T]; H)

ce L~ ([0,T); H2,) NLip ([0, T]; H?)
ue L= ([0,T); HZ,) NLip ([0,T); HZ,)
¢ € L= ([0,T]; H2) N Lip ([0, T]; H)

w® € L~ ([0,T); H2,) NLip ([0,T]; HZ,)
v* e L= ([0,T]; H2,) NLip ([0,T]; HZ,)

Preuve. La démonstration de ce théoréme se trouve dans [43]. La preuve du théoréme
est basée sur les concepts de diagonalisation et d’hyperbolicité développés pour le systéme
intégro-différentiel des ondes en eau peu profonde (dans 'approximation des grandes longueurs
d’ondes) dans [210]. Dans ce cadre, on peut établir des contraintes qui assurent I’hyperboli-
cité du continuum de water-bag et calculer explicitement les valeurs et les vecteurs propres
généralisés. Afin de montrer Iexistence et I'unicité du continuum de water-bag, i.e. les solu-
tions classiques des systémes (2.29)-(2.30) ou (2.32)-(2.33), on utilise le systéme quasi-linéaire
équivalent (2.37)-(2.38) écrit en terme d’invariants de Riemann ainsi que le systéme supplé-
mentaire (2.39)-(2.40) obtenu en dérivant le systéme (2.29)-(2.30) par rapport a a. L’idée
consiste & obtenir des estimations d’énergie a priori pour les invariants de Riemann R*, r#*
et les quantités w® et 4*. Pour cela on utilise les propriétés du probléme aux valeurs propres
généralisées, la résolution du probléme de Riemann-Hilbert [109, 177, 185, 123, 124], des ré-
sultats classiques de la théorie des opérateurs intégraux singuliers et de ’analyse harmonique
[46, 56, 74, 75, 76, 78, 79, 80, 109, 123, 124, 150, 168, 169, 170, 174, 175, 176, 177, 185, 206]. m
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2.4.3 Le modéle water-bag-électromagnétique

L’interaction laser-plasma implique bien entendu de considérer le modéle électromagnétique
complet, c’est-a-dire le modéle water-bag-électromagnétique.

2.4.3.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considére le probléme périodique & valeur initiale

1
@ﬁ+¢@ﬁ+@6wamgﬁ:m vi(0,) =vi(-), j=1,...,N, (2.41)

N
—ﬁfgb = Pv — 1, 8t2AL - 8?Al = —ALpU, Pv = Z.AJ(’U;'_ - ’Uj_), (242)
J

avec la période 2 = 1 et 2 € R/Z. On a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théoréme 7 (Solutions classiques locales). On suppose que voij € H™(Q) avec m > 3/2 et
1 <j < N. En outre on fait Uhypothése que A = A, (0,z) € H™(Q) et AL = (0,4.)(0,2) €
H™=Y(Q). Alors pour tout N, il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ||U3:j||Hm(Q),
[AY [ (02> 1AL | rm—1(0), N, Q et A = max;<p | A;j| tel que le systeme (2.41)-(2.42) admette
une solution unique

v, AL € L®(0,T; H™(Q) NLip(0, T; H™1(Q)), j=1,...,N,
¢ € L>(0,T; H™2(Q)) N Lip(0, T3 H™ Q).

Preuve. La preuve est basée sur un argument de point fixe. Pour cela on construit une appli-
cation qui vérifie les hypothéses du théoreme du point fixe de Banach (cf [39]). m

2.4.3.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

La preuve du théoréme 7 est fausse pour le cas d’un ensemble dénombrable et infini de
bag parce que les constantes qui interviennent dans la preuve dépendent du nombre de bag.
Cependant le théoréme 7 peut étre étendu au cas d’un nombre dénombrable et infini de bag
en remplagant la norme || - ||g= par la norme || - ||pincogm donnée par la définition (2.20). On
a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théoréme 8 (Solution classiques locales). On suppose que v(i- € H™(Q) avecm >3/2 et j €
N*. En outre on suppose que les coefficients {A;}jen~ sont tels que la somme Y~ ;- [Aj| = A
est bornée. De plus on fait Uhypothése que AY = A, (0,2) € H™(Q) et AL = (0,4,)(0,z) €
H™=1(Q). Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ||v0ij\|Hm(Q), 1A% ] rm (02),
HAiHHm—l(Q), A et Q tel que le systéeme (2.41)-(2.42) admette une solution unique

vy, AL € L®(0,T; H™(Q)) NLip(0,T; H™(Q)), j € N*,
¢ € L>®(0,T; H™()) NLip(0,T; H™ ().

Preuve. La preuve repose sur les mémes arguments (construction d’une application qui vérifie
les hypothéses du théoréme de Banach) que la preuve du théoréme 7. m

2.4.3.3 Cas d’un continuum de bag

Afin de définir un continuum de bag, comme dans la section 2.4.1.3, on considére deux
feuillatages Lagrangiens comme les familles de courbes v* = v*(t, 2, a) indexées par la variable
Lagrangienne a € [0, 1] o1 le continuum de water-bag v= (¢, z, @) sont des fonctions réguliéres. Le
systéme (2.41)-(2.42) est encore valable si on remplace la mesure de comptage par la mesure de

2.4.Le probléme de Cauchy
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Lebesgue da, ce qui implique que le continuum de water-bag v* satisfasse le modéle water-bag
continu donné par

1
ot +vFo0t + 0, (¢ + §\AL|2) =0, vE(t=0) =07, (2.43)
1
~2p=p,—1, 0A, —0*AL =—-Aip,, po= / (vT — o7 )da. (2.44)
0
avec la période Q =1, z € R/Z et a € [0,1]. On a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théoréme 9 (Solutions classiques locales). Supposons que vE € H™(D) avec m > 2 et D =
Q x [0,1]. En outre on suppose que A = A, (t =0) € H"(D) et A} = (9, AL)(t =0) €
H™Y(D). Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ||vg | & (DY ||A3_||Hm(Q),
AL || zrm-1(q), et D tel que le systeme (2.43)-(2.44) admette une solution unique

vt € L(0,T; H™(D)) N Lip(0, T; H™ (D)),
¢ € L0, T; H™2(Q) N Lip(0,T; H™ ()
Ay € L=(0,T; H™(R2)) N Lip(0, T; H™ ().

)

Preuve. La preuve est du méme type que celle du théoréme 7, excepté que le probléme est
maintenant a deux dimensions, ce qui implique de prendre des conditions initiales plus réguliéres
a cause des injections continues de Sobolev. m

2.5 Approximation numérique

L’existence de solutions pour le modéle water-bag étant étudiée, il importe pour le physicien
d’avoir des schémas numériques performants pour la simulation numeérique des plasmas. Dans ce
paragraphe nous proposons des schémas numériques pour le modéle water-bag avec les différents
couplages non linéaires auto-cohérents considérés précédemment. Dans cette section on suppose
un plasma périodique de période L, z € Q =|0, L[. Aprés normalisation des équations (2.7),
(2.10), (2.12) et (2.16)-(2.18) les équations water-bag deviennent

1
O + v 0.0 + 0. (¢> + §|Al|2) =0, (2.45)

avec ’équation de Poisson pour les onde de Langmuir

—02¢ =Y Aj(v] —v;) —no, (2.46)
J<N

la quasi-neutralité pour les ondes acoustiques ioniques

b= (ZZ- 3 A(f — o) - n0>, (2.47)

Zi
noT jSN
I’équation des ondes pour l'interaction laser-plasma électromagnétique

afAJ_ — GEAL = —AJ_ Z Aj(vj - Uj_), (248)
SN

ou Z; désigne le nombre de charge et 7 = T;/T,. De plus on ajoute les conditions initiales

vji(O,-) = vatj()

2.5.Approximation numérique
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2.5.1 Schémas numériques

Dans cette section on présente briévement la méthode numérique pour résoudre les équa-
tions (2.45)-(2.46) avec A; = 0, (2.45) et (2.47) avec A} = 0 et le systéme formé par les
équations (2.45)-(2.46) et (2.48). La méthode de Galerkin-discontinu (GD) [68, 96] a été uti-
lisée pour discrétiser ces équations. C’est une méthode d’éléments finis locale qui utilise une
approximation spatiale discontinue et qui incorpore les idées des flux numériques et des limi-
teurs de pentes utilisés dans les schémas de différences finies et volumes finis d’ordre élevé. La
méthode GD combinée avec une discrétisation en temps de type Runge-Kutta ou Lax-Wendroff
conduit & des schémas stables, d’ordre élevé, facilement parallélisables et bien adaptés au rafi-
nement adaptatif h — p dans le cas de géométries complexes avec conditions aux limites.

2.5.1.1 Discrétisation des équations water-bag

Soit €2 le domaine de calcul et M}, une partition de  d’éléments K telle que Uge g, K = Q,
KnQ=0, K,Q e My, K # Q. On pose h = maxgem, hx ot hg est le diamétre extérieur
de I’élément fini K. La premiére étape de la méthode consiste a écrire les équations (2.45) sous
forme variationelle (ou faible) sur un élément K de la partition M, en utilisant une formule
Green. On cherche alors une solution approchée (vf i on, Al 1) dont la restriction & un élément
K appartient a lespace local de dimension fini #(K), typiquement un espace de polynome.
On pose alors

yh(ﬂ) = {w ‘ ’l/)|K S W(K), VK € Mh}

On détermine la solution approchée (v’:ﬁj,QSh,AJ_ Wk € 9(K)®5 pour t > 0, sur chaque
élément K de M, en imposant pour tout ¢, € Z2(K), et pour tout j =1,..., N,

1
/ 8tvij<phdz — / (f(vf]) + on(z) + §\Ah7L(2)|2) 0op dz
K K

— — 1
+/ (an(vij)—l—(ﬁhnK—i—§|Ah’J_|2nK) gohdl“, (249)
oK

ot OK désigne le bord de K, ng la normale unitaire extérieure a K, et f(-) = (-)2/2. Les

flux numériques ﬁ?(vf i) m, et 2|Ap, 1 |2nk doivent étre judicieusement choisis (flux
upwind, flux centré, flux gauche, flux droit, flux de Godunov, flux de Engquist-Osher, flux
de Lax-Friedrichs, ...) et respecter certaines contraintes (consistance et monotonie) [68, 96].
Alors pour chaque élément K, aprés I'étape de discrétisation spatiale, on obtient les équations
différentielles ordinaires

d + + N7diaN’a

at e T Lk ({vh,le,vd)h‘K,aAh,J_‘K/ | K'NK € 8K}) ,

VK € Mpetj=1,...,N.En général la matrice de masse 9, de faible dimension (égale a celle
de lespace local Z(K)), est facilement inversible. Si on choisit des polynémes orthogonaux
la matrice 91 est diagonale. Ici on choisit des polyndémes de Legendre qui forment une base
orthogonale de I’espace L2. On est alors amené & résoudre les équations différentielles ordinaires

d .

%U;::,j:fh (U}:&jagbthh,L)a j:].,...,./\[. (250)
Afin de résoudre (2.50) on utilise une méthode de Runge-Kutta d’ordre trois [127].
Pour discrétiser la condition initiale on prend la projection L? de voij sur Z(K), i.e. pour toute
fonction ¢y, € Z(K)

/vgwgohdz:/ vgiendz, VK € M.
K K

2.5.Approximation numérique
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2.5.1.2 Discrétisation de I’équation de quasi-neutralité

Pour résoudre I’équation de quasi-neutralité (2.47) on prend sa projection L? sur Z(K),
i.e. pour toute fonction ¢p, € Z(K)

N
Z;
dz = =\ ZiY Al =) —no | dz, VK :
/Kéf’hSOh z /Kéﬁhn07< j:1"4](vh,] vy 5) no> z, €M,

2.5.1.3 Discrétisation de I’équation de Poisson

On résoud I’équation de Poisson (2.46) dans le cadre de la méthode de Galerkin-discontinu
locale afin d’obtenir un schéma global stable et consistant. En utilisant une formule de Green
on réécrit 'équation (2.46) sous sa forme variationelle (faible) discrétisée : trouver Ej, € 925, (Q2)
et ¢n € P (Q) tel que pour toute fonction @y, U, € P, (Q), et pour tout K € My,

Eppndz = / Gr0xpn dz — Snpnng- dT, (2.51)
K K oK
/ Endibpdz = / Enng-p, dT —/ pnibn dz, (2.52)
K oK K
ou Ej est une approximation de F = —30,¢, et p; représente une approximation du terme

source de (2.46). Si n est la normale unitaire extérieur a 9Q, alors £; désigne I’ensemble des
bords intérieurs de My, et E;‘? représente I’ensemble des bords appartenant & la frontiére My,.
Si on utilise les notations [¢s] = @} ng— + ¢y ng+, {on}t = 1(p) + ¢5), on a alors

vegrense d0 = [ (e} + oD+ [ vgnar. (259)

KeMy oK }i

Si on prend ¢, = Ej, dans (2.51), ¥, = ¢p, dans (2.52), en sommant sur tous les éléments K
et en utilisant (2.53) on obtient

Rh+/ IEh|2d2=/ph¢hdz, (2.54)
Q Q

ou

.
&

On choisit les flux numériques comme il suit [68]

({En — En}on] + {60 — ¢n}[En]) dT + / (¢n(En — En) + nEy) ndl.  (2.55)

o 2]
h € h

En={Ep} + anilon] + aralEnl, én = {6n} — ax1[dn] + aalEn]  sur &
./E\h = Eyp + a110nn, ah =0, sur 5}?7 (256)

ol a1 > 0, aige > 0 et g sont des réels. En injectant (2.56) dans (2.55) on obtient

.
&

Si on pose pp, = 0 alors on a [¢p,] = 0, d)h\ga = 0 et Ej = 0. Les équations (2.51) peuvent se
h

(a11[¢h]2+0422[Eh]2)dF+/ air|én|?dl > 0. (2.57)

o a
h gh

réécrire comme

/1/)82¢hd220, Vi e P(K), VK € My,
K

ce qui implique que ¢, = 0 sur Q si bien que la solution approchée ¢, est bien définie.
Calculons maintenant cette unique solution. En prenant ’équation (2.51), en sommant sur les
éléments K et en utilisant (2.53) on obtient

a(En,on) = b(on,on) =0, Veon € Zn(Q), (2.58)

2.5.Approximation numérique
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ou les formes bilinéaires a(,-) et b(,-) sont définies par

a(u,v):/ﬂuvdz—&-/g

En utilisant une intégration par parties on obtient

agefu][v]dl’,  blw,u) = /Qﬁzuw dz + /50 [u](cv12[w] — {w})dT.

o
h

—/ Eno,opdz = — Epng-ppdl +/ 0. Eppp dz. (2.59)
K K

0K

Si on ajoute (2.52) a (2.59), aprés sommation sur K, la relation (2.53) conduit a

b(Yn, En) + c(n, on) = F(¥n), Vibn € Pn(Q), (2.60)

ou la forme bilinéaire c(-,-) et la forme linéaire F(-) sont données par

c(w,p) = 0411/5

Le systéme formé par les équations (2.58) et (2.60) conduit & un systéme matriciel que I'on
peut résoudre par des méthodes directes ou itératives standard de 1’algébre linéaire.

wliplar +an |

pwdl, F(w)z/wphdz.
£2 Q

o
h

2.5.1.4 Discrétisation de I’équation des ondes

Il reste a discrétiser ’équation des ondes (2.48). Pour ce faire on réécrit I’équation (2.48)
en introduisant les propagateurs Ef=E,+B|set FF=E, s+ B, 1, ce qui donne

WEt+0,EF=—J 1, OFFTO,FF=—J.,, (2.61)

ou pour ¢ = 1,2,
Jii=—ALi Yy A —v)),
J<N
et
1L Lo
atAJ_IZ_EJ_lz_§(E +E7), 8tAJ_2:_EJ_2:_§(F +F7).

Commengcons par les équations (2.61). Aprés avoir écrit les équations (2.61) sous leurs formes
variationnelles sur chaque élément K de M}, en utilisant une formule Green, on détermine
la solution approchée (Ef,Fhi)‘K € @(K)®4 pour ¢t > 0, sur chaque élément K de M, en
imposant pour toute fonction p € Z(K),

—

/8tE,jf<phdz$/ E,jf@zgohdzi E,jannphdI’:—/ Jh, 1 19¢n dz, (2.62)
K K 0K K

/atF,ﬁaphdzi/ F,;'Eaz@hdzzp/ F,fcnmphdl“:—/ Jniopndz,  (2.63)
K K OK K

ou des flux upwind sont choisis pour les flux numériques Eff ng- et Fff ng-. La projection
L? de 'équation 9;A; = —E, sur I'espace de dimension fini #(K) donne

/ 8tAh’J_<phdZ = —/ Eh’J_QDh dz. (264)
K K

Les équations (2.62)-(2.64) conduisent aux équations différentielles ordinaires

Lr =g (R i) ). 265

ol la notation compacte Fj, = (E,jf7 F };—L7 Ap, 1) aété utilisée pour désigner les champs électroma-
gnétiques. Comme dans le paragraphe 2.5.1.1, le systéme d’équations différentielles ordinaires
(2.65) est résolu par une méthode de Runge-Kutta d’ordre trois [127].

2.5.Approximation numérique
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2.6 Reésultats numériques

2.6.1 Construction d’un équilibre water-bag

Ce paragraphe est dédié a la construction de conditions initiales pour les équations water-
bag. La condition initiale est construite comme une perturbation d’un équilibre homogéne
fo(v). Pour des raisons de simplicité on suppose que la fonction f; est paire selon la variable
v (moments impaires nuls). Dans le formalisme water-bag, cela revient a prendre des contours
d’équilibre symétriques +up;, 1 < j < N. On définit le moment d’ordre ¢, .4, de fo (¢ pair)

(o) = / T fov) du (2.66)

— 00

et le moment d’ordre ¢ de la fonction water-bag
My(MWB) = 22,4] et (2.67)

On suppose que 'axe des vitesses est echantillonné par une séquence vg;. En égalant les équa-
tions (2.66) et (2.67) pour £ =0, 2,..., 2(N — 1) on obtient un systéme a N équations et N’

inconnues A;, j =1, ..., N. Une intégration par parties donne
e d
ZQA ve = —/ M“%dv, 0=0,2,...,2(N —1). (2.68)
o v

La fonction water-bag a A/ bags est équivalente a la fonction de distribution continue jusqu’aux
moments d’ordre £, = 2(N — 1). Cependant I’équation (2.68) a la forme d’un systéme de
Vandermonde qui devient mal conditionné pour les grandes valeurs de N (en 1'occurence avec
N = 15 et une vitesse de coupure vonr = Hvsp, v, étant la vitesse thermique, les éléments
de la matrice varient de 1 & 52%!). Une meilleure solution consiste & prendre la discrétisation

fo

AV(
Fi=fo(V;= T

| AV,

-1 Vi Vi+l v

FIGURE 2.4 — Construction d’un équilibre water-bag a partir d’une fonction de distribution
continue.

réguliere vo; = (j — 2)Avg (cf Fig. 2.4) en définissant F; = fo(vo; — AT) avec Avg = M A

partir de I’équation (2.68) la solution est directe

A; = fo (UOJ' AUO) fo (UOJ + AT) +O(Av}), (2.69)

et ’équivalence au sens des moments (2.68) est vérifié a l'ordre deux en Awg. La condition
initiale voij est telle que

voij = +twg; (1 4+ nov(z)), (2.70)

ou 7 est réel et Jv une fonction périodique en z.
En outre il bien connu que ’équation de Vlasov conserve un ensemble de quantités physiques et

2.6.Résultats numériques
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mathématiques, comme la masse, 'entropie cinétique, I'énergie totale, les normes LY (p > 0)
et plus généralement les intégrales 3(f) de I'espace des phases ou 3 est une fonction réguliére.
Ces quantités sont aussi naturellement conservées, en utilisant la définition de la fonction de
distribution (2.6) dans la définition des quantités considérées. Par exemple 1’énergie totale
conservée par le modéle water-bag s’écrit

éZAj/dZ (U;FS_UJ_—ff)+%ZAj/dz(v;—vj_)¢
j J

1 _ 1
+5 E Aj/dz(vj*—vj)\AJ_sz—f—i/dz (10.A L2+ [0, AL%) .
j

2.6.2 Amortissement Landau des ondes de Langmuir

Dans cette section on s’intéresse a I’amortissement Landau linéaire des ondes de Langmuir
qui correspond & un amortissement d’ondes sans dissipation d’énergie. L’effet Landau peut étre
vu comme un processus de mélange de phase des fréquences réelles [179, 22] qui est similaire
au traitement par Van Kampen et Case [212, 58] des oscillations électronique d’un plasma.
Initialement les bags sont en phase. Avec le temps les bags commengent & étre déphasés 'un
par rapport a 'autre parce que chaque bag a sa propre vitesse de phase (déterminée par sa
propre fréquence et le mode excité) qui difféere d’un bag a l'autre. Le mélange des phases est
responsable de l'effet Landau, i.e. 'amortissement des ondes de Langmuir. Plus loin en temps
il existe un temps de récurrence ou tous les bags sont de nouveau en phases, comme & 'instant
initial et les ondes électriques retrouvent leur énergie. Dans la limite vy = w/k > vy, la
réponse linéaire du plasma est donnée par la relation de dispersion w? = wg + 3v§hk2 et le taux
d’amortissement y = —/7w,(wp/ (kvin))? exp (—w2/(k*v3,)) exp (—3/2). Les paramétres sont
fixés & L = 4w, vy, = 1, N = 16, vy = 6 et ng = 1. La condition initiale (2.70) est fixée
en prenant la fonction sinus pour dv. La fréquence d’oscillation et le taux d’amortissement
donnés par la simulation numérique du systéme (2.45)-(2.46) sont respectivement w = 1.415
et v = —0.153, ce qui est en accord avec les valeurs théoriques w = 1.4156 et v = —0.1533.
De plus le temps de récurrence théorique Tr = 27/(kAv) est égal & 32.46, ce qui est aussi
en accord avec celui observé sur la figure 2.5. En outre les erreurs relatives associées aux
variations de la norme L2, I’entropie cinétique, la masse ou la norme L' sont toujours en
dessous de 107 '3, L’erreur relative associée a la variation de I’énergie totale reste en dessous
de 1078 pour la discrétisation Az = 0.7862, Av = 0.325. Ces propriétés de conservation
sont meilleures que celles obtenues par les schémas semi-Lagrangiens (code Vlasov). Pour le
méme cas test on obtient des erreurs relatives en dessous de 10~° pour les discrétisations
Az = 0.3925, Av = 0.1875 [29] et Az = 0.3925, Av = 0.25 [178]. En effet dans le cas des
schémas semi-Lagrangiens, résolvant 1’équation de Vlasov dans I'espace des phases, les erreurs
relatives associées a la variation des quantités conservées augmentent quand la fonction de
distribution est régularisée, i.e. lorsque la taille des structures générées par le flot Lagrangien
devient plus petite que la taille des cellules de I'espace des phases. Ce phénoméne est moins
fort dans le cas du water-bag car on suit des contours de l’espace des phases, i.e. que la
fonction de distribution entre deux contours n’a pas besoin d’étre résolue puisque la solution
est analytiquement connue (constante).

2.6.3 Amortissement Landau des ondes acoustiques ioniques

Si une onde a une vitesse de phase assez faible pour étre proche de la vitesse thermique,
le phénoméne d’amortissement Landau ionique peut apparaitre. La relation de dispersion des
ondes ioniques est w/k = vy, = ((Z;kpT., + 3kgT;)/m;)'/?. Si T. < T; ou T, ~ Tj, la vitesse
de phase est comprise dans la région ou la fonction Maxwellienne non perturbée & une pente
négative. Par conséquent les ondes acoustiques ioniques sont amorties fortement. D’un autre
coté les ondes ioniques se propagent sans amortissement si T, > T; puisque la vitesse de phase
se trouve loin dans la queue de la fonction de distribution. Pour une seule espéce d’ions, dans la
limite kAp < 1 (Ap est la longueur de Debye) la relation de dispersion s’écrit Z’(w/(kvsp,)) =

2.6.Résultats numériques
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Landau damping of Langmuir waves
e Tinoory = ~0-1533
¥ =-0.153

numeric

log(electric energy)

Tp=32.46

-2 N =16, N_=16
bags z

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time in o'
P

FI1GURE 2.5 — Evolution en temps du Logarithme de 1’énergie électrique.

2T, /(ZTe) =27/ Z;, o0 Z(¢) =m~ /2 [7 et /(t — ¢)dt est la fonction de dispersion plasma.
Les paramétres sont fixés & L = 4m, vy, = 1L, N = 16, Upaw = 6, 19 = 1, Z; = l et 7 =
0.5. La condition initiale (2.70) est fixée en prenant la fonction cosinus pour dv. Le taux
d’amortissement donné par la simulation numeérique des équations (2.45) et (2.47) est v = 0.288,
ce qui est en accord avec la valeur théorique v = 0.290. De plus le temps de récurrence théorique
Tr = 2n/(kAv) est égal & 32.46, ce qui est aussi en accord avec I’expérience numérique (cf Fig.
2.6). Finalement les erreurs relatives associées aux variations de la norme L2-norm, I'entropie
cinétique, I’énergie totale et la masse ou la norme L' restent en dessous de 107'2.

Landau damping for ions acoustic waves

log(electric energy)

-sor |T=0.5, TR =32.46 Vineory = -0.290

Nbags =16,N, =16 | |y -0.288

numeric

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 s
time in o,

FIGURE 2.6 — Evolution en temps du Logarithme de I’énergie électrique.

2.6.4 Décalage non linéaire de la fréquence Bohm-Gross d’une onde
plasma

Dans ce paragraphe on considére un plasma périodique plongé dans une boite de longueur
L =27 /kg et on considére une condition initiale constituée d’un seul bag

vE(t =0,2) = £vo(1 + £ cos(kx)),

ot k = ko (¢ entier). Puisque toutes les vitesses sont normalisées a la vitesse thermique on a
vo=V3et A= A; = (2¢/3)7. Alors la densité initiale n(t = 0,2) = A(vT —v7) et la vitesse
moyenne u(t = 0, z) = (v +v7)/2 sont respectivement données par n(t = 0, z) = 1+ ¢ cos(kz)
et u(t =0, z) = 0. Le systéme (2.45)-(2.46) avec un bag (M = 1) est plus simple que le systéme
Vlasov-Poisson et permet un développement analytique ([21, 89]) dans 'approximation de
champ faible (¢ — 0). Dans le cas linéaire on obtient la relation de Bohm-Gross

wi =1+ 3k>. (2.71)

2.6.Résultats numériques
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Dans le cas Maxwellien cette expression est valable pour k& — 0, en négligeant les termes en
O(k*) alors que pour le modéle water-bag ce résultat est exacte. En poussant les calculs jusqu’a
Pordre trois en €, une méthode de perturbation & échelle multiple permet d’obtenir la relation
de dispersion [21]

g2 < (14 w2,)? Wi

2
Wy = wi + — + 2F 24 3w3,) - 72> : (2.72)

12wy, 3 WrWay

oll wy, est donnée par (2.71) et woy, est donnée par la méme formule avec le mode 2k. Ici on tente
de retrouver la fréquence non linéaire (2.72). La condition initiale est paramétrée par € = 0.1
et k = ko = 0.6 (i.e excitation du premier mode de Fourier). Puisque n(¢, ko) se comporte
comme ¢/2 cos(wj, t), on trace sur la figure 2.7 la différence n(t, ko) — /2 cos(wg,t) qui doit
osciller avec une amplitude variant comme ¢ sin((wy, — wg)t)/2. Pour ¢ = 0.1 et k = ko = 0.6
I’équation (2.72) donne w;m — wp, = 6.671073. On obtient une enveloppe qui est une droite de
pente 3.357 104, ce qui est conforme & la valeur analytique £/2(wW, — Who)-

Bohm-Gross frequency shift
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FIGURE 2.7 — Evolution en temps de n(t, ko) — /2 cos(wy,t).

2.6.5 Modes de Van Kampen

Les modes de Van Kampen sont des modes propres du modéle water-bag-Poisson linéarisé
(2.45)-(2.46). Si on linéarise les équations (2.45)-(2.46) pour un plasma électronique périodique
autour d’un équilibre homogeéne, i.e. vjj-[(t, z) = %vp; + (511;[(t, z) avec |6vjj-[| < Vg, on obtient

pour les perturbations 511}(1?, z) les équations
O £ 00,007 = —E., 0.E.=—Y_ A;(0v] —dv;). (2.73)

Aprés la décomposition en séries de Fourier de (2.73) et en supposant que la dépendence
en temps des modes de Fourier Aj(Svﬁ (t) est de la forme Ajévjik(t) = wﬁm exp(—wp,t) nous
trouvons 1’équation

N

A; _

kvojwﬁn + ?j Z(wj,'m — Wip,) = wnwﬁn. (2.74)
i=1

Si on prend la condition de normalisation Zfil(wj;m — w;;,,) = 1 qui est équivalente a la
relation de dispersion (2.13) (e(k,w) = 0), a partir de (2.74) on obtient le mode propre water-
bag wﬁm exp(—wyt) ou

L _ 1A

T R 2.75
w]kn k (wn F kvoj) ( )

Le mode water-bag est trés similaire au mode de Van Kampen [212]

Oy fo 1
Xk(w,v) = — ’ V.p.w -

+ AMw)d(v —w/k),
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ot —0, fo et A; jouent le méme role (cf Sec. 2.6.1) et A(w) est déterminé par la normalisation
fR Xk(w,v)dv = 1. La distribution de Dirac qui est présente dans le mode de Van Kampen
disparait au niveau du mode water-bag parce que la vitesse de phase w,/k du mode water-
bag est strictement comprise entre deux bags vg;. En fait les modes water-bag dont le spectre
en fréquence est discret et fini sur ’axe réel apparait comme la discrétisation des modes de
Van Kampen dont le spectre en fréquence est dense sur I’axe réel. La solution générale du
systéme est obtenue grace a une combinaison linéaire des modes propres water-bag (2.75), i.e.
Ajévﬁ(t) =5, anﬁm exp(—wpt) ou les constantes C,, sont déterminées par les conditions
initiales. La sommation sur l'indice n correspond & la superposition d’oscillations harmoniques
et est responsable de leffet Landau (cf Sec. 2.6.3). Ici on souhaite exciter un unique mode
(k,wy), i.e C,, = edpe ou (k,wy) satisfait la relation de dispersion (2.13) (e(k,w¢) = 0). De
Pexpression (2.75) on déduit la forme de la condition initiale (511;; (t =0) = (e/k)/(we F kvo;),
et la solution du probléme (2.73) est 'onde progressive
SvE(t,z) = e 1 cos(kz — wyt)
J ’ k (we + k”UOj)

se propageant a la vitesse de phase v,y = wy/k et la densité associée devient on(t,z) =
Zﬁl Aj(&);' — 6v; ) = ecos(kz — wyt). Ici on choisit k = 2.72, L, = 2mng/k ott ny = 13. La
solution de I’équation de dispersion (2.13) donne wy, = 1.68 x 107!, La vitesse de phase du
mode vy, = 6.19 x 102 est comprise entre le premier et le second bag, i.e. ceux qui sont le
plus déformés. Les autres paramétres sont vy, = 1/1/511, N = 4, vy, = 0.22, L, = 30.02
et € = 107°. Le temps final de la simulation est 7' = 100w, '. Le tableau 2.1 ci-dessous donne
Perreur en norme L°° entre la solution exacte et numérique et le taux de convergence associé.
Le taux théorique de convergence de la méthode RKGD étant trois, les résultats du tableau

N, lon1(T) — v1(T)||e | ordre | ||[np(T) — n(T)||p~ | ordre
128 | 442 x 1076 1.77 x 107

256 | 5.89 x 10~7 290 | 285x10°° 2.66
512 | 7.48 x 108 297 | 384x107" 2.90
1024 | 9.41 x 1079 2.99 [ 487x10°° 2.98

TABLE 2.1 — L*-error and convergence rate.

2.1 montrent que le schéma reproduit les bons résultats avec la précision attendue.

2.6.6 L’instabilité de diffusion Raman stimulée dans ’interaction laser-
plasma

L’instabilité de diffusion Raman stimulée est une instabilité paramétrique a trois ondes :
londe électromagnétique incidente appelée onde pompe (ko,wp) qui alimente deux autres
ondes instables; une onde électromagnétique diffusée (kg,ws); et une onde plasma électro-
nique (k.,w,). L’instabilité Raman a lieu lorsque les conditions d’accord des vecteurs d’ondes,
ko = ks + ke, et des fréquences, wy = ws + we, sont réalisées, avec la relation de dispersion
normalisée de Bohm-Gross, w? = 1 + 3k2vt2h, pour 'onde plasma et la relation de dispersion,
w? =1+ k2, pour les deux autres ondes électromagnétiques. Les conditions d’accord peuvent
étre satisfaites si et seulement si ne/nerie < 1/4 00t nepie est la densité critique au-dessus de
laquelle les ondes électromagnétiques ne se propagent plus. Les conditions aux limites pério-
diques impliquent une sélection des différents nombres d’ondes pour obtenir soit de la diffusion
avant (ws/ks > 0), soit de la diffusion arriére (ws/ks < 0). Si on pose kg = rk; ou 7 est le
nombre rationel p/q, alors les contraintes du probléme conduisent & I’équation bi-carré

(2r — 1 —30v3,)% — 1203, (r — 1)?)k2 + (607, — 4r* + 4r — 2)kZ — 3 = 0.

Ici on résoud le systéme formé par les équations (2.45)-(2.46) et (2.48). On part d’un équilibre
Maxwellien homogene avec une vitesse thermique vy, = 4/0.1/511. La vitesse de coupure est
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Umax = 0.07. Le plasma est plongé dans une boite périodique de longueur L = 10.75. Une
onde électromagnétique pompe polarisée circulairement a droite (v = +1) (EY,BY, AY) est
introduite dans la boite

EY (t =0,2) = Egcos(koz), EY,(t=0,2)=vEysin(kyz). (2.76)

L’amplitude du champ Ej est liée & 'amplitude du moment p,s., associé au mouvement d’oscil-
lation d’un électron dans une onde plane, par la relation p,s. = Eg/wp. Ici on prend pose = 10~2.
Les composantes du champ magnétique s’écrivent

k k
BY(t=0,2) = ”’EOJO sin(koz), BY,(t=0,z2)= Eow—o cos(koz). (2.77)
0 0
La condition initiale pour le potentiel vecteur transverse A, est donnée par
E E
A (t=0,z2) = w—gsin(koz), AY L (t=0,2) = —VW—SCOS(koz). (2.78)

On prend des expressions similaires pour les ondes diffusées (ES, B}, A% ) avec a; = 107¢. On
pose r = 2/3 et les nombres d’ondes sont choisis tels que k./k, = 6, ko/k, = 4 et ks/k, = —2.
Les autres parameétres sont wy = 2.54, ws, = 1.54, w, = 1., kg = 2.33, ks = —1.17, k. = 3.5,
no/Nerie = 1.55 x 1071, N =6, N, = 128 et At = 1.68 x 1072,

growth rate of the Raman instability

log(electrostatic energy)

_4% 500 1000 1500 2000 2500 3000
time

FIGURE 2.8 — Taux de croissance de 'instabilité Raman et évolution du Logarithme du champ
électrique.

Dans une premiére étape le champ électrique croit exponentiellement, c’est l'instabilité Ra-
man linéaire. Le taux de croissance théorique, obtenu & partir d’une linéarisation des équations
fluides [106] est

kePOSC

7= 2/ 2wews

ce qui est trés proche de la valeur numérique 9.90 x 10~3 (cf Fig. 2.8). Aprés une premiére
étape de croissance exponentielle de l'instabilité SRS, ’évolution des ondes et des particules
(cf Fig. 2.9) montre un comportement oscillatoire caractérisé par un transfert d’énergie entre
la pompe, 'onde diffusée et 'onde plasma comme dans le cas d’une instabilité paramétrique a
trois ondes.

=9.97 x 1073,

2.6.7 Les ondes non linéaires électrostatiques d’électrons cinétiques

Les modes KEEN (Kinetic Electron Electrostatic Nonlinear) sont des modes électrostatiques
acoustiques de ’équation Vlasov-Poisson unidimensionelle, qui se propagent avec une vitesse
de phase autour de la vitesse thermique et peuvent étre vus comme une version non station-
naire des modes BGK ( Bernstein-Greene-Kruskal) [26] qui décrivent des ondes électrostatiques
progressives invariantes dans les plasmas. Une explication, pour l'existence de tels modes, qui
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FIGURE 2.9 — Evolution en temps de I’énergie des ondes et des particules.

utilise les solutions de Van Kampen-Case de ’équation de Vlasov-Poisson linéarisée, est donnée
par Holloway et Dorning [143]. Les ondes KEEN seraient associées & une excitation d’un mode
de Van Kampen autour de la vitesse de phase v, = w/k ~ vy,. On obtient alors un diagramme
de dispersion ot la branche Bohm-Gross rejoint la branche acoustique [143, 158, 159](cf Fig.
4 dans [143]). Une autre facon d’expliquer l'existence de tels modes est d’étudier la solution
Landau de I’équation de Vlasov-Poisson linéarisée. En effet d’aprés la relation de dispersion on
peut observer qu’il existe une infinité de poles au-dela du poéle de Landau dont les contribu-
tions sont rapidement amorties et qui jouent un role que sur des temps trés court. Si on peut
modifier la condition initiale fy de telle sorte a la rendre “horizontale” autour de la vitesse de
phase d’un de ces poles amortis, alors une structure peut apparaitre et se propager avec une
vitesse de phase plus petite celle du pole de Landau. Bien entendu, il faut un mécanisme pour
exciter de tels poles alors que celui de Landau est naturellement excité par les perturbations de
densité électronique. Ce mécanisme est lié a la force pondéromotrice engendrée par le mélange
optique d’ondes laser comme cela se fait en fusion par confinement inertiel. Aussi, sommes nous
intéressés par résoudre le systéme formé par les équations (2.45)-(2.46) et (2.48).

A partir de la relation dispersion (2.13) avec A bags, dans la limite kAp < 1, on peut observer
que le dernier pole war correspond au pole de Landau, qui est régi par la relation Bohm-
Gross wyr/wp = 1+ 3k*A% + O(k*\}) alors que les autres N — 1 poles wy<nr sont tels que
wp/wp ~ kAp, et correspondent & des ondes de type acoustique. Ces modes water-bag acous-
tiques peuvent résonner avec une branche électromagnétique pour donner un effet de type
diffusion Raman arriére. Le mélange des phases peut empécher ces modes de se développer et
seule la diffusion Raman (avant ou arriére) peut résonner avec la branche Bohm-Gross. Ce-
pendant si on introduit une onde laser dont la fréquence et le nombre d’onde sont en accord
avec un de ces autres poles water-bag acoustiques, alors ces modes peuvent se propager. Afin
d’éviter la résonance entre le mode Bohm-Gross et la branche électromagnétique la condition
Ne/Nerit > 1/4 doit étre satisfaite. Soit (ko,wp) 'onde pompe, et (ks,ws) 'onde électroma-
gnétique diffusée choisies de telle sorte que un des poles water-bag de type acoustique (k¢, wy)
(avec £ < N') entre en résonance (avec ks < 0), i.e. wy = ws+wy et ko = ks + kg, alors un unique
pole water-bag de type acoustique peut étre excité. De plus les ondes électromagnétiques et
le mode water-bag doivent respectivement satisfaire les relations de dispersion w? =1 4 k2 et
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€(ke¢,we) = 0. Si on pose kg = rky ol r est un nombre rationel p/q ou un nombre réel proche
d’un rationel, alors les contraintes du probléme conduisent & I’équation du second degré
2 2 2

-k wp 1

2 g Y _ Y
02 KRk

=0.

Les racines r = 1/2, 7 > 1/2, et r < 1/2 correspondent respectivement a wy = 0, wy > 0 et wy <
0. On part d’un équilibre homogéne Maxwellien avec une vitesse thermique vy, = 4/1/511 =
4.42 x 1072, La vitesse de coupure est vma.x = 0.22. Le plasma est plongé dans une boite
périodique de longueur L = 30.02. Des ondes électromagnétiques, polarisées circulairement a
droite, pompe et sonde diffusée sont introduites dans le plasma avec des moments respectifs
ao = Posc = Fo/wo = 1072 et a; = 1075. La structure initiale de I'onde pompe (E¢, B}, A9)
et de l'onde sonde diffusée (E5,B%,A%) est donnée par les équations (2.76)-(2.78). On pose
r = 7/13 et on choisit des nombres d’ondes tels que k¢/k, = 13, ko/k, = 7 et ks/k, = —6.
Les autres paramétres sont wy = 1.77, wy = 1.61, w, = 1.68 x 107!, ky = 1.46, ky, = —1.26,
ke = 2.72, no/nerie = 3.17 X 1071, N =4, N, = 256 et At = 2.34 x 10~ 2. La vitesse de phase

The multi-water—bag at time T=35714

0.051- -

bags & velocity

FIGURE 2.10 — Le water-bag au temps 7' = 35714.

du mode plasma vaut v, = 6.19 x 1072 ~ 1.4vy, alors que la valeur théorique de la vitesse

de phase du mode Bohm-Gross est v, pe = (/1 + 3kZv3, /ke = 3.75 X 1071, ce qui est bien
au-dela de la vitesse de coupure. En outre les erreurs relatives associées aux variations de la
norme L2, entropie cinétique, la masse ou la norme L' restent en dessous de 10719, alors que
erreur relative associée a la variation de 1’énergie totale reste en dessous de 4 x 1072 au temps
final T = 3.5714 x 10*. Sur la figure 2.10, on observe la stabilité non linéaire en temps long
du mode plasma a basse fréquence que 'on a excité. En effet sur la figure 2.10, on observe
treize trous qui correspondent a autant de vortex. Ce mode non linéaire basse fréquence qui se
déplace avec une vitesse de phase autour de la vitesse thermique (vy ¢ ~ 1.4v¢,) est un mode
que 'on observe dans les simulations laser-plasma en utilisant une description Vlasovienne
électromagnétique [1, 2, 115, 116, 36|, les fameux modes KEEN. Le modéle water-bag se révéle
étre un modéle capable d’expliquer la formation de modes KEEN et plus généralement donne
le mécanisme de formation de structures cohérentes & basse fréquence qui surgissent dans le
régime non linéaire de l'interaction laser-plasma et persistent sur des temps trés long.
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3.1 Introduction

Le temps de confinement de I’énergie dans un tokamak (enceinte toroidale dans laquelle est
confiné le plasma grace a Paction d’un champ magnétique intense) est gouverné par ’évolution
turbulente des fluctuations électromagnétiques basses fréquences d’un plasma non uniforme.
Les micro-instabilités qui se développent au sein du plasma (principalement dues a la présence
de gradients de pression, température et densité) sont a origine de ce transport turbulent
donnant lieu a un transport dit anormal de I’énergie dans les plasmas de tokamak. Les instabi-
lités ITG (Ion-Temperature-Gradient) basses fréquences constituent avec les modes d’électrons
piégés (TEM) [180], 'un des candidats les plus serieux pour tenir compte du transport anor-
mal [217]. Le calcul des diffusitivités thermiques turbulentes dans les plasmas de fusion est
de premiére importance puisque le temps de confinement de I’énergie est déterminé par ces
coeflicients de transport. Durant ces derniéres années la turbulence ionique dans les plasmas
magnétisés de tokamaks a été étudiée de maniére intensive & partir de simulations fluides
([95, 111, 166]) ou de simulations gyrocinétiques utilisant des codes PIC ([182, 207, 165]) ou
Vlasov ([86, 131, 94, 57]).

11 est maintenant notoire ([92]) que le niveau de description, cinétique ou fluide, peut changer
de maniére significative aussi bien le seuil des instabilités que le niveau du transport turbulent
prédit. Par conséquent il est important que les simulations gyrocinétiques quantifient I’écart de
la fonction de distribution & la Maxwellienne qui constitue ’hypothése classique des fermetures
fluides.

Dans un papier récent [195] une comparaison entre approche fluide et cinétique a été
effectuée en étudiant le développement d’instabilités d’interchange cinétiques en trois dimen-
sions. Le modéle sous-jacent est un modéle de dérive-cinétique qui est décrit par une fonction
de distribution dépendant seulement de deux variables spatiales et paramétrée par 1’énergie.
Dans ce cas il apparait que la fonction de distribution est trés loin d’'une Maxwellienne et ne
peut pas étre décrite par un petit nombre de moments. L’interaction résonante onde-particule
joue certainement un réle important et la plupart des fermetures qui ont été développées sont
inefficaces.

D’un autre coté, bien que plus précises, les simulations cinétiques du transport turbulent
sont plus cofiteuses en terme de ressources calcul que les simulations fluides. C’est la raison
pour laquelle il est intéressant de revisiter une approche alternative basée sur la representation
water-bag qui est une solution faible de ’équation de Vlasov-gyrocinétique.

3.2 L’équation gyrocinétique

Rigoureusement, on devrait résoudre une équation cinétique a six dimensions (Vlasov-
Maxwell, Vlasov-Darwin) pour déterminer la fonction de distribution statistique & une par-
ticule. Cependant pour des plasmas fortement magnétisés les équations gyrocinétiques non
linéaires sont dérivées grace & un développement en échelles espace-temps multiple qui repose
sur l'existence d’un ou plusieurs petits paramétres sans dimensions. En I'occurence, le rayon
de Larmor p est plus petit que ’échelle de longueur caractéristique L, selon laquelle varient
le champ magnétique, la densité et la température. De plus le mouvement cyclotronique des
ions est plus rapide que I’échelle de temps de I’évolution de la turbulence, au moins durant les
premiéres phases de l'interaction non linéaire. La procédure usuelle [108], pour dériver les équa-
tions Vlasov gyrocinétiques consiste & calculer une solution itérative de 1’équation de Vlasov
gyro-moyennée développée en puissance du petit paramétre sans dimension p/L grace a une
méthode de perturbation. Un fondement moderne de la théorie gyrocinétique [97, 140, 54, 55]
est basé sur deux procédures de transformations de Lie, permettant le passage de la dynamique
Hamiltonienne des particules a la dynamique des gyro-centres en passant par la dynamique des
centres guides grace a un principe variationnel [54, 55|, donnant ainsi lieu & la dérivation auto-
cohérente des équations Vlasov-Maxwell gyrocinétiques non linéaires. Par conséquent, pour
des plasmas fortement magnétisés, la théorie gyrocinétique non linéaire permet de transformer
I’équation de Vlasov en un systéme d’équations & cinq dimensions dans ’espace des phases dans
lequel le mouvement cyclotronique rapide n’apparait plus explicitement mais ou 'information
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principale sur les particules est conservée.
Soit f = f(t,r,v), ) la fonction de distribution des gyro centres pour les ions. Alors les
équations gyrocinétiques non linéaires dérivées dans [108, 97, 140, 54] sont

Dif =0 f + X1 -Vif+X-Vf+00y f=0 (3.1)

avec . .
XHZ’UHb, X, =VvE+ vy + Ve

VE = *bvap¢
Bj
7
VvB = *bXVB
48]
mii (b x VB (VxB)) miut N
_ u( L) My N
Ve 4:B; B ' B B " R,
. 1 U”
o = —E b+ B‘Tb RC -(/,LVB-FqujM(b)
. mi)| . s
B* = B+ Vxb, Bf=B"b
qi

ott b = B/B représente un vecteur unitaire tangent aux lignes de champ magnétique, 7, est
lopérateur de gyromoyenne, N /R, représente la courbure des lignes de champ, ¢; = Z;e, e >0
étant la charge élémentaire de Coulomb, et p = m;v? /(2B), le moment magnétique ionique,
est le premier invariant adiabatique des gyro centres ioniques. La structure de la fonction de
distribution f, solution de (3.1), est de la forme

fltr v, p) fo (t,r,v)0(p — pe). (3.2)

Remarquons que le probléme consistant a connaitre quelle est la fonction de distribution asymp-
totique en u dans (3.2) lorsqu’on considére un nombre infini de moments magnétiques est
trés intéressant car il permet de réduire la consommation du temps calcul et de ’espace mé-
moire dans les codes numeériques. Dans [141, 155, 161], les auteurs prennent la distribution
exp(—uB/kpTi).

Si on suppose que la distribution d’équilibre est Maxwellienne en p avec une température
T;o, et varie linéairement avec la densité n;y, alors aprés linéarisation autour de la fonction
de distribution d’équilibre (n; = n;o + dn;, on;/n, ~ €5 < 1), la transformée de Fourier de
I’équation de Poisson devient

{223, +1=To(b) — [[1(0) — To(b)]ik 1 - (p2V 1 o)} Zigi i

kT

2 Q
=7 / Jo (kl Q'u ) kaFfdudU” — Nek (3.3)
i3 qi

ou p? = v}/ = kgT;/(m;Q3) est le rayon de larmor ionique, b = k3 pZ, N3, = kgT;/
(4meoZ2e*n;g) la longueur de Debye ionique, I'y,(b) = I,(b) exp(—b), I, est la fonction de
Bessel modifiée d’ordre n, et Jy est la fonction de Bessel d’ordre zéro. Le terme de gauche
de V’équation (3.3) correspond a la différence entre la densité gyromoyennée % f dudvy J, f
et la densité ionique NN, exacte qui est la plus petite contribution aux fluctuations de densité
produite par la dérive de polarisation. Puisque dans ce travail on est essentiellement intéressé
par le probléme cinétique versus multi-fluides, on se restreint aux effets transverses liés a la
vitesse de dérive E x B couplés & la dynamique paralléle. Les effets de courbure sont considérés
comme une prochaine étape qui se situe au-dela ce travail. Aussi, nous nous intéressons au
modéle réduit de dérive cinétique en géométrie cylindrique en considérant les approximations
suivantes

3.2.L’équation gyrocinétique
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e En plus de la géométrie cylindrique, nous supposons que les lignes du champ magnétique
sont uniformes et que B est constant le long de I'axe de la colonne (coordonnée z, B =
Bb = Be.). Il s’en suit que la vitesse de dérive perpendiculaire ne contient pas de terme
lié & la courbure du champ magnétique ni de terme lié & la non uniformité spatiale du
champ magnétique et en particulier on a B* = B.

e On suppose qu'il existe une séquence discréte finie d’invariants adiabatiques E = {u} lice &
une séquence discréte finie de rayon de larmor ionique A = {p} par u = p?Q;q; /2. L’opéra-
teur différentiel linéaire de gyromoyenne 7,, devient la fonction de Bessel Jo (k1 v/2p/+/:q;)
dans l'espace de Fourier. Si on suppose que k, p est petit (k1 p < 1) alors on peut utiliser
I’approximation de Padé

kipzw 1
2 2
4 1_’_kL4/7

Jo(kLp) ~1-

ce qui signifie en terme d’opérateur différentiel que I'on fait I’approximation

-1

T~ (1- Z—QAL) (3.4)

e On linéarise le terme de gauche de I'équation (3.3) en considérant k| p; petit et en né-
gligeant tous les termes plus petits que O(k? p?). De plus on suppose que la longueur de
Debye des ions Ap, est largement plus petite que le rayon de Larmor des ions p; et on
suppose que §); est une constante ().

e L’inertie des électrons est ignorée, i.e. on choisit une réponse adiabatique pour les fluc-
tuations basses fréquences des électrons. En d’autres termes la densité des électrons suit
la fonction de distribution de Boltzmann

€
kBTe

(6= Moha))

Ne = Nep €XP (

ot {¢) p représente la moyenne du potentiel électrique ¢ sur une ligne du champ magné-
tique. De plus on suppose que 1’énergie potentielle électrique est petite devant I’énergie
cinétique des électrons, i.e. e¢/(kpT.) ~ €5 < 1. Le paramétre A prend la valeur zéro ou
un.
Sous ces hypothéses 'évolution de la fonction de distribution des gyro centres f,, = f.(¢,r1, z,v))
est régie par 'équation de Vlasov gyrocinétique

Ofu~+ Tuve - Vifu+uv0:fu+ %%En% fu=0 (3.5)

pour les ions (g;,M;), couplée a une réponse adiabatique pour les électrons via les hypothéses
de quasi-neutralité

eTNn;o
ksTio

Vi (2g6) 4

Q;
BQ, ((j) - /\<¢>M) =27 Z A Ejﬂf#(t,r,vu)dvu — Nyo- (36)

HEE

Ici ¢; = Zie, Zinio = Neoy Te = Teo, 7 = Tio/Teo, A € {0,1}, E = —V¢ et vg est la vitesse de
dérive E x B/B?. Le profil de température ionique T}y et de densité ionique n;o varient selon
la direction radiale. Le fait le plus important et intéressant est que f dépend, via un opérateur
différentiel, seulement d’une dimension de vitesse vj.

3.3 Le modéle gyro-water-bag

Retournons aux équations gyrocinétiques (3.5). Puisque la fonction de distribution f,(t,r1, 2, v))
dépend d’une seule dimension en vitesse, v)|, une solution de type water-bag peut étre considé-
rée [20]. Considérons 2V contours non fermés et ordonnés dans I'espace des phases (r, v|) notés
(onj=1,..N,p€E) tel que ... <y <v;<..<0< .. <ol <ol <.

+ —
Yuj et Yuj

3.3.Le modéle gyro-water-bag
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et des nombres réels constant {A,;};en a7, pez= que nous appelons hauteurs des bags. Alors on
peut définir f,(¢,r1, z,v)) comme

N
fu(t,I‘L7 Z, U”) = Z’Aﬂj [’H (U” — v;j(t,rl, Z)) —H (UH — ’U:j(t, ry, Z))] (3.7)
j=1

ot H est la fonction d’ Heaviside. La fonction (3.7) est une solution faible exacte de I’équation
de Vlasov gyrocinétique (3.5) au sens de la théorie des distributions si et seulement si I’ensemble
des équations suivantes est vérifiées

atv;fj + JMVE.VLUE + vfjazvij = %juE”, (3.8)
(3

our tout j € [1 et u € =. L’équation de quasi-neutralité s’écrit alors
p J ) 14 q q

eTNn;o
ksTi

N
i Q; _
-V, - <g£;o vm) + (6= Meha) =21 ZAMEJM(% —v) —ni. (3.9)

HEE j=1

. . . . . _ + —
Si pour chaque bag j on introduit la densité n,; = (vuj — vﬂj)

Upyj = (v;j +v,,:)/2, les équations (3.8) sont équivalentes aux équations de continuité et d’Euler

A,; et la vitesse moyenne

Onpg + Vi (n Juve) + 0x(nyjuu;) =0

1 q;
2 7
O(npjupg) + Vi - (nujuu; Juve) + 0s (”m’“pj) + Eazpuj = EnujjﬂEH

ot la pression partielle prend la forme p,; = mmij (12./4,2”.). La connection entre la description
fluide et cinétique apparait clairement dans cette formulation multi-fluides des équations gyro-
water-bag.

3.4 Invariants de Liouville et réduction de ’espace des
phases

Dans I'équation (3.8), j est rien d’autre qu’une étiquette puisque aucun opérateur différentiel
ne porte sur la variable v. Ce que 'on fait, c’est regrouper ensemble dans le méme bag j des
particules et chaque bag évolue en utilisant I’équation des contours (3.8). Bien sir les différents
bags sont couplés par I'équation de quasi-neutralité (3.9).

Cette opération est une réduction exacte (d’une dimension) de la dimension de l’espace
des phases (élimination de la variable de vitesse) au sens ou le concept de water-bag utilise
Pinvariance de Liouville dans I'espace des phases (invariance de la mesure du volume de 1’espace
des phases) : Le fait que A,,; soit constant au cours du temps est une conséquence directe de
léquation de conservation de Vlasov Df/Dt = 0. Bien str la variable de vitesse éliminée
réapparait a travers les divers bags j (j = 1,...,/N), et si nous avons besoin d’une description
précise d’une fonction de distribution continue un grand nombre A de bags est nécessaire.
D’un autre coté, il n’y a pas mathématiquement de borne inférieure sur N et d’un point
de vue physique plusieurs résultats intéressants peuvent étre obtenus avec N' = 1 pour les
plasmas électrostatiques. Pour les plasmas magnétisés N' = 2 ou 3 permet des approches plus
analytiques [171, 172].

Au contraire, dans I'espace des phases associé a I’équation de Vlasov, les échanges en vitesse
sont décrits par un opérateur différentiel. Du point de vue numérique, cet opérateur doit étre
approché par des schémas numeériques de type différences finies par exemple. Par conséquent,
une discrétisation minimum de l'espace des vitesses est nécessaire et nous sommes face au
probléme usuel de ’échantillonage. S’il peut étre admis que les gradients de la fonction de
distribution selon la vitesse v) restent faibles pour une certaine classe de problémes, alors une
discrétisation grossiére peut étre acceptable. Cependant, il est bien connu en théorie cinétique

3.4.Invariants de Liouville et réduction de I’espace des phases
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que linteraction onde-particule n’est pas simple & représenter. En ’occurence l’existence de
forts gradients dans I’espace des vitesses est la signature d’interactions onde-particule intenses
et donc le besoin d’une grand résolution numérique dans ’espace des vitesses devient nécessaire,
alors qu’avec une description water-bag on peut encore utiliser un petit nombre de contours.

Pour conclure, le modéle gyro-water-bag offre une description exacte de la dynamique du
plasma méme avec un petit nombre de bags, permettant une approche numérique avec un cott
réduit, et apporte le lien entre la description hydrodynamique et cinétique compléte donnée
par I’équation de Vlasov. Bien siir cela nécessite une préparation initiale spéciale du plasma
(subdivision a la Lebesgue). De plus il n’y a pas de contrainte sur la forme de la fonction de
distribution qui peut étre trés éloignée d’'une Maxwellienne. Une fois que la condition initiale a
été préparée en utilisant une subdivision & la Lebesgue, les équations gyro-water-bag donnent
une solution faible exacte (au sens de la théorie des distributions) de I’équation de Vlasov
correspondant & cette condition initiale. Toute condition initiale (continue ou non) qui est
intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue peut étre approchée de maniére aussi précise
que I'on veut lorsque N augmente. Par suite, si on a besoin d’une description précise d’une
fonction de distribution continue, il est clair qu'un grand N est nécessaire. Mais méme si
Peffort numérique est proche de la discrétisation standard de ’espace des vitesses rencontrée
dans un code Vlasov (utilisant 2A/ + 1 points de maillage), nous pensons que l'utilisation
d’un échantillonage exact en water-bag donnera de meilleurs résultats que ceux obtenus par
I'approximation d’un opérateur différentiel.

3.5 Analyse linéaire

Dans cette section on étudie la stabilité linéaire d’une colonne de plasma magnétisé en
linéarisant, autour d’une distribution de bags déquilibre vjj-[ = iv]‘?(r), les équations gyro-
water-bag (3.8)-(3.9) dans lesquelles on négligera les effets de polarisation et de gyromoyenne.

3.5.1 Relation de dispersion

On considére la décomposition de la solution en une partie d’équilibre homogéne et une
perturbation en onde plane :

vj-[(r, 0,2,t) = +vj(r)+ (511;[(7“) eimithz—wt) 4 ¢ ¢
O(r,0,z,t) = do(r)elmiThiz=wt) L ¢ ¢ (3.10)
En posant kg = m/r on obtient le systéme water-bag linéaire
one 4+ |Gk _ kg B

(w F ko7 )ov; — { M, F E} 0p=0 (3.11)

ol en

— e0

Ziy A;(0vf —dvy) = T 5. (3.12)

=1 ‘

En normalisant w & kjvipi, v] & vin, k & ket ¢ a q:9/T;, le systéme linéaire (3.11)-(3.12)

donne la relation de dispersion €(kg,w) = 0 ol

N1 —w.
e(kg,w)=1—- 27 Zajiog (3.13)
=1 j

2 _
w Uj

avec Zz* = ZiTeO/Ti0~
Dans ’équation précente (3.13) les parameétres water-bag suivants ont été introduits
e La densité relative du bag j, a; = 24,07 /M40, ol nip(r) est le profil radial de densité
ionique.
e La fréquence diamagnétique du bag 7, Q*; = kokpTio/(¢;B) d In(v5). Il est intéressant de

v

noter que Q;? est lié a la fréquence diamagnétique 27, par la relation} ;" ; o Q;; =0

3.5.Analyse linéaire
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3.5.2 Construction d’un équilibre local

Dans ce paragraphe on cherche a déterminer les paramétres water-bag afin de construire un
équilibre physiquement pertinent. Une des causes de la turbulence dans les plasmas de tokamak
est 'existence de gradients transverses de densité et de température. L’instabilité dite ITG (“Ion
Temperature Gradient”) est un candidat sérieux pour le développement du transport turbulent.
Afin de décrire les modes ITG, on choisit des profils radiaux de température et densité. La
fonction de distribution d’équilibre est de la forme

= molr) g U
feq(rv)) = Tio(r)]:( TiO(T)>

ot nio(r) et Tip(r) sont les profils normalisés de densité et température. La fonction F est
une fonction paire, et pour une distribution Maxwellienne on a F(z) = exp(—22/2)/v27. La
premiére étape consiste a construire une solution gyro-water-bag d’équilibre locale en r = 7.
Pour ce faire on utilise la méthode de 1’équivalence des moments suivante. Si on définit pour
0=0,2,...,2(N — 1), la dérivée radiale du moment d’ordre ¢ de f., comme

ME (o) = /R 0oy Oy gt

et la dérivée radiale du moment d’ordre ¢ du gyro-water-bag comme
ML(GWB) ZzA]W’a 03

alors, en utilisant une intégration par parties, I'égalité M.(foq) = ME(GW B) au point r = rq
implique

N / )
D a5 (ro) 2 (r0) (65 r0))" = (25,0 + 505, 0)) (Vo)) MF) 3.19)

ott M*(F) est le moment d’ordre ¢ de la fonction F, a; = 207 A; /nio, Q0 mesure le gradient

radial local du bag v7, 2} et (27, ~sont les fréquences diamagnétiques définies par

dlnv?

* -2 J —2
QU; = €uE} 14;97}07 = €€}, kgTiof-@U;

et

dlnn; dInT;
—2 10 —2 —2 i0 —2
= €uEg ké)TmT =cewey, koTiokn,, 1, = cwey koTio—F—— = cwey, “koTiok,,-

Q‘k
dr

n40

On introduit les inconnues f; et v;, pour j = 1,..., N/, telles que les constraintes
* 1 *
aJQ o = WJQ + 55‘7 Tio (3‘]‘5)

solent satisfaites au point » = rg. Si on substitue (3.15) dans (3.14) alors, les paramétres
gyro-water-bag (a;, 3;,7;) doivent satisfaire le systéme linéaire suivant au point r = rg

Y ao)@ra)! = (€41 (VTalo)) MUF) (3.16)
1<G<N
ST Bilro)@S(no)t = z( Tio(ro))[/\/le(]-') (3.17)
1<j<N
> yilro) @3 (ro)" = ( Eo(?"o))e./\/(e(}—) (3.18)
1<G<N

3.5.Analyse linéaire
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Cependant les équations (3.16)-(3.18) conduisent & un systéme de Vandermonde qui devient
mal conditionné pour un grand nombre de bag N. Une solution plus convenable peut étre
trouvée pour un grand nombre de bag. On considére une discrétisation réguliere de I'axe vy,
ie. vi(ro) = (j — 1)Av, avec Av = 2040/ (2N — 1) et on pose Fj = feq (r0,v5(r0) — &), Si
on souhaite que les équations (3.16)-(3.18) soient satisfaites au second ordre en Aw, alors en
utilisant la formule de quadrature des trapézes pour calculer M*(F), on obtient la solution

v5 (o)

nio(ro)

v$(ro)

nio(ro)

F;, + F;
v it Fit

nio(ro)

aj(ro) = 2.4, =2(Fj—Fji1) , (ro) = A . Bilro) = aj(ro)—;(ro).

3.5.3 Seuil d’instabilité et taux de croissance

La relation de dispersion (3.13) peut maintenant admettre des racines complexes conju-
guées correspondant & une instabilité ITG. Pour trouver le seuil d’instabilité on résoud les
équations e(kg,w) = 0 et J,€e(kp,w) = 0. Un approche paramétrique par rapport a w fournit
le seul d’instabilité linéaire [171, 172]. Il est alors possible de comparer ces courbes avec le
résultat analytique donné dans [131] ou une distribution Maxwellienne continue a été choisie
(Figs. 3.1). Dans le cas de trois bags on obtient deux domaines d’existence des instabilités avec
des structures de lobes (Fig. 3.1 (a)). Bien que du point de vue quantitatif il soit difficile de
reproduire les caractéristiques de l'instabilité ITG avec si peu de bags, les caractéristiques qua-
litatives sont bien retrouvées. La précision de modéle est rapidement améliorée en augmentant
le nombre de bag. En effet en faisant une étude de la dépendance de taux de croissance linéaire
~ par rapport & A pour A (Q, = —1.0, Qr = —8.0) (see Fig.3.1 (b)) prés du seuil on trouve
que v atteint respectivement 93% (98.5%) du taux continu (N — oo) pour N' =5 (N = 10).
Ce résultat suggére qu’'une dizaine de bag est suffisante pour bien décrire les instabilités ITG

Stability diagram :Q; = f(Q:‘)

Stability diagram : Q_ = (@)
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FIGURE 3.1 — Seuil d’instabilité en fonction 7 ety

3.6 Analyse quasi-linéaire

Dans ce paragraphe le résultat important est la dérivation d’un ensemble d’équations non
linéaires de diffusion oul les termes sources sont les termes non diagonaux du tenseur des
contraintes de Reynolds (¥, ,7)). Ces termes sont proportionnels aux corrélations (V@(]EVHQB),
qui sont responsables de la régulation du transport radial de 'impulsion paralléle. Ces termes
non diffusifs extra-diagonaux contribuent au flux d’impulsion responsable du transport de
Pimpulsion paralléle vers I'intérieur -pincement d’impulsion- (ou l'extérieur) et des phénomeénes
de rotations spontanées du plasma conduisant & des profils de rotation piqués prés de ’axe.
Des études sur le pincement d’impulsion (“momentum pinch”) ont été réalisées dans le cadre
fluide [112] ou les effets d’une vitesse de cisaillement toroidale sont analysés et dans le cadre
cinétique [91] ol est réalisée une approche unifiée de la théorie du transport turbulent de la

3.6.Analyse quasi-linéaire
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quantité de mouvement paralléle par les ondes de dérives. En utilisant la condition de résonance,
ces équations quasi-linéaires peuvent se réécrire comme un ensemble d’équations de reaction-
diffusion couplées qui décrit la compétition entre la diffusion turbulente radiale d’une part et
la rétro-action de 1’écoulement zonal dans la direction poloidale et d’un écoulement paralléle
cisaillé dans la direction azimutale d’autre part, qui peut réduire ’état turbulent du plasma
et conduire & I'apparition de barriéres internes de transport. La structure mathématique de
ces équations est semblable & celle du systéme de Keller-Segel model [153], largement utilisé
en chimiotactisme pour décrire le transport collectif (diffusion, concentration et aggrégation)
de cellules - d’un organisme biologique multi-cellulaires- attirées par des substances chimiques
auto-émises. Dans ce cadre les bags jouent le role de la densité des différents groupes de cellules
et le flux zonal joue le role de la substance chimique auto-émise.

Afin de réaliser 'analyse quasi-linéaire [194, 98, 99| des équations (3.8)-(3.9) chaque quantité
physique f € {Uij, ¢} est décomposée en une partie lentement variable uniforme en (60, 2) : fo;
et une perturbation fluctuante au premier ordre d f tel que f(¢,r,0,2) = fo(t,r)+df(t,r,0,z2),
ot §f est décomposée en series de Fourier 6 f(t,7,0,2) =3, 40 f,,(t r)exp(i(k)z +mb)) avec
ky = 2mn/L., kg = m/r, v = (m,n) et 0 = (0,0). Notons que (0f)s,. = 0, (fo)o,- = fo,
ou (-)g , désigne la moyenne en (6,z2), et f_, = f,. Cherchons d’abord les équations de la
partie lentement variable ({Uijo}je[l,/\/]wem ¢0). Si on moyenne les équations (3.8) en (6, 2),
on obtient

at”mo + 8 Z TkeJO/wQSl/U,UV =0, (319)
v#0

ou on a utilisé la notation Jou, = Jo(k1+/21/(€24q;)). Si on soustrait (3.19) a (3.8) et qu’on
néglige les termes d’ordre deux en la perturbation, aprés intégration en temps on obtient

v, () = v7,(0) exp (—2/ k- ViE(s)ds )

t
i / ds Jop v (£ — S)NE ot — 5) exp <—i / Kk VE (7 )dr) (3.20)
0 t—s

ou k = (ky, ko), ijo = (v j078r¢0/3) , et )\HJO = (qi/mi)ky — kg(‘)wi[jo/B. Notons que
Péquation (3.28) pour ¢g et ’équation pour les perturbations ¢, sont obtenues directement
a partir de I'équation de quasi-neutralité (3.9). On cherche alors une solution de la forme
(anstaz WKB) f, (t,7) = f,(t,r) exp(—iw,t) ou la phase w, = wy est un nombre réel tel que
W_, = W_x = —wWk = —w,, et ot 'enveloppe fl,(t) est une fonction réelle lentement variable
sur des échelles de temps v, ! Ici 4k est le taux d’instabilité. 11 donne 'échelle de temps
d’évolution de ¢, alors que 74,5 est Péchelle de temps d’évolution de ({Uijo}je[l,N],u€A7 ®0)-
Puisque I’échelle de temps de ’enveloppe est plus grande que celle des phases donnée par
Tfo ~ Wy ! ona |7 /wk| < 1. Pour plus de simplicité on supprimera par la suite la notation
avec des tildes. Le premier terme du second membre de (3.20), le transport libre, décroit
rapidement & cause du mélange de phase dans la somme sur j ou l'intégration en v sur une
échelle de temps 74 ~ (kuﬂ)_l ou ¥ représente la vitesse thermique paralléle. En supposant que
t > 74 on peut négliger le terme lié a la condition initiale dans (3.20) et substituer le résultat
dans I’équation sur ¢, pour obtenir

7"¢I/

—Xoar(

ou K = m2/r2 + K, K= eBQi/(kBTe)a L= 27TQZZB/(QiniO)7 Xo = 1/(rni0)a et

Z AWJOW{ ot —s)exp (z /t ) Q;jo(f)d7>

—Ajo(t —s)exp <z /t Qo (T)dT)}
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) L K¢, = —ZL/ C(t, s)dy (t — )ds (3.21)
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avec ijO(T) =wx — k- ijo(r) la fréquence Doppler. Une fois encore, grace a largument
du mélange de phase, la somme sur j conduit a la décroissance de C(t, s) par rapport a s sur
une échelle de temps 74. Si ce temps est petit comparativement a 74;¢ et vy, L on peut faire un
développement limité en temps de )‘ijv ijo, et ¢, dans (3.21). Si on néglige tous les termes
du second ordre en temps et en supposant 745 > ¥, ! une intégration en temps donne

. Or by
SuLY A Tgu 0o (Nijo0 T = Mjodas) + XO&“( X(: )
)
K 4L A (V00T = Ajodiug) fov =0 (3.22)

g

ol on a utilisé les notations ¢, = d¢, /dt, 5},”]- = 04 (wx —k~ij0) et 64(-) =md(-)+iv.p.(1/-).
La partie imaginaire de (3.22) donne le taux d’instabilitée v, = ¢, /b, = 7=(6)/0,2(P)
ot #(-) = p.v.(1/-) désigne la valeur principale, et Z(f) = 3, ; Auj.]gw{)\:jof(Q:jo) -
Ajof(8,0)} avec f appartenant a l'espace des distributions de Schwartz. A 'ordre le plus bas

en ¢,, la partie réelle de (3.22) donne la relation de dispersion e(k,wg) = 0 ou e(k,wk) =

—x007(0r Py /x0) + (K — LE(L))d,. On poursuit 'analyse en introduisant 521)32, la per-
turbation d’ordre deux de U,fj, telle que (521)@-)972 # 0. On injecte la décompostion Uij =

Ufjo + 61}3[]- + 5211; dans les équations (3.19)-(3.20) et on utilise 'ansatz WKB. Le premier
terme du second membre de (3.20), le transport libre décroit rapidement dans (3.19) a cause du
mélange de phase lors de I'intégration en k, sur une échelle de temps 75 ~ |A(wk —k~ij0)|’1,
pour peu que la condition |A(wy — k - ijo)rl < Y, Taig soit satisfaite. En négligeant le
terme du transport libre, aprés une moyenne en (6, z), et en négligeant tous les termes d’ordre

trois en la perturbation on obtient
1
at”;jfjo + 3t<520ij>9,z + ;@« (Jj;) =0, (3.23)

ol

ij(t) = 7“/0 Z/\i[jo(t - s)%JOQW(b,,(t — 5)¢.(t) exp <z/ts ijO(T)dr) ds. (3.24)

v#0

A cause du mélange de phase, la somme sur les modes v ou l'intégration en k dans ’expression
(3.24) conduit & sa décroissance par rapport a la variable s sur une échelle de temps 75, ce qui
justifie I'extension a l'infini du domaine d’intégration de la variable s dans ’équation (3.24).
De plus si on suppose 7rs < Y ! les développements limités en temps des parties lentement
variables sont justifiés. En négligeant les termes du second ordre en temps et en supossant
Tdif > 7]:1, léquation (3.24) devient

+ Tk@ +
jw'_z A

d
B o (2775(%0) - aﬂ(ﬁijo@) | oy 60| (3.25)
veD

ou D ={v=(m,n) | m>0,n#0}. On substitue maintenant ’expression (3.25) dans (3.23)
et on associe respectivement le premier terme du second membre de (3.25) a atvfjo et le second

terme du second membre de (3.25) a 3,5(621);)972. Par conséquent on obtient un ensemble
d’équations non linéaires de diffusion

ovE, ovE,
Vuj0 . 12 (TD# Uu30> _ }2 (THi ) (3.26)

ot r Or " Or r Or wgr |l

avec le coefficient positif de diffusion

2

J N a4
eJour by Qid(wi — k- Vi),

+
DMJ‘ = 2mpscs Z pr?k’g T,

veD

3.6.Analyse quasi-linéaire
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et la composante paralléle du tenseur des contraintes de Reynolds

Jouvdy |
ZWZZ Cq 2]€9k|’60{;¢

i
.UJTH Qié(w —k- VMJO)
veD

L’équation (3.26) a le méme sens physique que I’équation (4) dérivée dans [91], dans le cadre
cinétique Vlasovien. Le coefficient de diffusion DjE rend compte de la diffusion radiale de
chaque bag due & la dérive stochastique E' x B. Les termes non diffusifs et non diagonaux Hw ol
représentent les corrélations entre la diffusion radiale et I’accélération paralléle qui sont liées a la
génération d’écoulements paralléles cisaillés radialement. Ces termes non diagonaux contribuent
aux flux turbulent d’impulsion, et peuvent conduire 4 des mouvements de convection vers
Pintérieur grace a un transfert d’impulsion entre les particules résonantes et les ondes. Cet
écoulement paralléle, cisaillé radialement, peut entrainer des phénoménes de mise en rotation
spontanée du plasma et de bifurcation des impulsions des particules dont la compétition avec la
dynamique des barriéres de transport internes & donné lieu & des recherches intenses [112, 91].
Notons qu’il n’est pas nécessaire d’avoir un champ électrique cisaillé ni la géométrie toroidale
pour que ces contributions existent. En utilisant la condition de résonance wy — k - Vi 50 =0,
les équations (3.26) peuvent se réécrire comme des équations de Fokker-Planck

et (et ) g (o) e
avec le coefficient de friction,
=36,01+1,) 6‘]%:”% Qid(wi — k- Vi),
veD
et le terme de source
Q=% valr% % Qud(wi — k- VE),

veD

oG, = fQWchgpzk” kow ' et T, = wy 'kgO,¢0/B. Les équations des bags (3.27) sont couplées
a I’équation du flux zonal

8T¢0 — qi
—X00r < o ) + k(1= N)po = L( ; A (00 = v50) — mnio). (3.28)
ISN

L’existence du terme source dii & Qf dans (3.27) couple les équations de la dynamique des
bags avec le flux zonal donné de maniére auto-cohérente par I’équation (3.28). Par conséquent,
le systéme (3.27)-(3.28) est un systéme de réaction-diffusion décrivant la diffusion turbulente
faible (cascade d’énergie directe) qui entre en compétition avec la rétro-action du flux zonal
(cascade d’énergie inverse). Dans un tel plasma la rétro-action des flux de cisaillement sur la
turbulence induite par les gradients de pression est un mécanisme central qui régit 1'état tur-
bulent et le transport dans le plasma, avec en particulier la formation possible de barriéres de
transport. La somme sur les bags dans le terme source de (3.28) permet de retrouver le carac-
tére cinétique (interaction onde-particule résonante non linéaire) a partir des équations fluides
(3.27). En effet la superposition des bags permet de rendre compte des résonances Landau dans
I’espace des phases par le processus de mélange de phase des fréquences réelles comme pour
le traitement des oscillations électroniques d’un plasma par Van Kampen-Case [212, 58]. De
plus ce modéle a des propriétés assez universelles pour les processus de réaction-diffusion. En
effet dans le cas d'un bag avec v = v~ (température nulle) les équations (3.27)-(3.28) ont une
structure mathématique semblable aux modéles de type Keller-Segel [153], qui sont trés utilisés
pour le chimiotactisme, décrivant le mouvement collectif (diffusion, aggrégation) d’organisme
multi-cellulaires sous 'action de substances chimiques auto-émises.

3.6.Analyse quasi-linéaire
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On peut maintenant intégrer les équations <52 2)0,- afin de retrouver les lois de conserva-
tion classiques (densité, 1mpulblon et énergie) au second ordre en la perturbation. Une intégra-
tion en temps du terme (52 4)0,» donne

rk
(620E) a > 5 Mol Tonbu 20 P (Ds50). (3.29)

veD

Comme on va le voir ci-dessous le terme <62 >9 » permet de retrouver ces lois de conservation.
A partir de Péquation (3.27), aprés 1ntegrat10n sur le cylindre on obtient la conservation de la

densité totale
dno _
at T dt ( ZAW /rdr Ypjo — M’O)> =0.

Définissons %5, comme 'impulsion des particules non résonantes pour £ = 2 et comme ’énergie
des particules non résonantes pour ¢ = 3 par

_ ¢
Hop = A’ BL,~ /rer.AM ( AP —UM-O )
tod

Définissons J#5, comme la contribution des particules résonantes a I'impulsion des ondes pour
¢ =1 et comme la contribution des particules résonantes & I’énergie des ondes pour ¢ = 2 par

_ ¢ _
e = A2 BL, /Ter.AM ( MO 52 + )9,2 — U0 (521)”]-)9%) .

Finalement on définit 1’énergie totale des ondes & par

ko %o
= 47°BL § 2 =
& T Z/rdr 2 (Bk|> OLwO, €.

En utilisant les équations (3.27), (3.29) et la relation de dispersion (3.22), on obtient Koo +
oy = 0 et Koz + & = Hos + Has + é} = 0, ce qui signifie que I'impulsion et lenergle
sont respectivement conservées au second ordre en la perturbation. Le terme &, = & — oo
représente 1’énergie potentielle électrique.

3.7 Le probléme de Cauchy

Dans ce paragraphe on étudie I’existence et I'unicité de solutions classiques pour le systéme
(3.8)-(3.9). En général la densité n;g et la température T;o apparaissant dans les équations (3.9)
sont des fonctions réguliéres du rayon r. Pour simplifier la preuve, sans perte de généralité on
peut supposer que la densité n;y et la température T;y sont uniformes et que A\ = 0 dans
I'équation (3.9). Puisque l'opérateur de gyromoyenne 7, dans les équations (3.8)-(3.9) a un
effet régularisant (régularisation elliptique) dans le plan transverse au méme titre que la dérive
de polarisation (Laplacien dans 1’équation (3.9)), on peut le supprimer pour faire I'analyse
mathématique du systéme. Une fois adimensionnées, les équations (3.8)-(3.9) s’écrivent dans
R3 comme

atU;t ~Vig- Vﬂ}f + vjiﬁzvf + 0,6 =0, vjj-E(O7 J=vE(), j=1,...,N,(3.30)
N
“ALp+ o= A —v;) -1, (3.31)

Jj=1

On a alors le résultat

3.7.Le probléme de Cauchy



Modéles gyro-water-bag pour les plasmas magnétisés

55

Théoréme 10 (Solution classique locale). On suppose voij € H*(R?) avec s >n/2+1,n=3
et A; des nombres réels positifs pour 1 < j < N. Alors pour tout N, il existe un temps T > 0
qui dépend seulement de ||U$\|Hs(za3), N, A = maxj<p |Aj|, tel que le systéme (3.30)-(3.51)
a une solution unique

vf € L(0,T; H*(R®)) NLip(0, T; H*'(R?)), j=1...N

Preuve. La preuve de ce théoréme se trouve dans [42]. Afin de démontrer l'existence
et 'unicité de solutions classiques pour le systéme (3.30)-(3.31) on décompose la dynamique
globale en une dynamique transverse

+ 1 + + + .
oy = V1o -Vivy =0, 07(0,) =v5;(), j=1...N,

N
AL+ o=) Awf —vy) -1,

j=1
et longitudinale

8tv;[ —&-vj-[azv;: + 0.6 =0, vji(O,~) = voij(-), j=1...N,
N
“ALp+ =Y A —v;) -1

Jj=1

Pour chaque systéme on prouve l'existence et I'unicité de solutions classiques et on obtient
des estimations a priori sur ces solutions [42, 208, 209]. L’idée de la preuve consiste alors a
construire une suite de solutions du systéme global a partir de celles du systéme transverse
et longitudinal grace & une méthode de splitting en temps d’ordre un. Grace aux estimations
a priori d’énergie associées au systéme transverse et longitudinal, on montre qu’il existe une
limite unique de cette suite qui vérifie le systéme global. La principale difficulté vient de la
perte de dérivée en z sur le potentiel électrique ¢ dans 1’équation (3.31), ce qui entraine une
perte de régularité dans la direction z. Pour surmonter cette difficulté on réécrit la dynamique
longitudinale comme un systéme de lois de conservation hyperbolique. m

3.8 Normalisation et lois de conservation

Les schémas numériques développés ci-aprés sont basés sur des équations adimensionnées.
Dans notre cas, la température Ty, et T,o sont normalisés & une température caractéristique T
qui est définie par Tjo(ro)/To = 1. La direction longitudinale est normalisée & k| et la direction
transverse a k| . La vitesse est normalisée & la vitesse thermique des ions vy = +/Ti0/m; et le
temps & w ™! = (kjveni) . Le potentiel électrique est normalisé a une fluctuation caractéristique
. De plus on définit les petits paramétres sans dimensions suivants

_ﬂ w e¢ _ P

- 3 Ew = < g5 = — EV.
k. Qo kgTo ‘" Ly

Ek , &1 = pikJ_ (332)

eq
ou Ly,, est la longueur caractéristique des gradients a '’équilibre des moments fluides. L’ap-
proximation gyrocinétique est obtenue lorsque e ~ €, ~ €5 ~ Ev,eq ~ € ~ 1073 et e, ~ 1.
Pour les grandes longueurs d’onde € < 1 on obtient I’approximation centre guide. En utilisant
I'adimensionnement (3.32) les équations (3.8) et (3.9) deviennent

3751)2:]4 + 656w€;22i(ez X Vj#gﬁ).VJ_vj:j + szjazv;:fj = Zies T E| (3.33)
et

ESTNG0

—e5e2e, 2 ZiV 1 - (nioV L) + T
2

N
(G—MoYm) =20 D> A Ju(vf —v,0) —nao. (3.34)

peE j=1

3.8.Normalisation et lois de conservation
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Le systéme (3.33)-(3.34) conservent le nombre total de particules
> Ay / dr (v
7%}

et I’énergie totale
o3 -3
S [ e (et )+ = ) o [ (20 X Aty ) <o )
7]

nj
(3.35)
Finalement on définit le flux de chaleur & la position radiale r et au temps ¢

b dz N
=5 [ 2 (- + 8 e x 9000
2%

3.9 Dérivation d’'un modéle gyro-water-bag auto-cohérent

Dans cette partie on dérive le systéme gyro-water-bag quasi-linéaire auto-cohérent dont on
cherche & approcher les solutions. Ce modéle sera trés utile pour faire des comparaisons avec
le modéle non linéaire. En utilisant le développement

ft,r0,2)= % {fo(t,r, z) + Z fm(t,r,z)ewm} + c.c. (3.36)

m>0

ou fop est un nombre réel et f,, est un nombre complexe, et en supposant la limite k£, p — 0
(Ju — 1), les équations (3.8) deviennent

+ 2
+ Yjo 1 +2) _
O3y + 0 <2+¢0> ;mﬁ (Vit, x m)+1;az (IV;t1?) =0 (3.37)
aVE + a (M) ViE, — a( ) @+ 0 (VRViE, + @) + F =0 (3.38)
ol
_m + _ m 4 _ (0 -1
Hon = proo, Kjn = grvjo T, 17<1 0 )
Rev: (mw > (f )
j: _ am _ m _ 1
ij_(ﬁmvfm)’ = omen )0 TR )
avec

F1 = gy o (0 RV ) - (e x V) +m (Vi 00 +
00, (Vit .y x @) — (€ +m)o, (@meVjﬂ;) 00, (@, X VE )+
Z 10 (ViEV_) +50- (ViE-Vih) (339)
et

-7:2:@2 (3@5 jm 1>+m(8rq)m+l'vﬁ;)+m(3m+z 3@4)
4

00, (ViE o ®) = (L+m), ( e Vi) =00, (®°VEE )+

Z 10 (VERVE ) + 50, (ViEx Vi) 340

3.9.Dérivation d’'un modéle gyro-water-bag auto-cohérent



Modéles gyro-water-bag pour les plasmas magnétisés 57

Dans (3.39) et (3.40) on a utilisé les notations UV = U1V} — Uy Vs, UXV =UVa+UsVi, oul
U et V sont deux vecteurs de dimension deux. Les termes quadratiques en Vﬁl, qui conduisent
au couplage de modes et a l'existence d’'un régime de saturation seront négligés dans (3.38) et
conservés dans les équations (3.37) . En d’autres termes, le terme F est supprimé dans (3.38).
En utilisant les paramétres sans dimensions (3.32) les équations (3.37)-(3.38), deviennent

12
8tv]0+8 ( 5 +265¢0> + ngawak ZZ 6 ( ><cI>m>+

m>0
+ |2
Za(v )0 (3.41)

m>0

oVE

jm

+555w5,;22i%{ar(mm)vj =0y (rK3,,) @} +0: (VEVE + Zigs®r) =0 (3.42)

Jgm Jgm

En substituant le développement (3.36) dans ’équation (3.9) et en utilisant (3.32) on obtient
les équations adimensionnées

N
2,1 E5TN; _
*6553)5;62@;& (rnio0rgo) + T 2 (g0 — Moo)am) = > A (v — vj0) — mao, (3.43)
70 ]:1
et
1 m2?  estn N
_55536;222-;& (rnip0rPm,) + (sgais,ZQZir—z + 2 ZO) Z Ai (Vi = Vi) (3.44)

Finalement on cherchera a résoudre le systéme (3.41)-(3.44).

3.10 Approximation numérique

Cette section est dédiée a la discrétisation numérique du modéle non linéaire (3.33)-(3.34),
et du modéle quasi-linéaire (3.41)-(3.44). Bien que ces deux modéles soient différents ils doivent
donner les mémes résultats (taux de croissance des instabilités ITG) dans le régime linéaire.
Le modéle quasi-linéaire (3.41)-(3.44) est résolu par une méthode de Runge-Kutta Galerkin-
discontinu alors qu’une méthode de Runge-Kutta semi-Lagrangienne en arriére est développée
pour discrétiser le systéme non linéaire (3.41)-(3.44).

3.10.1 Approximation numérique du systéme non linéaire

Dans cette partie nous présentons la méthode numérique pour résoudre les équations (3.33)-
(3.34), ou seul un invariant adiabatique u = pg est considéré. Par soucis de clarté on supprime
I'indice u. Le schéma est basé sur une méthode de Runge-Kutta semi-Lagrangienne. Si on
introduit les courbes caractéristiques rjt(t) = (rj»[(t), Gji(t), zjt(t)) associées aux opérateurs de
transport

O + 5ty “Zile. x VI ).V 1 +v,,0.

alors pour j = 1,..., N, les équations (3.33) s’écrivent
d
St (0) = ZiesT B rE (), 0 (0) = o} (3.45)
ou p
SrE(r) = F(teE (1), T6(0), 05 (1) (3.46)

3.10. Approximation numérique
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avec

—10p T H(t,1)
F(t,xr,TJp,u) = 10, T ¢(t,r) et = ZiE(sE];ZEw.
u(t,r)
Soit €2 le domaine de calcul et M, une partition de €2 d’éléments K tel que K = K; (15,41 41 =
{r0.2)|Ir — ri7‘+%| <SAP/2, 10— 0,1 <A0/2, |2 — 2 41| < Az/2} o Ar = L, /N,, A =
27 /Ng et Az = L,/N,, sont les pas de discrétisation en espace. On cherche maintenant une

solution approchee (vh L on) € (67N %47h(Q))®3, pour chaque valeur de la variable temporelle
et pour j =1,...,N, on

Bun(Q) = i ar({sitizo..n,, 50, 81) @ SE ag({si}iz0..v) @ SY A, ({i}i=0...)
avec

s(x) € €*([wo, znN,]), Sliases ) € P3r Vi€ [0, N, — 1];
Sf,Ax({Si}izo...Nz) =< Dis(x) =0, Vo € (z;,7i11), Vi € [0, N, —1]; ,
sF)(29) = s¥)(zn,), k=0...2, s(z;) = s; Vi € [0, N,]

et

s(x) € €*([wo, 2N, ]), Sliasarsy) € P3s Vi € [0, N, — 1];
TNy
85 ae({sitizon, 5o, 81) = { s(@) = arg }21@92 </ |D2f2)’
r0
§'(xo) = sy, §'(xn,) =87, s(x;) =s;Vi € [1,N, — 1]

Par ailleurs la spline cubique & trois dimensions sy qui interpole f aux points
{ri,s0iy, %i. }i,=0...N,. ip=0...Ny, i.—0...N. avec conditions aux limites peut étre écrite sous la forme

N,+1 Ng¢+1 N.+1

#(r,0,2) Z Z Z Cirigi. (f)B(r/Ar —i,)B*(0/ A0 — ig) B*(2/Az — i)

tp=—1lig=—11,=—1

ot 'ensemble des coefficients {¢;,.igi. (f) }ip=—1..N.+1,ig=—1...No+1,i.=—1...N, +1 €st solution d’un
systéme linéaire déterminé par les contraintes d’interpolation et les conditions aux limites, et
ot B = BxB*Bx*B avec B(r) = 1siz € [—1/2,1/2] et zéro ailleurs. Aprés une discrétisation

spatiale le systéme différentiel ordinaire (3.45)-(3.46) devient

%v,;—jj(t,rij( 1)) = ZiesT" By (t, vy 5(1),  vji;(0) = ;7
Dk (1) = Bt w0, T on (1) (1) (3.47)

ol rf ]( ), T et Fh sont respectivement des approximations numériques des courbes caracté-

ristiques exactes r; £(t), de Popérateur de gyromoyenne 7 (3.4) et du champ de force F'. Soit
At =T/Nr le pas de discrétisation en temps, alors les équations différentielles ordinaires (3.47)
sont approchées en temps par la méthode de Runge-Kutta d’ordre deux en temps suivante.
Pour tout n € [0, Ny — 1], j € [0,N], k = (r4,,0i9,2:.) € ¥ = [0, N,] x [0, Ng] x [0, N,] on
impose que

Etape 1 :
tn+1/2/ +ntl/2y 4 At ), +
Vg @y ) = Uiy (th)JFZ% TER (v 7))
tnt1/2 _ n, Al h
it - rh’?+7Fg‘( £n Thon, vET) (3.48)
ol rf”H/Q ri, et

3.10. Approximation numérique
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Etape 2 :
+ntl( .+ _ .+ h /2 ( En+1/2
v () = “h](rhg ) + Zies AT By (xy, 1 T)
fn+1 _ rhj +AtFn+l/2( :I:n+1/2 jh n+1/27U}:i:,;L+1/2) (349)
ol r,jf]"H rk.

Si on pose rfj =Tk — d,jf]" dans ’équation (3.48) on est amené a résoudre le point fixe de
I’équation
At
+ +

A" = 7Fh (re —dp 1 T o, vp 7). (3.50)
Si on pose rf” =rK— 2di” dans l’équation (3.49) et que l'on fait 'approximation r,f nl/2
(rh i rk) /2, encore valable au second ordre en temps, on est conduit & résoudre le point fixe
de I’équation

At
+n n+1/2 +n n+1/2 +n+1/2
iy = SF; e — dEr, Thop 2 vy 1), (3.51)
Finalement (3.50) et (3.51) sont des problémes de point fixe de la forme
At
dk = TFh(rk—dk,Jh(bh,’U;&j). (352)

Le point fixe de I’équation (3.52) peut étre résolu itérativement par un algorithme de Newton.
Si on pose la fonction vectorielle R(dyx) = dyx — %Fh (rk — dg, jh¢h, vij) une itération de
Newton est donnée par

At = di — Ty (di)R(dy) (3.53)
ou Jizx est la matrice Jacobienne de SR. Méme si cet algorithme donne des résultats précis
cette méthode demande l'interpolation des champs (¢, v,j; j) et de leurs dérivées en des points
arbitraires de l’espace. Un solution plus économique est d’utiliser un développement de Taylor
en temps dans le schéma (3.53). En utilisant le développement de Taylor au second ordre
suivant de la matrice Jacobienne Jgx,

_ At -1 At
Jt(re) = <I + 7JFh (ri — dx, Jhﬁbhavf_j)) =1- 7JF;1 (rk — dx, jhﬁbhwi]—) + O(At?)

dans I’équation (3.53) on obtient
At
di = 7Fh(rk —di, T"on, vy ;)
At At
+ 7']F}L (I'k - df;v jh¢hvv}:£j) (dﬁ - 7Fh(rk - df;a jh¢h7 /U]i])) + O(Atj)

Si on impose la valeur initiale dJ & zéro, alors on obtient un schéma plus simple

At At?
k= 7Fh (ri, T" ¢h,vh]) 1 —Jr, (l“k,Jhéf)h,v:ﬁj)Fh (ric, 7" ¢, vy ;) + O(AL?)  (3.54)

qui a I'avantage de nécessiter que ’évaluation de Fj, et de ses premiéres dérivées aux noeuds
du maillage. Si on choisit d nul dans 'algorithme de Newton (3.53) et s’il converge en une
itération, alors il est équivalent a la méthode (3.54).

Maintenant il reste a résoudre 1’équation de quasi-neutralité (3.34) et I'opérateur de gyro-
moyenne (3.4) qui sont résolus grace & un développement en séries de Fourier dans les directions
périodiques et grace & un schéma aux différences finies dans la direction radiale. Si @,y (7) re-
présente le mode poloidal-toroidal (m,n) la transformée de Fourier de I'équation (3.9) devient

EST
Tio

- Lar(rnw(r)ar(bmn) ( ( - )\6m,06n70)) (bmn

Tn40(r)

N

3.10. Approximation numérique
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avec ( = 55535;2&'. Si on demande que le champ électrique soit défini de maniére unique
sur I'axe ryi;, = 0 alors la condition aux limites pour le potentiel électrique doit satisfaire
8’“¢0”\r ., =0 Vn et (j)mmr ., =0 Ym # 0, VYn. Si rpim # 0 on impose ¢m"‘v-mm =
0, V(m,n) Sur le bord sortant Téuplasma est considéré comme un conducteur, ce qui veut dire
qu’il n’y a pas de composante tangentielle du champ électrique et donc ¢m7l\r, =0, Y(m,n) #

0. De plus on impose ¢go, . = 0. En utilisant un schéma aux différences finies d’ordre deux
léquation (3.55) s’écrit comme un systéme linéaire tridiagonal de dimension (N, —1) x (N, —1)

wa + oy ﬂfr (bmn,l Pmn,1
52_ (0%)) ﬂ;_ 0 ¢mn72 pmn,2
0 By an—2 BF _, bmn,N.—2 Prn, N, —2
61:0—1 aN, -1 Qﬁmn,N,,vfl Pmn,N,—1
ol
2 m? esT
Q; = C m + ? + T, (1 - /\5m,05n,0)
+ ¢ ¢ (1 1 dnyo )
: > 4 - ;
B Ar2 7 2Ar \r; * nio(rq) dr (ri)
@ = Ar? + 2Ar \rq + nio(ry) dr (r1)
avec w = 1 8l rpyy = 0 et w = 0 8l ryyy # 0. Dans Pespace de Fourier I'opérateur de
gyromoyenne (3.4) devient
2 2,2
P p~m

ol {pmn) représente le mode poloidal-toroidal (m,n) du potentiel gyromoyenné. En utilisant
un schéma aux différences finies et en applicant les mémes conditions aux limites utilisées
pour l'équation de quasi-neutralité I’équation (3.56) conduit & résoudre le systéme linéaire
tridiagonal

wo + a! 0 <¢mn,1> ¢mn,1
Y 2 0 0 <¢mn,2> ¢mn,2
0 0 YN,.—2 0 (Gmn,N.—2) Omn,N,—2
4 YN, —1 <¢mn,NT—1> ¢mn,N7w—1
ou 2 2 2
pr( 2 ' m ) P
p— 1 _— - t - — .
7 * 4 (Ar2 * r2 )’ e 4Ar?

Chaque systéme tridiagonal est résolu par une méthode de factorisation LU.

3.10.2 Approximation numérique du systéme quasi-linéaire

Cette partie est dévolue a lapproximation du systéme d’équations (3.41)-(3.44). Pour ce
faire, on utilise une méthode de Galerkin discontinu conjuguée a un schéma de Runge-Kutta
[68]. On décrit d’abord la méthode pour les équations de transport (3.41)-(3.42). Soit €2 le
domaine de calcul et M, une partition de  d’é¢lément K tel que Uger, K = Q, KNQ =
0, K,Q € Mp, K # Q. On pose h = maxgen, hx o hig est le diamétre extérieur de
I’élément fini K. La frontiére de K est notée par 0K, nk est la normale unitaire extérieure a
0K, et f(-) = (-)?/2. Nous utilisons les notations Vﬁn = (Re ijn,jm V]jfn)T = (Vjﬁl, Vﬁf)T,

Yo = (—1)%, et 8 = mod(a,2) + 1. La premiére étape est d’écrire les équations (3.41)-(3.44)

3.10. Approximation numérique
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sous une forme variationnelle (faible) convenable sur chaque élément K de la partition My, i.e.
on multiplie (3.41)-(3.44) par une fonction test et on intégre sur ’élément K en utilisant une
formule de Green pour faire apparaltre Iintégrale sur le bord de 0K . Maintenant on cherche

une solution approchée (vh 05 Re Vh m> Jm Vhijm, ®h,0, Re Pp,_m, IM Py, 1, ) dont la restriction a

I’élément K de la partition M, appartient, pour chaque valeur de la variable temporelle, a
lespace local de dimension fini, Z(K), typiquement un espace de polynome. On pose alors

={¢ | ¢, € P(K),VK € My}.
On détermine alors I’approximation (v;ijo, Re thfjm7 Jm Vhfjm, ®h,0, Re Op 1, IM Dy, 1)) Ix € ®6 PZ(K)

pour ¢t > 0, sur chaque élément de K de M), en imposant que pour tout ¢, € Z(K), pour
tout j =1...N, pour a € {1,2}

1
(‘3t/ dKUh j0Ph — / dK (vh J0> Zcph—i—/ dl (fnk, ») (Uh ]0)<Ph+Z 55/ dKppEh o
-2 + Yh Yh
—esene 2y m (/ AK Vit % @m0y (22) —/ dr (ViE X Oy e —)
k mz>0 X h.j e oK < h.j > g

—Z <i/ dK| h]m| 0.0 — ;/em dr ((anZ) (Re Vhijm) (frk,.) (OmV; jm)> goh) =0
m>0
(3.57)

avec

/ K onEno. = — / A b 00 on + / AT (Snoni..) on. (3.58)
K K oK

et
[e% — all
) / dKVhijmgah+€5€wsk2Zi/KdK’yr (Ehmvhﬁnfarumo@hm) ©n

- / dKvy o Vi 0z0n + / dr (v, ViEe . =) on + Zigs / dK Ef ,on =0 (3.59)
K oK K

ou
[ axenBio = [k orodien+ [ nans) o (3.60)
K K OK
/ dK &,vijocph = f/ dK v,fjodngoh +/ dI’ <vh]OnK r> Ohs (3.61)
K K OK
/ dK onEy .. = f/ dK¢g7maZ¢h+/ dl' (®F .1k, =) Ph- (3.62)
K K OK

Dans les équations (3.57)-(3.62) on a remplacé les termes de flux sur le bord de la cellule K,
par des flux numériques parce que les termes relatifs & la frontiére de K ne sont pas bien
définis puisque les inconnues sont discontinues par construction. Maintenant il reste a définir
ces flux numériques. Pour deux éléments adjacents K* et K™ (r représente la cellule de droite
et £ celle de gauche) de M, et un point P de leur frontiére commune sur laquelle le vecteur
nke, o € {r,¢} est défini, on pose ¢?(P) = lim._.o on(P — eng-) et on appelle cette valeur la
trace intérieure de j,. Alors le flux numérique au point P est une fonction des traces a droite
et & gauche des inconnues considérées. Par exemple

<an4,z> (U;j;jo)(P) = <an’f,z> (Ulffo(P)wi}ro(P))-

De plus le flux numérique doit étre consistant avec la non linéarité fnge ., ce qui signifie que
l’on doit avoir <f an,z> (v,v) = f(v)nge . Afin d’obtenir un schéma monotone dans le cas
d’une reconstruction constante par morceau le flux doit étre conservatif c’est a dire

(Frge,.) Wii(P), vl (P)) + (f ner =) (0 (P), v (P) = 0

3.10. Approximation numérique
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et 'application v — < frnge z> (v, -) doit étre croissante. Il existe plusieurs exemples de flux nu-
mériques satisfaisant ces propriétés : les flux de Godunov, Engquist-Osher, et de Lax-Friedrichs
[68]. Pour les flux numeériques <Vhi1jm X ®p, MmNk, T>, (frk, .) (Re \/'hi’jm)7 et (fnk, .) (Jm thfjm)

on choisit un flux moyen. Pour les flux (¢n.onk, ), (¢nonk,r), <”ij0nKv ,.> et <<I>g’mnK7z>
on peut choisir un flux moyen, a gauche ou & droite. Finalement pour le flux numérique
<vi jOVhfj?nnK7Z> (coefficients de transport discontinus) on peut choisir deux flux upwind dif-
férents

+ 1ta o+ A tal + Vitar
(U joVigmni.z) = (Ui joni.=)” Vi + (Uit joni.z) Viem
ol
B + A . +.0 A‘ | + Vﬁ +.r V|
Uhjo"K,z) = \Vhjo) MK,z Uhjo'K,z) = \Vhjo) MK,z
ou

+,¢ +,
- <Uijf,j0nK,z> = |nk, - ((1 = M0+ U”h,jg) ; nelo1]
avec la notation z® = max(z,0) et z¥ = min(z,0).
Si on introduit X}, une inconnue générique telle que

XpeA= {{UijO}jE[l,N} ’ {th*[jm}jE[LN]vmW}.

alors, aprés la discrétisation en espace, pour tout tout K € My et X, € A, on obtient les
équations différentielles ordinaires

d + + I
M Xy, = Lk x) ({Uh,jO|K/7Vh,jm|K/7¢h70|K/7¢)h,m‘K, | K'NK e 8K}) .

dt

Dans le cas général la matrice de masse locale 90t de petite taille est facilement inversible. Si
on choisit des polynoémes orthogonaux la matrice 9 est diagonale. Ici on choisit des polynémes
de Legendre comme base orthogonale de L2. De plus on choisit un élément rectangulaire :
K=Ky, ={(r,2)||rp —r| <Ar/2, |z — 2| < Az/2}, ot Ar et Az sont les pas de discrétisa-
tion.
On doit alors résoudre les équations différentielles ordinaires

d + +

X0 =1Lnx, (u,% 00 Vikims ®h.o; ‘Ph,m) . VX, €A (3.63)
Afin de résoudre (3.63) on peut utiliser une méthode de Runge-Kutta [127]. Pour des raisons de
stabilité numérique on doit choisir un schéma de Runge-Kutta a k41 pas et d’ordre k+ 1, pour
une discrétisation GD utilisant des polynémes de degré k si on ne veut pas que la condition
CFL soit trop petite. Comme on a choisi des polynémes de degré deux, on choisit un schéma
de Runge-Kutta d’ordre trois [127] :

Xn(ty) = Xp(t")+AtLyx, (’U}:i:,jo(tn)7 th,:jm(tn)5 bno(t"), q)h,m(tn)>
3 " 1 1 + +
Xn(t2) = ZXh(t ) + ZXh(tl) + ZAt Ly x, (U}L7j0(t1)ﬂ Virim (1), @n,0,(t1), (I)h,m(tl))
1 2 2
X"t = th(tn) + th(tz) + gAt Ly.x, (’U}:;Ej()(tQ)) Vhi:jm(tQ)? bn.0,(t2), (I)h,m(t2))

VX, € A avec t" = nAT, At = T/Nr, et t; et to des temps entre t" et t" 1.
Pour la discrétisation de la condition initiale on prend (vfjo(t =0), ViE

h,jm
la projection L? de (vjio(t =0), ijn(t = 0)) sur @° 2(K).
Il reste maintenant a résoudre les équations (3.43)-(3.44). Si on pose A = 0, les équations (3.43)

et (3.44) prennent la forme générale

(t= 0)) comme étant

Orc+vp=p on

plo=-0,¢ on Q

¢, =0 or O¢,_ =0, and ¢, =0, Vz€Q,
o(r,z) =¢(r,z+ L,), VreQ,
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o 2 = Q. X Q. = [Fmin, max] X [0, L.]. Le terme p/r représente le terme source de (3.43)
ou (3.44), u(r) = ese;,%e2 Zirnio(r), et on définit v(r) = esTrnig(r)/Tio(r) pour 'équation
(3.43) ou v(r) = reseier, *Zim?/r? + esTrnio(r)/Tio(r) pour 'équation (3.44). En utilisant
une formule de Green on peut réécrire le probléme (3.64)-(3.67) sous une forme variationnelle
(faible) convenable pour son approximation numérique qui consiste a trouver o, € 2, (Q) et
on € Pp(Q) tels que pour pp, ¥y € P4(0Q) et pour tout K € M,

/,u_lohcpth = /d)hargath—/ brpnne. , dT (3.68)
K K OK

/ Uhar’l/Jh dK = / 6'\KnK£,T'LZJh dF+/ I/(ZShi/Jh dK 7/ phT/Jh dK (369)
K 0K K K

olt o, et ¢, sont des approximations de o = —ud,¢ et ¢ respectivement, et pj, représente
Papproximation de p dans &, (2). Les flux numeériques 6 et ¢x sont des approximations de
o = —uoy¢ et ¢ respectivement, sur le bord de K. Si on pose n la normale unitaire extérieure
a 082, &£ l'ensemble des arétes intérieures de My, E}? I’ensemble des arétes appartenant a la
frontiére de Mj, et si on utilise les notations [pn] = @hnxe . +@hnie, » et {on} = (&}, +¢),
alors pour ¢, 1 € [[xenq, L*(OK) on a

K;h /8K Yeprenge  dl' = /gﬁ([[wﬂ{ﬁp} + [e]{w}) dl + /g}? Yon, dl. (3.70)

Si on prend ¢p, = op, dans (3.68), 1 = ¢p dans (3.69), en sommant sur les éléments K et en
utilisant (3.70) on obtient

Rh+/u*1|ah|2dK+/V\¢h|2dK:/ph¢th (3.71)
Q Q Q
ou

Ri = /g : (@ — on}on] + {0 = dn}lon]) ar + /g ) (61Gn = o) + dnon ) nr T (3.72)

Maintenant nous choisissons les flux numériques comme il suit

on = {on}t + an[¢n] + ar2fon], (3.73)
on = {on} — anilén] + aznlon] on & (3.74)
Gph =0l +andin.g én=0 on & NTp, (3.75)
Gh=0, ¢n=0, +amnoin, on & NTy, (3.76)

ot a1 > 0, agg > 0, agz € R, et I'p (resp. I'y) représentent le sous ensemble des éléments de
&Y ot les conditions de Dirichlet (resp. Neumann) sont appliquées. Si on injecte (3.74)-(3.76)
dans (3.72) alors

Ri = [ (ool + anln)ar+ [

a
h &,Nlp

0‘11|¢h|2 dr +/ 0422|0h‘2dr > 0.

EEQFN
Si on pose pp = 0 dans (3.71) alors on obtient [¢5]ee = 0, ¢h|FD =0, o, = 0 et ¢, = 0 puisque
v, 11 > 0 et age > 0. Alors ¢ = 0 sur Q et la solution approchée ¢, est bien définie.

Maintenant que la méthode fournit une solution unique approchée, calculons-la. Si on prend
léquation (3.68), en sommant sur les cellules K, en utilisant (3.70) on obtient

a(on, on) = b(dn,on) =0, Yon € Zp(Q) (3.77)

ot les formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-) sont

a(u,v) = /Q/fluv dK + ag (/go [u][v] dT" + /SaﬁFN (unﬂ(vnﬁ)
b(w,u) = /Qaruw dK + /50 [u](ar2[w] — {w}) dT _/5 unw.

e]
Y NI'n
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Une intégration par parties donne

7/ ah&ngoh dK = 7/ OpN KL »Ph dF+/ aTJthh dK. (378)
K oK : K
Si on ajoute (3.69) a (3.78), en sommant sur K, et en utilisant (3.70) on obtient

b(Yn, on) + c(Yn, on) = F(¥n), Y € Zp(Q) (3.79)

ot la forme bilinéaire c(, ) et la forme linéaire F'(-) sont données par

c(w7p):oz11/ [[w]][[pﬂdl"—i—au/ pwdF+/prdK, F(w):/wpth.
& e Q

Q

La formulation variationnelle (3.77) et (3.79), conduit & une formulation matricielle bien posée
(résolution d’un systéme linéaire inversible) que l'on peut résoudre par des méthodes standard
directes (décomposition LU) ou itératives (gradient conjugué) de 'algebre linéaire.

3.11 Reésultats numériques

3.11.1 Construction d’un équilibre gyro-water-bag

Pour construire un équilibre gyro-water-bag qui servira de condition initiale aux simulations
numériques on part de ’équilibre local en r = ry que ’'on a déterminé dans le paragraphe 3.5.2
et on le prolonge radialement sur le domaine [rmin, "max] €n construisant les lignes de niveau
de la fonction de distribution continue d’équilibre qui passent par ’équilibre gyro-water-bag
local en r = ry défini dans le paragraphe 3.5.2, i.e.

Aj = = Fin
vi(r) = \/Tu(r)F* <fJT°(T)) (3.80)
nio(r)
vjiO(O,r,z) = +vj(r) (QL)
v (0,r,0,2) = +v5(r) (NL)

(3.81)

avec fj = feq (r0,v3(r0)), ot (NL) et (QL) désignent respectivement les cas non linéaire et
quasi-linéaire. Si on dérive (3.80) par rapport a r, avec F une Maxwellienne normalisée, on
obtient

Koo (1) = %Fm-o(r) (1 — 5;12((:))> + z:fz((:)) Ko (1),

1
Kye ~ O (HTvﬂnv 2 |-
J Uj

Si on conserve une discrétisation uniforme v pour initialiser un équilibre gyro-water-bag et si
on utilise un grand nombre de bag on voit que o peut exploser lorsque le premier bag tend
vers zéro. Ce phénomeéne conduit au croisement des bags. De méme si le nombre de bag et le
gradient de température (resp. le gradient de densité) restent fixes et que la densité (resp. la
température) varie beaucoup radialement alors les bags d’équilibre peuvent se croiser.

Les profils radiaux de densité et de température sont obtenus aprés intégration des profils de

ce qui implique

gradients
1 d’l’Lio(’l") ) (7" - TO)
n; - —_— = — O, h _
Koo (T) o) dr Ko COS A
1 dTi(r) 2 (7"*7’0)
. = —_— = — o h P
K730 (7) Tio(r) dr R, CO8 Arp,
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OU T, Kp,os KTy, ATn,, et Arr,, sont des paramétres libres. Ensuite on définit le paramétre
n(r) = d(ln Tzo) / d(Inn;p) qui détermine localement si une instabilité ITG peut se développer
(n > 2) ounon (n < 2). Les perturbations initiales pour les bags sont choisies comme il suit

Vi (0,7, 2) = v55(0,7,2)p(r)dp(z)  (QL), 6vy(0,7,0,2) = v} (0,r,0,2)p(r)dp(6,z) (NL)

o p(r) est une fonction centrée en ry tel que lim,_,, . p(r) = 0 et lim,_,,_ . p(r) = 0. La
perturbation dp est initialisée avec un seul mode ou un bain d’ondes

2
(=) = Z(f“w) QL)
2
0.5 = Team cos (272 + 0 + o ) (NL)

ol € et ¢ sont respectivement des amplitudes et des phases aléatoires

3.11.2 Instabilité ITG et turbulence gyrocinétique dans un cylindre

L’instabilité ITG est une instabilité & petite échelle qui démarre dans les régions ou le gra-
dient local de température dépasse le gradient local de densité d’une certaine quantité. A cause
de D'existence d’invariants dans le systéme tels que I’énergie, les modes instables perturbés ne
peuvent pas croitre a I'infini et aprés un régime linéaire ot les modes croissent exponentielle-
ment une saturation quasi-linéaire locale a lieu et conduit & une relaxation locale du profil de
température. Dans le régime non linéaire ’élargissement du spectre d’onde induit des phéno-
ménes de couplages d’onde et d’interaction onde-particule non linéaire résonant qui conduisent
au développement de la turbulence plasma et & I’apparition d’un transport anormal de la cha-
leur.

lon density lon temperature

_x,=-0.009, k. = -0.067
n T n
k=001, k=01

K= -0.067

4 5 .6 3 4 5 1 6 7 4 5 46
rin units of k rin units of k} rin units of Kl

(a) nio (b) Tio (©)

FIGURE 3.2 — profils radiaux initiaux : (a) densité, (b) température, (c)

La figure 3.2 illustre des exemples de profils radiaux pour les conditions initiales. Afin de
comparer les résultats numériques et analytiques, dans le but de valider la méthode numérique,
on considére le cas des équations (3.43), (3.44) et (3.34) dans lesquelles on supprime les effets
de dérive de polarisation et de gyromoyenne. Dans ce cas une analyse linéaire rigoureuse (cf
Sec. 3.5 et [171, 172]), peut étre faite et donne les taux de croissance de U'instabilité ITG. Dans
ce cas test on choisit €, = €, = e5 = 1073 et le domaine radial est tel que r € [1,5]. On choisit
de perturber le mode (m,n) = (20,1). Les résultats sont résumés dans le tableau 3.1.

Bien que les valeurs des taux de croissance théoriques et numériques soient en bon accord (cf
tableau 3.1), les modeéles QL et NL ne sont pas bien posés sans terme de dérive de polarisation
et le régime non linéaire n’a pas de sens parce qu’il n’existe aucun opérateur différentiel dans
le plan transverse ou mécanisme physique qui puisse empécher ’excitation des petites échelles
sans les amortir. En d’autres termes tous les modes dans la limite k; — oo sont instables,
ce qui signifie que la solution explose en temps fini. Par conséquent la seconde étape est de

3.11.Résultats numériques
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Ky = 1.5107% kp = 1.510~7 kp = 1.510~7 Ky = 1.5107%
cas kr =1510"3 kr =1510"3 kr =T7.51071 kr = 6.451074
N=8 =1 N =10,7=0.2 N=10,7=1 N=10,7=1
Umax = 6 Umax = O Umax = O Umax = O
Ytheory 0.80 1.80 0.22 0.097
Ynumeric | 0.8 1.83 0.22 0.095

TABLE 3.1 — Comparison des taux de croissance analytiques et numérique sans dérive de
polarisation ni gyromoyenne

comparer les taux de croissance de I'instabilité ITG donnés par le modeéle quasi-linéaire (3.41)-
(3.44) -référencé par QL- résolu par la méthode de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu et ceux
donnés par le modeéle non linéaire (3.33)-(3.34) -référencé par NL- résolu par la méthode de
Runge-Kuta semi-Lagrangienne. Si les modéles QL et NL sont différents ils doivent avoir le
méme comportement (méme taux de croissance) dans le régime linéaire. Dans ce cas test on
choisit un domaine radial tel que r € [1,9], et z, 8 € [0, 27]. Les paramétres adimensionnés ,,,
e et g5 sont égaux a 1073 et le nombre de bag est fixé & A/ = 6. Les résultats sont résumés
dans le tableau 3.2.

Kn = —0.02 Kn = —0.03 Kkn = —0.04 Kn = —0.02
cas kr = —0.1625 | kp = —0.24 kp = —0.32 kr = —0.40
(m,n) = (67 3) | (m,n) = (6, 3) (m, n) = (6,3) (m,n) = (6,3)
Yqr | 1.70 2.12 2.44 4.30
N1, | 1.70 2.12 2.44 4.30
Kkn = —0.01 Kkn, = —0.01 Kn = —0.009 Kk, = —0.009
case | k= —0.08 rkr = —0.075 kr = —0.069 rkr = —0.067
(m,n) =(6,3) | (m,n)=(6,3) | (m,n) = (10,3) | (m,n) = (10,3)
Yqr | 0.74 0.56 0.65 0.568
~L | 0.74 0.56 0.65 0.568

TABLE 3.2 — Comparison des taux de croissance entre le modéle QL et NL

D’aprés le tableau 3.2 on observe que les modéle QL et NL donnent le méme taux de crois-
sance ce qui participe a la validation de ’approximation numérique mise en ouvre. Maintenant
comparons le niveau de la turbulence entre le modéle QL et NL. Les parameétres de discrétisa-
tion sont résumés dans les tableaux 3.3 et 3.4. Pour les deux cas tests on a pris les paramétres
T=1,ey=cr =5 =1073, Vmax = 5, "min = 1, Tmax = 9, 2,0 € [0,27] et N = 6.

At Ar Az Nr Nz (ma n)
Kk, = —0.009 _3 -1 -3
e — 0067 | 4107 1251071 | 9.801077 | 64 | 64 | (10,3)
Ry = —0.01 4. 10_3 1.25 10_1 9.80 10_3 64 64 (67 3)
kt = —0.1

TABLE 3.3 — Paramétres de discrétisation pour le modéle QL

La figure Fig. 3.3 montre 1’évolution de logarithme de la norme L? du potentiel électrique
au point r = rg pour les modeéles QL et NL. Si durant la phase linéaire les modeéles QL et NL
donnent les mémes résultats, on observe que dans le régime non linéaire leur comportement
difféere comme attendu. Méme si les solutions des modéles QL et NL différent, elles donnent un
niveau d’énergie électrique relativement semblable, ce qui signifie que les coefficients de trans-
port (coefficient de diffusion) sous-jacents a chaque modéle sont du méme ordre de grandeur
et donc le niveau de turbulence aussi.

Valider le régime non linéaire est difficile car dans la plupart des cas on ne connait pas
de solution analytique. Cependant dans notre cas il est bien connu que 1’équation de Vlasov
conserve un certain nombre de quantités physiques et mathématiques, telles que la masse,
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At Ar Az Af N, | N, | Np | (m,n)
Fn = =0.009 1y 05 | 630102 | 4.9010-2 | 2451072 | 128 | 128 | 256 | (10,3)
RT = —0.067
i _%'?1 7851073 | 6.301072 | 9.801072 | 4901072 | 128 | 64 | 128 | (6,3)
T = —0.

TABLE 3.4 — Parameétres de discretisation pour le modél NL

0 10

20 30 1 40 50 0 5 10 15 20 25 1 30 35 40
time in units of (k”vm) time in units of (k”v‘h)’

(a) kn = —0.009, kK = —0.067 (b) kn = —0.01, kK = —0.1

FIGURE 3.3 — Norme L? du potentiel électrique au point r = r.

I’entropie cinétique, I’énergie totale, les normes L? et plus généralement les intégrales, étendues
a D’espace des phases, de B(f) ou 8 est une fonction réguliere. Evidemment ces propriétés de
conservation sont encore vraies pour le modéle gyro-water-bag. En utilisant la fonction de
distribution (3.7), les invariants de Casimir de ’équation de Vlasov deviennent

2Q;ip

/ﬂ(f)27r2q—gji drdv|dp = Z27T (B(fus) — 5(fuj+1))/ (”L’ - U;j) dr.

On définit alors Perreur relative Rel.Err(Q) de la quantité conservée Q comme

Q(t) — Q(0)
Q)
Ces invariants constituent un bon critére pour évaluer le comportement de la méthode numé-

rique dans le régime non linéaire. La figure 3.4 (resp. 3.5) montre I’évolution de Rel.Err(||f||L1),
(resp. Rel.Err(]|f||z2)). La figure 3.6 décrit I’évolution temporelle de Rel.Err(f In f). Pour le

Rel.Err(Q)(t) =

modéle QL, dans le cas ot k, = —0.009 et k7 = —0.067, I'erreur relative des normes L2, L'
(masse) et de l'entropie cinétique restent en dessous de 10712 et pour le cas ot les gradients
sont k, = —0.01 et k7 = —0.1, elles sont inférieures & 10~%. On note que ces conservations

sont meilleures que pour le modéle NL dans le régime non linéaire. Ces résultats peuvent s’ex-
pliquer par le développement croissant des petites échelles dans le plan transverse. Lorsque la
taille de ces structures devient plus petite que la taille typique d’une maille alors les structures
sont régularisées et de l'information est irréversiblement perdue, conduisant & la déviation de
toutes les quantités conservées. Notons que dans le cas NL toutes les modes poloidaux (que
peut reproduire le maillage en #) peuvent participer au régime non linéaire en se couplant entre
eux, alors que pour le modéle QL ils sont fixés a priori (m = 10 ou m = 6, dans notre cas).
Cependant méme pour le modéle NL les erreurs relatives sont toujours en dessous de 1074.
Comme dans les codes PIC ([146]) ou Vlasov [131], la conservation de 1'énergie est la plus
difficile & satisfaire. En terme de conservation d’énergie le modéle NL se comporte mieux que
le modeéle QL. A la lumiére de la théorie quasi-linéaire (cf Sec. 3.6) on sait que énergie totale
est conservée jusqu’a I'ordre deux en la perturbation, ce qui explique pourquoi la conservation
d’énergie est moins bonne dans le cas du modéle QL. Cependant cette conservation est bonne
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FIGURE 3.5 — Erreur relative de la norme L? de f.

puisque Perreur relative reste en dessous de 3 x 10~% pour x,, = —0.009/k7 = —0.067 et
inférieure & 5 x 1073 pour x,, = —0.01/k7 = —0.1 (cf Fig. 3.7).

Dans les plasmas magnétisés, si un écoulement de cisaillement existe en méme temps que des
gradients de densité et température (sources de la turbulence), I’écoulement de cisaillement peut
supprimer la turbulence et entrainer une relaxation du gradient de pression. Ces écoulements
de cisaillement peuvent étre auto-générés (cohérence du systéme), auquel cas le tenseur des
contraintes de Reynolds est le terme par lequel ils apparaissent. La rétro-action des écoulements
de cisaillement sur la turbulence alimentée par les gradients de pression, est le mécanisme
central qui régit I’état de la turbulence et du transport; en particulier il peut conduire a
des barriéres de transport internes. En fait plusieurs simulations non linéaires montrent une
réduction significative du transport lorsque les écoulements zonaux sont présents [207, 165, 147].

_ -
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relative error on entropy of f
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relative error on entropy of f
|
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o 10 20 30 | 40 50 o 5 10 15 20 25 1 30 35 40
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(a) kn = —0.009, k7 = —0.067 (b) kn = —0.01, Ky = —0.1

FIGURE 3.6 — Erreur relative de ’entropie de f.
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FIGURE 3.7 — Erreur relative sur ’énergie totale.
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FIGURE 3.8 — flux zonaux (a), courbure des flux zonaux(b) , dans le cas non linéaire

Dans un article de revue sur les phénomeénes des écoulements zonaux [90], les auteurs montrent
que la vitesse poloidale de cisaillement joue un réle important dans la régulation (voire la
suppression) du transport turbulent. La figure 3.8 (a) représente la vitesse poloidale moyenne
(vg)g,» = Or(@)p,z, i.€. les fameux écoulements zonaux, alors que la figure 3.8 (b) décrit leur
courbure, i.e. leur dérivée seconde. La figure 3.8 indique la présence d’une couche de cisaillement
de vitesse poloidale centrée au point r = 1y = 5. Sur la figure 3.8 on observe que le maximum
du flux de cisaillement et de sa coubure est localisé au méme point r» = ry. Ces résultats sont du
point de vue qualitatif en accord avec ceux obtenus par le code Vlasov gyrocinétique GYSELA
[131, 196]. En accord avec la théorie linéaire et d’autres simulations numériques [196], ces
résultats suggérent que des forts gradients de température associés & un maximum de coubure
des flux zonaux peuvent conduire & une barriére de transport interne. L’existence d’une mince
couche de cisaillement de vitesse poloidale peut étre observée sur les coupes (r, ) du potentiel
électrique Fig. 3.9 (b) au temps t = 45.55 et Fig. 3.10 (b) aux temps t = 26.70 et t = 39.26.
Dans les figures 3.9 et 3.10 on peut observer la coupe transverse d’un contour, en ’occurence
v; , et du potentiel électrique. La phase linéaire est observée jusqu'aux temps ¢t = 9.42 Fig.
3.9, et t = 4.71 Fig. 3.10, aprés lesquels commence la phase non linéaire. Dans le régime
non linéaire on observe la présence de flux zonaux et le développement du phénoméne de
filamentation du contour v; dans le plan transverse. La nature incompressible du transport
dans la direction transverse conduit au phénomeéne de filamentation, aussi observé dans ’espace
des phases avec ’équation de Vlasov. Ce processus peut poser des problémes numériques en
temps long, parce qu’il produit le développement d’échelles poloidales toujours plus petites.
Lorsque I’échelle de ces structures est plus petite que la taille typique de la maille les inconnues
du probléme sont régularisées, ce qui correspond a ’addition non physique d’effets de diffusion.
Cependant lorsqu’on tient compte des effets de rayon de Larmor fini, on introduit un mécanisme
de régularisation physique naturel qui consiste & une moyennisation dans I’espace transverse.
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(a) Coupe (r,6) du contour vy (b) Coupe (r,0) du potentiel électrique ¢

FIGURE 3.9 — (a) : Coupe (r,6) du contour vy ; (b) : potentiel électrique ¢ aux temps t = 9.42,
t =18.84,¢t = 37.70 et t = 45.55 pour Kk, = —0.009 et k7 = —0.067.
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FIGURE 3.10 — (a) : Coupe (1, 8) du contour v; ; (b) : potentiel électrique ¢ aux temps ¢ = 4.71,
t=942t=17.27,t = 26.70 et t = 39.26 pour k, = —0.01 et ki = —0.1
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FIGURE 3.11 — Comparaison de la norme L? du potentiel électrique au point r» = 7y pour
kn = —0.009, k = —0.067 lorsqu’on considére opérateur de gyromoyenne (r;, = 0.1) ou non

(rp =0)

(a) Coupe (r,6) du contour v; avec rp =0 (b) Coupe (r,0) du contour vy avec r = 0.1

FIGURE 3.12 — Comparaison des coupes (r,6) du contour v; lorsqu’on considére l'opérateur
de gyromoyenne (b) ou non (a) pour &, = —0.009, k7 = —0.067 au temps t = 45.55

Par conséquent ’addition de 'opérateur de gyromoyenne (3.4) tend a limiter le développement
des petites échelles. Par exemple les figures 3.11 et 3.12 donne une illustration de l'effet de
Popérateur de gyromoyenne. Sur la figure 3.11 (a) on observe que le taux de croissance de
Iinstabilité est plus petit que celui obtenu sans gyromoyenne, comme attendu. Sur la figure
3.12 on remarque que les structures transverses sont légérement régularisées.
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4.1 Introduction

Dans cette section on présente des preuves de convergence et des estimations d’erreurs a
priori pour plusieurs méthodes numériques Euleriennes dites semi-Lagrangiennes concernant
I’équation de Vlasov. En effet la résolution directe de I’équation de Vlasov sur une grille de
I’espace des phases est devenue un outil puissant pour étudier en détail la dynamique des parti-
cules parce qu’elle offre une résolution fine de l'espace des phases [62, 29, 36, 10] qui est assurée
en chaque point de I'espace des phases par des estimations d’erreurs a priori. Les codes Vlasov
fournissent une bonne description des forts gradients et des petites échelles qui se développent
dans 'espace des phases, bien que le mecanisme de filamentation et de mélange de I’espace des
phases finissent par étre saturés par la dissipation numérique. Au contraire les méthodes PIC
ont l'inconvénient de décrire avec trés peu de précision les processus d’accélération de parti-
cules. Cela est di au fait que les méthodes PIC manquent de particules numériques pour bien
représenter en détail la structure de la fonction de distribution dans des régions de l'espace des
phases ol a lieu I'interaction résonante onde-particule non linéaire ; ce qui peut modifier les pro-
priétés du transport. En effet il bien connu [110, 215, 216, 198, 121, 193] que le bruit numérique
inhérent aux méthodes PIC décroit en O(1/v/N) ott N est le nombre de particule. Les premiers
résultats concernent ’analyse mathématique de méthodes semi-Lagrangiennes pour le systéme
de Vlasov-Poisson. Un autre résultat traite de I’analyse de méthodes semi-Lagrangiennes pour
le systéme de Vlasov-Einstein en symétrie sphérique. Le dernier paragraphe concerne I’analyse
de méthodes Runge-Kutta-Galerkin-discontinu qui préservent localement la nullité de la diver-
gence du champ magnétique pour ’équation d’induction de la MHD idéale. Bien que la MHD
idéale ne soit pas au centre de ce travail, il nous a semblé intéressant de présenter ces résultats,
puisqu’ils concernent la méthode Galerkin-discontinu dont nous avons déja beaucoup discuté
dans les deux chapitres précédents.

4.2 Meéthodes semi-Lagrangiennes pour le systéme de Vlasov-
Poisson

4.2.1 Introduction

Bien que de nombreux articles de mécanique des fluides et de physique des plasmas ou
sont utilisées des méthodes semi-Lagrangiennes (cf [10, 29, 62, 205]) présentent des résultats
numériques satisfaisants, peu de résultats rigoureux sur I’analyse de convergence de ces mé-
thodes existent. Malgré quelques estimations a priori intéressantes [14, 15, 103] pour des cas
particuliers, ’analyse de convergence dans des situations plus générales reste encore & faire.
L’étape la plus importante dans ce type d’analyse est d’obtenir un résultat de stabilité sur les
opérateurs d’interpolation. Alors que la stabilité L> semble inaccessible pour des opérateurs
d’interpolation d’ordre élevé, a cause du phénomeéne de Runge (oscillations artificielles dont
P’amplitude croit avec le degré des polynémes dans le cas de l'interpolation de Lagrange et
qui apparaissent sur le bord des éléments finis) le cadre fonctionel approprié est la stabilité
L?. Dans cette section on continue ’analyse de convergence des méthodes semi-Lagrangiennes
commencée dans [30, 35]. Les estimations a priori d’ordre élevé annoncées dans [30], sont rigou-
reusement prouveées ici. Dans article [29] on a introduit un nouveau schéma semi-Lagrangien
pour les maillages non structurés de ’espace des phases afin de traiter des géométries complexe
et utiliser le rafinement local de maillages. Ces schémas utilisent des reconstructions de type
éléments finis telles que 'interpolation de Lagrange et d’Hermite, pour lesquelles le gradients de
la fonction de distribution est aussi transporté [29]. L’interpolation de type Hermite conduit a
des schémas d’ordre élevé, stables et peu diffusifs, alors que des méthodes semi-Lagrangiennes
construites sur l'interpolation de Lagrange conduisent a des schémas convergents mais trop
diffusifs pour des degrés d’interpolation inférieurs ou égaux a deux, et a des schémas instables
dans n’importe quelle norme LP pour des degrés d’interpolation supérieurs ou égaux & trois.
Cependant sur des grilles uniformes, si on utilise des interpolations de Lagrange symétriques
on peut retrouver la stabilité L? et conserver des schémas d’ordre élevé et peu diffusifs. Dans
cette section on prouve la convergence de tels schémas. Le cas des grilles uniformes est inté-
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ressant non seulement parce que ’analyse est plus simple, mais aussi parce qu’il donne des
résultats trés satisfaisants dans de nombreuses applications physiques [10, 204]. Dans Uarticle
[30] I’analyse de convergence d’un schéma, défini sur une triangulation au moyen d’un opéra-
teur d’interpolation de Lagrange du premier ordre, est réalisée dans le cadre L°°. L’analyse de
convergence et des estimations d’erreurs a priori d’ordre élevé pour un schéma semi-Lagrangien
avec propagation de gradients sur des grilles uniformes ont été donnés dans [35]. Méme si les
principales idées de la preuve sont contenues dans [30], le cadre de la stabilité L? implique
des estimations différentes et nous oblige & manipuler avec précaution les opérateurs d’inter-
polation dans un sens judicieux qui est trés différent de ce qui a été fait dans [30]. De plus
la clef de votte de la preuve réside dans 1’étude précise et fine de la stabilité des opérateurs
d’interpolation. Alors que cette étude est généralement évidente pour 'interpolation d’ordre
faible, elle devient, de maniére évidente, trés difficile pour 'interpolation d’ordre élevé.

4.2.2 Le probléme continu
4.2.2.1 Le modéle de Vlasov-Poisson

On désigne par f(t,z,v) > 0 la fonction de distribution des électrons dans l’espace des
phases. (la masse et la charge sont normalisées a 'unité), et par E(t, ) le champ électrique
auto-cohérent. Le systéme de Vlasov-Poisson adimensionné s’écrit alors

of , Of of _

S tugs H E(ta) 5 =0, (4.1)
dE e
%(t,x) =p(t,x) = / flt,zyv)do — 1, (4.2)

ou z et v sont des variables indépendantes. On considére un plasma périodique, de période L.
Alors dans (4.1) et (4.2) on a x € [0,L], v € R, t > 0, et les fonctions f et E satisfont les
conditions aux limites périodiques

f(t,0,v) = f(t,L,v) veR t>0, (4.3)

et L oieo
E(t,0)=E( L) < %/ / ft,z,v)dvde =1, t >0, (4.4)

0 —oo

ce qui signifie que le plasma est globalement neutre. Afin d’avoir un probléme bien posé on
ajoute aux équations (4.1)-(4.4) la condition de moyenne nulle sur le champ électrique

L
/ E(t,z)dr =0, t>0, (4.5)
0

et la condition initiale
f(0,z,v) = fo(z,v), x€][0,L], veR. (4.6)

En supposant le champ électrique E assez régulier on peut résoudre les équations (4.1),
(4.3) et (4.6) dans le sens classique comme il suit. On renvoie le lecteur a la référence [47], pour
Iexistence, I'unicité et la régularité des solutions du systéme différentiel suivant.

On considére le systéme différentiel du premier ordre

dX

E(t;samav) = V(t;S,SE,’U),

et (4.7)
E(t;s,x,v) = E(@,X(ts,z,v)).

On désigne par t — (X (¢;8,2,v), V(¢;s,x,v)) les courbes caractéristiques qui sont solutions de
(4.7) avec les conditions initiales

X(s;s,x,0)=x Vi(s;s,z,v) =v. (4.8)
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La solution du probléme (4.1) et (4.6) est alors donnée par
ft,z,v) = fo(X(0;t,z,v),V(0;t,z,v)), =z, veR t>0. (4.9)

Notons que la périodicité en x de fo(z,v) et E(t,x) implique la périodicité en x de f(¢,x,v).
De plus, comme

oX, V)| _

ox,v) |

1 L “+o0 1 L “+oo
—/ / ft,xz,v)dvdz = —/ / fo(z,v)dvdx = 1.
L 0 —oo L 0 —oo

Par conséquent, selon les précédentes considérations, le systéme de Vlasov-Poisson périodique
consiste a trouver le couple (f, E), suffisamment régulier, périodique en x, de période L, qui
résoud les équations (4.2), (4.7), (4.8), et (4.9). En introduisant le potentiel électrostatique ¢ =
o(t,z) tel que E(t,x) = —0,¢(t,x), et en notant par G = G(z,y) la solution fondamentale du
Laplacien en une dimension (i.e. —92G(x,y) = §(x—y)) avec conditions aux limites périodiques,

on obtient . N
Ewma/Kmm</ m%ww—gw,
0 —o0

%—1) 0<z<y

on obtient

ol

—~

K(r,y) = -0.G(r.y) =/
4.2.2.2 Probléme de Cauchy

Dans ce paragraphe on rappelle le théoréme d’existence et d’unicité des solutions globales
classiques pour le systéme de Vlasov-Poisson périodique. Soit 1> I’espace de Sobolev consis-
tant & ’ensemble des fonctions ¢ dont les dérivées partielles D*@, prises au sens des distribu-
tions, et d’ordre |a| < 1 appartiennent a L>°. On définit alors WS (R, x R,,) comme le sous
espace de WH(R,, x R,) consistant a I’ensemble des fonctions ¢ telles que pour 0 < |af < 1,
D%¢ est périodique en x et a un support compact en v.

Théoréme 11 On suppose que fo € WE° (R, xR,) est positive, périodique en , de période

C,PETy

L, Q(0) < R avec R >0 ot Q(t) est défini par

Q) =1 +sup{lv[: Jz €[0,L], 70,8 | f(r,2,v) # 0},

1 L +oo
Z/ / folz,v)dvdx = 1.
0 —00

Alors le systeme de Vlasov-Poisson périodique a une unique solution classique (f, E), périodique
en x, de période L, pour tout temps t dans [0,T], telle que

et

fewh=(0,T;Whe (R, x Ry)),

C,pery

E € W™ (0,T;WpX(R)),

perg

et il existe une constante C = C (R, fo) dépendant de R et fy telle que
Q(T) < .

De plus, si on suppose fo € WL (RyxRy), alors (f, E) € W™ (O,T; Weer (R X IRU)) X
Wmeo (O, T; Wm’oo(IR)), pour tout temps fini T.

perg

Preuve. On renvoie le lecteur aux références [120] et [47] pour la preuve. m
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4.2.3 Le probléme discret
4.2.3.1 Définitions et notations

Soit 2 = [0, L] x[—R, R], avec R > Q(T), et M, une grille uniforme de I'espace des phases Q.
Le maillage M, est alors donné par deux suites croissantes (2;);cqo,...,n,} €t (Vi)icqo,...,n,} des
intervalles respectifs [0, L] et [-R, R]. Soit Az; = x;41 — x; le pas de discrétisation de l'espace
physique et Av; = v;41 — v; le pas de discrétisation de 'espace des vitesses. Pour simplifier
I'analyse de convergence on suppose que Ax; = Az = L/(Ny +1) et Av; = Av=2R/(N, +1)
ot Nz, N, € N. On définit h = max {Az, Av}.

Pour chaque fonction g définie sur I'ensemble (z;,v;) € My, on pose g; ; == g(x;,vj), et
on compléte la suite sur Z x Z par périodicité, en posant ¢; ; := ¢i mod N,+1,j mod N,+1- La
suite (x;,v;) sera aussi définie sur 'ensemble Z x Z par z; := iAz et v; :== —R + jAv. On

désigne par P(£2) 'ensemble des fonctions Q-périodiques (L-périodique en x et 2R-périodique
en v). On a donc g; ; = g(x;, v;) pour tout g € P(Q) et pour tous les indices (4, j) € Z x Z. En
fait on ne considérera que des fonctions qui appartiennent a ’ensemble P(). Soit maintenant

= {fi,j}u,j)ezmxz une fonction grille périodique de période N, + 1 (resp. N, + 1) en i (resp.

). Si f est une fonction définie sur les points de My, on peut lui associer une fonction grille f
définie par f; ; := f(xi,v;) pour tout (4,5) = 0,...,N ot on pose N = (N,, N,) et 0 = (0,0).
On remplacera f par f, afin de simplifier les notations. Soit L3 (Q), 'ensemble des fonctions
grilles dont la norme ||. 12 ) est bornée avec

1/2
N /

[fllz20) = | AzAv Z \fiil?

(4,5)=0

Comme dans le cas continu on peut définir un produit scalaire discret (., .) 12 () En effet soit

f et g deux fonctions grilles de L?(£2) & valeur complexe. Le produit scalaire (f, g) L2(q) est
alors défini par

N
(f9)12 () = Dzdv > fiiGi;-
(i,5)=0
Soit w = (wy,w,), un vecteur de Z2. Soit z et k les abréviations respectives de (z,v) et (ks ky).
Alors ky (resp. k,) prend les valeurs 2ww, /L (resp. 27w, /(2R)) ol w, (resp. w,) est un entier
et les indices (i,j) € Z? correspondent aux points z;; = (x;,v;) de I'espace des phases. Si on

définit maintenant,
eilk(w),z)

bu(T,v) = du(z) = B

avec (k(w),z) = 2=y 4 20¢ey es fonctions {¢u, }h_q forment une base orthonormée sur My,
pour le produit scalaire (.,.)12 ). On a alors

<¢wa ¢U>L§’(Q) = 6w,u-

Si la fonction ¢ = ZS=O f(w)gﬁu interpole f aux points de My, on alors f = ¢ sur My, et

<¢ ¢w>L2 () <fv (bw Z f d)l/? ¢w L2 (Q) f(w)

ou
flw) = |Q|1/2 wa dk(w)zis) oy = (0,0), (1,0), (0,1), ...,N. (4.10)
(i,9)=

Evidemment si ¢ = szo f(w)(bu_, interpole f aux points de My, alors

fii = |Q|1/2 Z Flw)e!® @i i =0 N, j=0,.. N, (4.11)
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De plus on a une version discréte de I’égalité de Parseval
N N 9
9 ~
1£122 o) = Bzdo 3 [fil = 3 | Flw)| -
w=0

(i,5)=0

Les formules (4.10) et (4.11) sont respectivement la transformée de Fourier discréte directe et
inverse. On pose 7, = N, /2 et 0, = 0 si N, est pair, et n, = (N, —1)/2 et 0, = 1 si N, est
impaire. De méme on pose 1, = N, /2 et §, = 0 si N, est pair, et n, = (N, —1)/2 et 0, =1
si N, est impaire. Au lieu de faire varier w, (resp. w,) de 0 & N, (resp. N,), w, (resp. wy)
varie de —1), (resp. —1y) & 1z + 0, (resp. 1, + 6,,). Pour simplifier les notations, sans perte de
généralité N, et N, sont supposés pairs. On utilise les notations

N, /2 N, /2

2 = > ) = 2

|w|<N/2 |we | <N /2 |wy| <N, /2 wy=—Nz/2 wy,=—N,/2

Soit o et 3 les vecteurs réels respectifs (oo, -, @, - ,an,) et (Bo, -, 08, ,0n,) avec
0<ay,B <1,Y(i,j) € [0, N;] x [0, N,]. On définit la norme || - || ;> ras par
h>™h

1/2

Hf”Li,Agﬁ: AzAv Z ‘fi+aj,j+ﬁi2

(4,5)EMp,

ou
fi+aj,j+ﬁi = f(xl + OéjAl‘,’Uj + BiAv)a (Za.j) € [O7NLE] X [Ova]'

Dans la suite on fixe le temps final & T' et on considére une discrétisation uniforme en temps
{t"},<ny de Pintervale [0, T] avec un pas de temps At = ¢"+1 —¢". On cherche une approxi-
mation fp (", x;,v;) de la fonction de distribution exacte f(t",x;,v;) aux points (x;,v;) € My,
et au temps t" = nAt. La fonction approchée f,(t") est alors évaluée sur R, x R, en utilisant
Popérateur d’interpolation £, défini sur des grilles uniformes

Xy L2OQ)NPEQ) — LEQ)NPI)
f - L@hf:Z(i,j)GZxZ fi,ﬂ/)i,jv

ott {1; j }(i,j)ezxz sont les functions de bases. Afin d’obtenir un schéma convergent, I'opérateur
d’interpolation %), doit satisfaire certaines propriétés de stabilité et d’approximation d’ordre
élevé que l'on détaillera plus tard. Comme exemples pour %, on prendra des B-splines d’ordre
quelconque et des polyndomes de Lagrange symétriques de degré quelconque [34].

4.2.3.2 Le schéma numeérique

On définit ici I'opérateur champ électrique, pour une fonction & valeur réelle g € L([0, L] x

R), par B
E(g,x)=/0 K(z,y) (/Rg(y,v)dv—l),

et les opérateurs de transport dans la direction z, 77 et ’i, par
Tif(t,z,v) = f(t,x —vAL/2,0), [ € G (0,T;%per, (Ra x Ry))

et
if(t,x,v) =RZpoTif(t,x,v) = Brf(t,x —vALt/2,v).

Soit g une fonction de L'([0, L] x R), qui nous permet de définir 'opérateur de transport dans
la direction v, 75(-, -), dont l’action sur la fonction g est donnée par

/TQ(gag) =9 (J),’U - E(ga ZE)At) .
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Pour I'analyse de convergence on introduit trois autres opérateurs de transport 75, %, et 722* :
Tg="T(9,9), Tg=%noTa(g.Tf) et Trg=%noT (9. Tifn).

Le schéma de discrétisation en temps est basé sur une décomposition a la Strang de I'opérateur
de transport global en deux opérateurs de transport de dimension moins élevée, I'un dans
I’espace physique et 'autre dans ’espace des vitesses. A chacun de ces opérateurs de transport
on peut associer des équations différentielles ordinaires du premier ordre que l'on peut intégrer
analytiquement. En supposant que l'on connait fp,(t") au temps ¢", le schéma numérique se
décompose en plusieurs étape :
S1 : On calcule la premiére demi-advection arriére dans la direction x d’un incrément
(vAt/2) : a chaque point de (z,v) € My, fr(t™,x — vAt/2,v) est évaluée. La nouvelle
approximation est donnée par

™) =T fa ().

S2 : La nouvelle approximation du champ électrique, estimée a partir de la solution précé-
dente, est donnée par

Ey(t"12 ) = E (fi(t"),x) .

S3 : On calcule I'advection arriére dans la direction v d’un incrément (AtE(f,‘: (t™),x)) :
en chaque point (z,v) € My, f,]: (t”,x,v - F (f,i(t"),a:) At) est évaluée. La nouvelle
approximation est donnée par

L) = T3 fi(t)
S4 : On répéte I'étape (S1) et la nouvelle approximation au temps ¢"*! est donnée par
(") = Tufi (")
Le schéma numérique peut se résumer ainsi

(e 0) = Ty o T o T f (87, 2, v),

avec f) = % fo, une discrétisation de la condition initiale fy. Les conditions aux limites sont
fi(x + L,v) = f!(z,v), Y|v| < R, Vo € [0, L] dans la direction z et f}'(x,v) =0, V|v| > R,
YV € [0, L] dans la direction v.

4.2.4 Théoréme de convergence et estimations d’erreurs a priori

Ici on énonce le théoréme qui établit la convergence et les estimations d’erreurs a priori.

Théoréme 12 On suppose que fo € WEL2(R, x R,), est positive, périodique en x de

C,pET g
période L, et & support compact en vitesse. Fn outre on suppose que l’opérateur d’interpolation

Py, satisfait les propriétés
i) Consistance et précision d’ordre élevé : soit m, p et k des entiers tels que m > 0,
1<p<ox0etd<k<1. Alors estimation d’erreur d’interpolation suivante est satisfaite

If = Znfllwrer@y < CH" K flypmirni), VFEW™P(@Q)NP(Q).  (4.12)
ii) Stabilité : Soit f appartenant & l'espace € (Q) NP(Q). On a alors
cllfllzz @) < 12nfllr2@) < Cllfllez @), (4.13)
ot, ¢ et C sont des constantes indépendantes de h, et

||«%7thL}217Agﬂ < 1 fllez @) ”'%thLi,A:*O < llez @) (4.14)
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Alors Uapproximation numérique ([, Ey) de la solution du systéme de Viasov-Poisson présen-
tée dans le paragraphe 4.2.3.2 converge vers la solution (f, E) du systéme de Vlasov-Poisson
périodique et il existe une constante C = C (||f|lwz.e (0, r;wm+1.00())) indépendante de At et
h telle que

hm+1>

I1f = frlliss0,7:02(2)) + [|E = Enllis 0,7 ([0,0])) < C (At2 +hAmT 4 Y

Remarque 2 Pour l’opérateur d’interpolation £y, on considérera des B-splines d’ordre m quel-
conque et des polyndmes de Lagrange symétriques de degré m quelconque [34].

Preuve. La preuve compléte de ce théoréme se trouve dans [34]. Afin d’appliquer une inégalité
de Gronwall discréte on exprime lerreur globale au temps ¢! définie par

t= ||f(tn+1,33,1}) - f}i(tn+1,$,v)||[,i(g),

en fonction de e™. On décompose alors la différence f(t"1 x,v) — f,(t"*!, 2,v) en quatre
termes

F@E T a ) = (", 0)
= (£ 2,0) = Tio o T f (1", 2,0))
+ (Tio o Tif(t",w,v) —Tho o Lif(t",z,v))
( 0oTyoTi — T, 0Ty oﬂ)f(t",x,v)
+ (T o T3 o Ti(f (", 2,0) — fult", z,v))) .

Le premier terme du second membre correspond & une erreur de discrétisation en temps, le
second terme correspond & une erreur de discrétisation dans ’espace des phases et le troisiéme
terme est une erreur de couplage liée a I’auto-cohérence. Le dernier terme du second membre
est une erreur d’accumulation et constitue la partie la plus délicate de la preuve car elle fait
intervenir les propriétés fines de stabilité L? de I'opérateur d’interpolation %;,. m

4.3 Méthodes semi-Lagrangiennes pour le systéme de Vlasov-

Einstein

4.3.1 Introduction

Dans cette section on présente une méthode semi-Lagrangienne pour résoudre le systéme
de Vlasov-Einstein en coordonnées de Schwarzschild dans le cas ou ’espace-temps est asymp-
totiquement plat et & symétrie sphérique. Ce modéle est fréquemment utilisé en astrophysique
pour modéliser la formation de trous noirs sphériques par effondrement gravitationnel d’une
étoile isolée. Le probléme de Cauchy pour le systéme de Vlasov-Einstein asymptotiquement
plat & symétrie sphérique en coordonnées de Schwarzschild a été étudié par Rein et Rendall
[189] ou ils prouvent en particulier que pour des conditions initiales assez petites il existe des
solutions classiques globales. Le cas d’une donnée initiale réguliére générale reste ouvert. Un
critére pour prolonger ’existence locale des solutions et donc obtenir des solutions classiques
globales a été donné dans [192, 5].

Bien connues en physique des plasmas depuis les années soixantes, les méthodes Lagran-
giennes appelées méthodes PIC (Particle-In-Cell) et leurs variantes sont les plus populaires
dans la communauté astrophyique [199, 200, 201, 193, 64, 191, 65, 66]. Dans [191] une étude
numérique des phénoménes d’éffondrement critique a été entreprise avec le modéle de Vlasov-
Einstein en coordonnées de Schwarzschild dans le cadre d’un espace-temps asymptotiquement
plat ayant la symétrie sphérique. Ces résultats numériques sont fondés sur une méthode PIC
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dont I’analyse de convergence a été réalisée par Rein et Rodewis [193]. L’étude des phénoménes
d’éffondrement critique pour lesquels il n’y a aucun résultat théorique a commencé avec le tra-
vail de Choptuik [64]. Dans [6, 66] les auteurs ont entrepris I’étude numérique de la stabilité
des états stationnaires afin d’étudier les phénoménes d’éffondrement critique. Ces simulations
numériques présentent les résultats intéressants suivants. Si on sait calculer un état station-
naire f5 [190] alors on peut considérer la famille de conditions initiales Af,. L’étude numérique
de la transition entre la dispersion de la matiére et son éffondrement gravitationnel [191] a
montré qu’il existe un saut de masse lorsqu’on trace la courbe A — M(A) ou M est la masse
ADM. Ces résultats ont été confirmés dans [66]. Dans [6], les auteurs choisissent des états
stationnaires qui dépendent de maniére particuliére de 1’énergie des particules et du moment
angulaire. Si on désigne par Z. le décalage vers le rouge et Z..;; la valeur critique de Z. qui
maximise une énergie de liaison Ej, alors leurs résultats numériques peuvent se résumer de la
maniére suivante. En perturbant un état stationnaire instable avec Z. > Z..;; et A > 1 on
obtient un éffondrement gravitationnel et un trou noir. Si on perturbe un état stationnaire in-
stable avec E < 0 et A < 1 la matiére se disperse. Dans les deux autres cas stables Z. < Z¢pi
et A>1ou Ey, >0et A< 1, la perturbation d’un état stationnaire instable conduit & un
comportement oscillatoire. Pour plus d’information sur les phénoménes d’éffondrement critique
on peut consulter [137, 138].

Il y a plusieurs bonnes raisons de penser que les méthodes semi-Lagrangienne peuvent
présenter des avantages par rapport aux méthodes PIC et fournir un outil utile pour la com-
munauté astrophysique. Puisque les phénoménes d’effondrement critique sont pertinents en
relativité générale cela vaut la peine de développer des schémas différents pour voir si ces sché-
mas confirment les résultats précédents ou s’ils délivrent de nouveaux phénomeénes. Comme il
a été noté dans dans [66], o des méthodes PIC sont utilisées, le développement de codes qui
résolvent 1’équation de Vlasov directement dans ’espace des phases serait le meilleur moyen
d’obtenir des résultats précis puisque les propriétés de convergence d’ordre élevé de ces schémas
sont mieux controlées et comprises. Pour les schémas semi-Lagrangiens ont peut consulter les
références [30, 35, 34]. En fait les méthodes PIC ont I'inconvénient de décrire avec trés peu
de précision les processus d’accélération de particules. Cela est di au fait que les méthodes
PIC manquent de particules numériques pour bien représenter en détail la structure de la fonc-
tion de distribution dans des régions de 1’espace des phases ou a lieu l'interaction résonante
onde-particule non linéaire; ce qui peut modifier les propriétés du transport. En effet il est
bien connu [110, 215, 216, 198, 121, 193] que le bruit numérique inhérent aux méthodes PIC
décroit en O(1/v/N) out N est le nombre de particule. D’un autre coté, la résolution directe
de équation de Vlasov sur une grille de I'espace des phases est devenue un outil puissant
pour étudier en détail la dynamique des particules parce qu’elle offre une résolution fine de
lespace des phases [62, 29, 36, 10] qui est assurée en chaque point de ’espace des phases par
des estimations d’erreurs a priori. Les codes Vlasov fournissent une bonne description des forts
gradients et des petites échelles qui se développent dans ’espace des phases, bien que le me-
canisme de filamentation et de mélange de ’espace des phases finissent par étre saturés par la
dissipation numérique. En effet il existe un temps au-dela duquel la grille devient trop grossiére
pour suivre ces forts gradients ou ces fins filaments. De plus ces mécanismes sont amplifiés par
les effets relativistes via la forte accélération des particules. Dans [6] il a été souligné que la
solution peut devenir de plus en plus piquée en certains points et donc une grille trés fine
autour de ces points doit étre utilisée pour bien approcher ces pics trés abrupts. Comme dans
[6] les auteurs n’utilisent pas de maillage adaptatif, et que les solutions deviennent de plus
en plus piquée en méme temps que ces pics se déplacent, la précision de la grille n’est plus
suffisante aprés un certain temps pour bien décrire I’éffondrement. Un moyen pour suivre la
solution plus loin en temps est de considérer des schémas numériques adaptatifs. Puisque notre
schéma est basé sur une analyse multi-résolution, il peut étre facilement modifié pour obtenir
un schéma adaptatif en ajoutant une étape de prédiction (qui consiste a prédire le nouveau
maillage ol sera calculée la solution, en avancant les courbes caractéristiques en avant) avant
de résoudre les caractéristiques en arriére et une étape de décomposition en ondelettes et de
compression. Cette procédure suit ce qui a été fait dans [36]. En fait dans [36] on a mis au point
un schéma semi-Lagrangien adaptatif basé sur une analyse multi-résolution en ondelettes pour
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résoudre le systéme de Vlasov-Maxwell réduit (VMR). Le modéle VMR présente beaucoup de
similarités avec le systéme de Vlasov-Einstein réduit (VER). En effet les deux systémes sont a
deux dimensions dans 1’espace des phases ((r,w) pour VER et (z,v,) pour VMR) et chaque
fonction de distribution est paramétrée par un invariant, le moment angulaire pour VER et le
moment canonique transverse pour VMR. La différence entre ces deux modéles vient du champ
de vecteurs qui génére le flot Lagrangien, et I’équation des champs (champ électromagnétique
versus champ gravitationnel ou coeflicients de la métrique).

Dans un prochain travail on compte modifier le schéma implémenté dans [36], selon le
schéma semi-Lagrangien décrit ici pour obtenir un schéma adaptatif semi-Lagrangien qui soit
capable de résoudre le systéme de Vlasov-Einstein dans le cas d’un espace-temps asymptoti-
quement plat et a symétrie sphérique. Par conséquent ce schéma adaptatif pourrait étre un
outil puissant pour traiter les forts gradients et les pics abrupts mobiles qui se développent
fréquemment lors d’un éffondrement gravitationnel.

4.3.2 Le probléme continu

On considére un ensemble de particules relativistes de méme masse au repos, normalisée &
I'unité, représenté par une fonction distribution statistique positive f définie sur 'espace des
phases

PM = {gapp“p® = -1, p">0}, a,8=0,..,3,
qui est une sous-variété de dimension sept du fibré tangent T M de la variété espace-temps M
munie du tenseur métrique g,3. La définition de PM assure que les particules se déplacent vers
le futur. En utilisant les coordonnées canoniques de I’espace des phases (¢, 2%, p®), a,b = 1,...,3
sur le fibré tangent TM, le systéme de Vlasov-Einstein s’écrit

af p* Of 1 af
—J r _ _T¢ (Ee" —
ot ' pOoxe  po Bal" P op®
G = 8nT”,

dp*dp?dp?
TP =/p“pﬁf|g\1/277po :

0,

ou I'y, sont les symboles de Christoffel, lg| le déterminant de la métrique, G*? le tenseur

d’Einstein, 7°7 le tenseur d’énergie-impulsion et p® = \/—g%/1+ g.p®p? (définition de
PM) [4]. Toutes les constantes physiques sont normalisées & 'unité. Comme on s’intéresse ici
A un espace-temps asymptotiquement plat et & symétrie sphérique, on utilise la métrique de
Schwarzschild

ds? = =2 g2 4 2O dr2 4 12(d9? 4 sin? Adp?) (4.15)

ont>0,r>0 0¢c[0,n] et p € [0,2n]. Les hypothéses d’espace asymptotiquement plat
s’expriment par

lim A(t,r) = lim p(t,r) =0, ¢>0. (4.16)
r—00 r—00
De plus on suppose que
A(t,0)=0, t>0. (4.17)

Afin de définir un systéme de coordonnées sur PM et écrire I’équation de Vlasov-Einstein on
utilise les coordonnées sphériques & = 7(sin f cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) et on définit une base de
R? par e] = §;;+ (e —1)x9 ;2% /r? pour représenter I'impulsion. Dans cette base un vecteur
de IR? est représenté non pas par ses coordonnées canoniques p® mais par les coordonnées v'.
Puisque p® = egv?, alors v® = p® + (e —1)x%6p.abp® /72, Dans la suite on notera a - b le produit
scalaire usuel dans R3, |a| la longueur Euclidienne de a dans R?, A la dérivée partielle de A par
rapport a la variable ¢, et \' la dérivée partielle de \ par rapport a la variable r. Le systéme
de Vlasov-Einstein en symétrie sphérique prend la forme

o f + e“‘A% Vaof — (ALTU + e“_’\,u/'y) % -Vo.f =0, (4.18)
e 2 2rN — 1) + 1 = 8rr?p, (4.19)
e 2 2rp +1) — 1 = 8mr?p, (4.20)
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ou le facteur relativiste ~ s’écrit

v=/1+[v]%

la densité de masse-énergie p et la densité de pression radiale p sont définies par
p(t,r) = p(t,x) = /vf(t,w,v)dv, (4.21)
T-v\2 dv
p(t,r) =p(t,x) = / (T) f(t,x,v)T. (4.22)

En fait les équations (4.19) et (4.20) constitutent un sous-ensemble des équations d’Einstein
mais il a été prouvé dans [189] que le systéme réduit de Vlasov-Einstein (4.18)-(4.20) était
bien équivalent au systéme de de Vlasov-Einstein complet lorsqu’on prend la métrique de
Schwarzschild (4.15). Une relation redondante mais utile est ’équation

A = —dgrre’ (4.23)

ol la densité de courant de masse radial est définie par

j(tﬂ) —j(t, .’E) = /—x.vf(t,x,v)dv. (424)
r
De plus, on choisit une condition initiale

f(oa z, 1)) = fO(xv ’U),
ol fy est & symétrie sphérique, positive, contininement différentiable, & support compact, et
telle que
r
/ /Wfo(m, v)dvdr < =, 1 2>0. (4.25)
|z|<r Jo 2

L’existence d’invariants permet de réduire la dimension de I’espace des phases. Ici 'invariant
est le carré moment angulaire, £ = |z xv|? = 2v?—(2-v)2. Si on introduit les nouvelles variables

r = |z|, w = £, et £ on obtient alors I'équation de Vlasov a deux dimensions
‘ 14
o f + e“_’\%arf + (—Aw — e Ay + eu—km) Owf =0, VleRy (4.26)

ol v s'écrit v = /1 +w? + :42 et f = f(t,r,w,l). Les équations pour les coefficients de la
métrique (4.19)-(4.20) et (4.23) demeurent et les définitions des termes sources deviennnent

plt,r) = % / h / h ~f(t, 7w, £)dlduw, (4.27)
p(t,r) = %/ / F(t,r,w, 0) dédw, (4.28)
j(t,7) = %/ / wf(t,r,w, 0)dldw. (4.29)

Finalement la condition (4.25) se réécrit
4772/ / v fo(o, w, £)dodwdl < i, r > 0. (4.30)
<r RXR+ 2

Dans la suite on utilisera la notation z = (r, w, £). On désigne par Z(s; t,z) = (R, W, L)(s;t,r, w, £)
la solution du systéme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

AR\ ps 2(s)) = =Ny _WV(S)
2 ) = Fo(s,2(5) L (431
%(8) =Fyu(s,2(s)) = —A(s,R(s)W(s) — et VRO /(5 R(s))y(Z(s))
=N, R(s) ___L(s)
* B (Z() (432
%(s):Fg(s,Z(s)) = 0, (4.33)
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avec la condition initiale Z(t;t,2) = z et z = (r,w,f) € @ = Ry x R x R4. Si on pose
F = (F,, Fy, Fy) le champ de vecteurs qui définit le flot Lagrangien Z(s;t, z), alors le systéme
(4.31)-(4.33) peut s’écrire de maniére compacte

%(s) = F(s, Z(s)). (4.34)

L’équation de Vlasov (4.26), qui exprime que la fonction de distribution reste constante le
long des courbes intégrales du champ de vecteurs F' est équivalente a

ft,row, 0) = f(s,(R,W,L)(s;t,r,w,£)) = f(s,Z(s;t, 2)). (4.35)

Notons que la quantité L est conservée le long des caractéristiques, ce qui signifie que le systéme
(4.31)-(4.33) est essentiellement a deux dimensions. Les équations de la métrique peuvent étre
résolues explicitemment pour les coefficients de la métrique p et A ainsi que leurs dérivées. En
intégrant (4.19) avec la condition aux limites (4.17) on obtient

e2aer) g 2mitr) (4.36)
r
ou .
m(t,r) = 477/ s2p(t, s)ds. (4.37)
0

Notons que ’hypothése (4.30) garantit la positivité du second membre de 1’équation (4.36) et
que la masse m(¢,00) (appelée masse ADM) est conservée. En réécrivant 1’équation (4.20) on

obtient :
Wt,r) = 2 () (L(r; ) + 47Trp(t,r)) , (4.38)

et en utilisant la condition aux limites (4.16) on obtient

u(t,r) =— /00 W (t, s)ds. (4.39)

De plus a partir de (4.19) on peut extraire ’expression suivante pour A’

N(t,r) = e\ (—LSZ’ ) + 47r7“p(t,7“)) . (4.40)

Alors que la distribution f est constante le long des courbes caractéristiques, le flot Lagran-
gien ne préserve pas le volume de ’espace des phases et plus précisément on a

Lemme 1 Soit Z(-;t,2) = (R, W, L)(-; t,r,w,£), les courbes caractéristiques associées a l’équa-
tion (4.26) avec Z(t;t,z) =z € Q@ =Ry x R xRy, on a alors

Z .
det 887(5;157 Z) _ e)\(t,r)f)\(s,R(s,t,z)).

Une conséquence immédiate est que la quantité
47T2/ek(t’r)f(t,r,wf)drdwdﬂ

associée au nombre de particule est conservée. Le systéme de (4.26) peut alors s’écrire sous sa
forme conservative

O (eNf) + O (Fre f) + 0y (Fue f) = 0,
puisque le Jacobien du flot Lagrangien satisfait la condition d;(e*) + 0, (Fre*) + 0y (Fye?) = 0.
On rappelle maintenant un résultat d’existence pour le systéme de Vlasov-Einstein en coor-

données de Schwarzschild dans le cas d’un espace-temps asymptotiquement plat et a symétrie
sphérique.
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Théoréme 13 On suppose que fy est positive, a symétrie sphérique, a support compact, qu’elle
appartient a lespace €1 (R®)NH™(R®) avec m > 5, et qu’elle satisfait la condition (4.25), alors
il existe une solution unique, réguliére, a symétrie sphérique, a support compact, appartenant
a Uespace €1 ([0, T] x RS) N H{™ ([0, T) x RS) qui satisfait le systeme de Viasov-Einstein (4.18)
sur [0,T] avec f(0,2,v) = fo(x,v). De plus on a p,p,j € €([0,T] x Ry) et m, \, p €
([0, T] x Ry) .

Preuve. On peut consulter la référence [189] pour une preuve dans I'ensemble des fonctions
continiiment différentiables et [63] pour une preuve dans les espaces de Sobolev. ®

4.3.3 Le probléme discret

Soit  (resp. €,.) le domaine de lespace des phases (resp. la composante radiale du domaine
de I'espace des phases) sur lequel on souhaite calculer la solution et M}, une partition de 2 ou
h désigne la taille maximale des éléments du maillage Mj,. On introduit l'espace de Sobolev
H™ muni de la norme

1/2
Il = ( | o+ |€|2)m|f(£)l2d£>

ou fdésigne la transformée de Fourier de f.

Afin de construire notre schéma on introduit lopérateur d’approximation (interpolation) IIj,
défini sur H™, m € IN. On considére une suite d’espace de dimension fini V;, C H™ tel que
Un>o Vr = H™. Si la suite {¥} est une base V4, on alors

Hh: Hm(Q) — Vh
f — I f =3 ¥

En outre, on fait les hypothéses suivantes sur IIj, :
Hypothéses 1 Soit g € H™(Q), et p, k, m € N avec k <m et « € [0, 1], alors

i) Régularité :

g € €7*(Q) N H*(Q). (4.41)
it) Consistance et précision :
kg = gll e (o) < ch™ Fllgllmm(s)- (4.42)
iii) Stabilité :
Mgl 5x ) < N9l ax () (4.43)

De plus on utilise I'inégalité inverse suivante [71] : il existe une constante K; > 0 indépendante
de h telle que
Vvh S Vh,, ||UhHHm+1(Q) S K1h71||vhHHm(Q). (444)

Un tel opérateur existe et un exemple sera donné dans le cas de ’analyse multi-résolution par
ondelettes. Dans la suite on présente un schéma d’ordre un en temps puis un schéma d’ordre
deux en temps. Si T désigne le temps final d’évolution et Ny € IN* le nombre d’iterations en
temps, alors on définit le pas de temps At = T'/Np et Uinstant t” = nAt. On suppose que l'on
connait fj' € V3, une approximation de la fonction de distribution f sur M, au temps ¢t = ¢",
alors le schéma numérique décrit les étapes pour obtenir f,’;“ a partir de f}'.

4.3.3.1 Schéma d’ordre un en temps

Puisque f est constante le long des courbes caractéristiques (4.35) on définit

2w, 0) = T f7 (R ("), Wa(t™), Li(t™)) (4.45)
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ou Zp(t") = (Rp(t™), Wi (t"), Lp(t"™)) est une approximation du systéme (4.31)-(4.33) avec la
condition initiale Zp,(t" ") = (R, (t" 1), Wy, (t" 1), L, (")) = (r,w, £) = 2 € M.
Pour le schéma d’ordre un en temps, en utilisant la notation ZJ* = Z, ("), on définit

Zpt - 7 = AtFP(Z)) (4.46)

ou Fjt = (Fy,, F}l,,, F}!,) est obtenu en remplagant dans F'(t,.), les quantités A(t), u(t), p'(t)
et )\(t) au temps ¢ = t" par leurs approximations A\, uj, MZ’ et )\Z Les coeflicients métriques
Af, ok, pi’s AT et la masse m)' sont construits en remplagant dans les équations (4.23)
et (4.36)-(4.39), les moments p(t), p(t), et j(t) par leurs approximations pj, pp et jp, ou
ces derniéres sont calculées en remplacant dans les définitions des moments (4.27)-(4.29), la
fonction de distribution f(t") par f;'.

4.3.3.2 Schéma d’ordre deux en temps

On présente maintenant le schéma d’ordre deux en temps qui consiste a appliquer succes-
sivement deux fois le schéma d’ordre un en temps.

1) Si on suppose que l'on connait f;' € Vj, on pose alors
W2 w, 0) = T S (R (6), Wi ("), Ii(t™)) (4.47)

ot Zp,(t") = (Rp(t"), Wi (t"), L (t")) est une approximation de la solution du systéme
(4.31)-(4.33) avec la condition initiale Zj, (t"+1/2) = (Ry, (t"+1/2), W), (t"+1/2), L, (t"+1/2)) =
(ryw,f) =z € My, Les inconnues Zp(t") sont calculées en utilisant ’approximation

>n+1/2 on At n(on
ZrE g — = P, (4.48)

2) A partir de la fonction de distribution f,?“/z et des équations (4.27)-(4.29), on obtient

les moments pz+1/27 pZH/Z et jZH/Q. En utilisant les équations (4.23) et (4.36)-(4.39) on

obtient )\Z+1/2, ,uZH/Q, MZH/Q "et }\Z+1/2 et par conséquent on peut construire F:H/Q.

3) On pose alors
L (r,w, €)= T (R (£7), Wi (t"), L (t™)) (4.49)

ou Zp(t") = (Rp(t™), Wr(t"™), Lp(t™)) est une approximation de la solution du systéme
(4.31)-(4.33) avec la condition initiale Zj,(t"T1) = (R, (t" 1), W, (t" 1), L, (t" 1)) =
(ryw,f) = z € M. Les nouvelles inconnues Zj(t") sont approchées en utilisant 1’ap-
proximation

Zntt 7 = AeFTY R (2 (4.50)

ol on définit Z;L+1/2 = (ZZH +2Z75)/2.

4.3.3.3 Analyse multi-résolution de H® en ondelettes

Dans ce paragraphe on présente 'opérateur d’approximation qui permettra de reconstruire
la fonction de distribution en tout point de I’espace des phases €. Soit s un nombre réel. Une
analyse multi-résolution de H*(R) est une suite de sous-espaces fermés V;, j € Z, de H*(R),
telle que

o V; CVj,

e Ujez Vi = H*(R),

* Njez Vi = {0},

e Pour tout 7, il existe une fonction ¢ telle que les fonctions ¢, 1, (x) = 2//2p0) (272 — k),

k € Z, forment une base orthonormée de V;.
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On peut alors construire un espace W;, le complément orthogonal de V; dans Vj41 (Vi1 =
W; @V, W L Wy sij #1). 1l existe alors une base orthonormale de W; formée par les
fonctions v; () = 27/2¢)0) (272 — k). Par conséquent les espaces V; et H® peuvent se décom-
poser respectivement comme V; = Vo Z;jlo Wi et H* = @y W;. Si P; est 'opérateur de
projection orthogonale de H® sur V; alors pour toute fonction f € H*(R) on a

Pipf = Pif + ) (fin)sthin = > > (frtra)sthha-

kET k<j lEZ

ou (-,-)s désigne le produit scalaire dans H®. Dans [9], les auteurs montrent qu’on peut
construire une analyse multi-resolution de H® ot la base orthonormale est formée d’ondelettes
{;k;j,k € Z} & support compact avec la régularité souhaitée. L'opérateur de projection or-
thogonale P; associé, reproduit tous les polynomes de degré inférieur ou égal & un certain degré
fixé, c’est-a-dire qu’il satisfait les propriétés d’approximation d’ordre élevé. Dans la suite on
utilisera la notation II;, pour P; ou h = 277, Un analyse multi-résolution de H*(IR"), avec
n € IN* se construit directement par produit tensoriel des espaces V; ou/et W; et des fonctions
de base ¢, et/ou 9. En fait I'analyse multi-résolution de H® hérite des propriétés clas-
siques de 'analyse multi-résolution de L?. La différence est que pour ’analyse multi-résolution
de H?, les fonctions d’échelles dépendent du niveau d’approximation j alors que pour I'analyse
multi-résolution de L? ce n’est pas le cas, c’est-a-dire qu’il n’ y a qu’une fonction d’échelle
(resp. ondelette) meére et que les autres se déduisent par dilatation de la fonction mére. La
dépendance en j pour 'analyse multi-résolution de H?, provient du fait que 'espace H® n’est
pas invariant par dilatation.

4.3.4 Théorémes de convergence et estimations d’erreurs a priori

Dans cette section on présente deux théorémes de convergence pour les méthodes numé-
riques décrites dans le paragraphe 4.3.3.

Théoréme 14 On suppose que fo € €2(Q)NH™(Q) et que la condition (4.30) soit satisfaite.
De plus on suppose qu’il existe deux constantes Cy et Cy telle que C; < h™'At < Cy, alors
Uapprozimation (fn, An, pn) du systéme de Viasov-Finstein présentée 4.8.3.1 ot Il est le pro-
jecteur orthogonal d’une analyse multi-résolution en ondelettes de H3, converge vers la solution
du théoréme 13 sur lintervalle de temps [0,T] et pour k <1, on a les estimations d’erreurs a
priori

m—k

h
sup [[fy — ") ar@) S At + X
’I’LSNT

m

n n n n n n h
sup {[|IA} = A" oo (), 1h — 1) o< @, Imi — m@E) | e,y } S At + AL
n<Nr

m—k

s n 7 n N . n h
sup {|lpi = p(t™") e ., 198 — PE) 10, lh — G E) e, } S At + AL
nSNT

Théoréme 15 On suppose que fo € €3(Q)NH™(Q) et que la condition (4.30) soit satisfaite.
De plus on suppose qu’il existe deux constantes Cy et Cy telle que C; < h™'At < Cy, alors
Uapproximation (fn, An, un) du systéme de Viasov-Einstein présentée 4.3.3.2 ot 11y, est le pro-
jecteur orthogonal d’une analyse multi-résolution en ondelettes de H3, converge vers la solution
du théoréme 18 sur Uintervalle de temps [0,T) et pour k < 1, on a les estimations d’erreurs a
priori

m—k

At

n n h
sup || — f(E") | mr o) S A+
n<Nr

m

n n n n n n h
sup {[IA7 = A" | Lo (s 1k — () Lo,y Imiy — mE™) Lo } S A + —

n<Nop At

) hm—k
sup {[lpi — p(t")lr(es 10k — Pk, 197 — &) e, } S A + A7
nSNT
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Preuve. La preuve de ces deux théorémes se trouve dans [41] ®

4.4 Méthodes de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu conser-
vant localement V - B = 0 pour ’équation d’induction
de la MHD

4.4.1 Introduction

Les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) modélisent la dynamique d’un fluide
électriquement conducteur ou les forces électromagnétiques sont du méme ordre voire plus im-
portantes que les forces hydrodynamiques. Le systéme de la MHD idéale combine les équations
de la dynamique des gaz avec les équations de Maxwell pour lesquelles les effets relativistes,
visqueux et résistifs sont négligés et peut s’écrire en trois dimensions sous la forme conservative
suivante

dhp+V-(pu) =

d(pu) + V- (pu@u+ (p+3B*I-BeB) =
OB+V- - (ueB-Bou) =

0i(pe) + V- ((pe +p+ 5B )u-B(u-B)) =
V.-B =

conservation de la masse)

conservation de I'impulsion)

conservation de I’énergie)

o O O O O

(
(
(équation d’induction)
(
(

contrainte)

ou p est la densité, u le champ de vitesse, B le champ magnétique, p la pression, e I’énergie totale
et 7 la matrice identité. Si les conditions initiales sont & divergence nulle, i.e. V- By = 0, alors
les solutions exactes satisferont cette contrainte en tout temps. Pour des solutions réguliéres
l’équation d’induction peut se réécrire comme 9;B + rot(B x u) = 0 car V- (V x -) = 0. La
préservation au niveau numérique de la contrainte V - B = 0 est importante et constitue un
probléme trés débatu pour les codes MHD |8, 48, 77, 82, 102, 186, 211|. Parce que des erreurs
sur V - B surviennent dans les simulations numériques et peuvent croitre avec le temps, des
instabilités numériques peuvent apparaitre et conduire a des comportements non physiques. Par
exemple, une topologie du champ magnétique incorrecte conduit & un transport non physique
dans le plan transverse des lignes du champ magnétique. Si on ne force pas la contrainte
V - B = 0, les conservations de 'impulsion et de I’énergie deviennent mauvaises et des forces
fictives se développent le long des lignes du champ magnétique.

Dans cette section on présente I’analyse de convergence et des estimations d’erreurs a priori
d’un schéma de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu qui préserve localement la nullité de la di-
vergence du champ magnétique pour des solutions réguliéres de ’équation d’induction en deux
dimensions

0B

— 4 rot(Bxu)=0 (4.51)

ot
ou B = (Bg(t,x), By(t,x)) est le champ magnétique, et u = (uy(t,X), uy(t,x)) est le champ
de vitesse, avec la notation x = (x,y). On suppose ici que le champ de vitesse u est donné.
La construction et ’analyse de convergence de cette méthode de Galerkin-discontinu repose sur
trois ingrédients On réécrit ’équation d’induction comme un systéme de Friedrichs. On écrit
alors la méthode de Galerkin-discontinu sur la nouvelle formulation de ce systéme dans lequel on
choisit des flux “upwind” pour définir les flux aux interfaces des éléments finis. Afin d’obtenir un
schéma qui est localement & divergence nulle on utilise des fonctions solénoidales par morceaux
qui sont discontinues a travers les interfaces d’'un élément fini mais qui sont a divergence nulle
point par point sur chaque élément. Ces fonctions de base ont été développées [7, 151, 162] dans
le contexte de méthodes d’éléments finis non-conformes pour les équations de Navier-Stokes.
On utilise aussi des éléments finis de Nedelec dans H(rot) [181] en deux dimensions qui sont
obtenus par rotations de 7/2 des éléments finis de Raviart-Thomas [187]. On utilise le cadre
développé dans [69] pour montrer la convergence et obtenir des estimations d’erreurs a priori.
Dans [70] les auteurs ont aussi développé des schémas de Galerkin-discontinu qui préservent
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localement la nullité de la divergence du champ magnétique pour résoudre les équations de
Maxwell. Ils montrent aussi des estimations d’erreurs a priori de la forme O(hF+1/2) ou k est
le degré des polyndémes locaux pour des schémas discrétisés seulement en espace.

4.4.2 Le schéma numérique
4.4.2.1 La formulation de Friedrichs

Grace a la contrainte, V - B = 0, '’équation d’induction (4.51) peut s’écrire comme un
systéme de Friedrichs
0B 0(A.B) 0(A,B)

ot + or + oy

As(t, %) = ( ux(é’X) ; ) )’ Ayt x) = ( uy(f)’X) uy((t),x) )

Uy (t, %

+CB=0 sur Qx][0,T7], (4.52)

ou

et
_{ Owug(t,x)  Oyug(t,x) >
Ct,x) = ( Opuy(t,x)  Oyuy(t,x) /-

Parfois on utilisera la notations (vi,v2) au lieu de (vg,v,) ou v est un champ de vecteurs

ou de matrices. Avec des conditions aux limites appropriées sur 99 Friedrichs [107] & montré
Iexistence et 'unicité dans L?(2) de solutions faibles et classiques pour ’équation (4.52), sous

la condition
0A, 0A,
Ox * Oy
avec a une constante strictement positive. On suppose que u € L*(0,T;¢>°(f2)), V-u €
L*(0,T; L>®(Q)) et C € L>=(0,T; €>(R)). On rappelle que si By € H*(IR?) avec s € R, alors le
systéme (4.52) admet une solution faible unique B € ¢ ([0, +-00[; H*(IR?))N%™* ([0, +oo[; H*~(R?))
(cf [3]). En particulier, si s > 2 la solution faible appartient a € ([0, +oo[xR?), i.e. une solu-
tion classique.

c+CT + >aZ, surf(), (4.53)

4.4.2.2 Les espaces d’approximation

On introduit d’abord 'espace £°°(0,T; X') défini par

20,15 X) o= {7410, t¥7) = X1 Ifllim oy = | ma, [1F()llx < oo

1<n<Nrp

ou X désigne un espace fonctionel. Pour un sous-domaine D C , H™(D) désigne les-
pace de Sobolev usuel qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u,v)m.p =

Y laj<m Jp 0% ud*vdx, u,v € H™(D) et de la semi-norme au carrée |v|7m py = Y jaj=m Jp 00|
On définit alors lespace H™ (D) = (H™(D))? avec le produit scalaire (v, w),, p = 2 (Vi W),
et le champ de vecteurs solénoidal S™(D) ={ve H™"(D)| V-.-v=0in D}, m > 1. Soit 7,
une famille de partition de Q qui posséde les propriétés décrites dans [7, 151]. Pour un entier

k >0, P*(D) désigne I'espace des polynomes & deux variables de degrés inférieurs ou égaux a

k sur D. On définit alors P*(D) = (P*(D))” et V¥(D) = {v € P*(D) [ V-v =0in D} . On

a VF(D) c 8™(D) pour tout m > 1. Pour tout k& > 0 on définit V*(Q) = [[xer, VF(K) ou

K est un élément fini et N le nombre d’éléments finis. La fagon de construire des bases locales
pour V¥ est décrite dans [7, 151]. Par exemple, pour k = 1 les fonctions de base peuvent étre
construites en utilisant ’ensemble suivant

G () (8D () (5 )
- O 9 1 9 0 I T ) _y .
Afin d’obtenir des fonctions de base pour k& = 2, il suffit de compléter I’ensemble précédent par

{08 ) () (5 ) (G2
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On observe donc que les fonctions de base de ’espace V,f peuvent se construire en complétant
judicieusement celles de th_l.

Remarque 3 Dans le cas ot T;, est une triangulation de R? les espaces VF(K) sont équiva-
lents auz espaces RTY(K) définis par RTY)(K) = {v € RT(K) | div v =0}, ot RT(K) est
Uespace des éléments finis de Raviart-Thomas sur K utilisé pour approcher H(div). En fait
chaque espace VF(K) ou RTQ(K) est construit comme le rotationel d’une fonction de courant
appartenant o P*1(K) et la dimension des deux espaces est égale a dim (PFH1(K) — 1) =
(k+1)(k+4)/2.

Les espaces V" possédent des propriétés optimales d’approximation en relation avec les espaces
S™ (), résumées et démontrées dans [7, 32].

On introduit maintenant un autre opérateur d’interpolation discontinue IIj, basé sur les
éléments finis de Nédélec dans H(rot) [181]. Soit IP; I’espace des polyndomes homogeénes de
degrés k sugv]R2, on considére alors le sous-espace de P* R, =P* 1@ S, ou S est défini par
Sk = {p € Py; p(x)-x =0, pour tout x = (21, 22)}. On définit alors W*(K) = {v € Ry(K)}
et WF(Q) = [[ker, WF ( ) En suivant [119], si on définit deux ensembles de moments v € H*
sur K avec s > 1/2: Mo (v) = { [, (v x ve) ¢ dI' Vg e P+~ 1( ) pour tout bord e de K} ot v,

est la normale unitaire exterleure dubord ede K, et Mg (v {fK v-qdx, VYqePP* 2(K)} ,
alors le champ de vecteurs v de Ry est entiérement determlne sur K par ces deux ensembles
de moments M.(v) et Mg(v). De plus la composante tangentielle de v sur la frontiére e
de K dépend seulement des degrés de liberté M. (v) définis sur chaque bord. Les propriétés
d’approximation de ces espaces sont décrites dans [119, 181]. Si m = 1 alors Ry = P’ @ S
ot §; = span(x) et il est alors évident que div Ry = 0. Les champs de vecteurs de R; sont
alors & divergence nulle. Malheureusement les espace Ry avec k > 1 ne sont pas des espaces a
divergence nulle.

4.4.2.3 La méthode de Galerkin-discontinu

Dans ce paragraphe on décrit la méthode de Galerkin-discontinu que ’on utilise pour dis-
crétiser en espace ’équation d’induction écrite sous la forme d’un systéme de Friedrichs. Si on
prend le produit scalaire de ’équation (4.51) avec une fonction test ¢, en utilisant une formule
de Green, une intégration sur I’élément K donne

y /B godx /AB 8godx+zz /AB <pVeKdF+/ CB-pdx =0, (4.54)

i=1 ecOK V€

s _ 1 2 \T — (2 ¥ T daai s -
ot Ve = (Vi Vik) = (Vg Vi)' désigne la normale unitaire extérieure du bord e

de K. On remplace respectivement B et ¢ par By, et ¢, dans (4.54) ot By, ¢, € VF(Q).
Cependant les termes issues de la frontiére de I’élément K dans (4.54) n’ont pas de sens puisque
B), et ¢, sont discontinus sur la frontiére 0K de I’élément K. On remplace alors ces termes
par des flux numeériques “upwind” que 'on définit comme il suit. On définit A, x(t,x) =
S (AL g Cer(tx) = —(Ae k(%)™ et Deg(t,x) = (Aek(t,x))T ot A et AT
désignent respectivement la partie négative et positive de A. On définit alors le flux numérique
“upwind” g(ve i, v,w) = —C¢ kW+ D, v. En remarquant que |[A| = AT—A~ et A= AT+ A~
on peut réécrire g(ve i, v, w) comme un flux de Lax-Friedrichs g(ve x,v,w) = A, K@ -

=y

| Ae. i |(W Y) ot v (resp. w) désigne la trace intérieure (resp. extérieure) de la solution sur le
bord de l’elément K. On obtient maintenant le schéma semi-discrétisé en espace

2
Oy </ B - cphdx> — Z/ A;By, - 0;0,,dx
K T1VK
+Z Z/ (Ve.x,Bx,Bk.) cpKdF+/CBh @, dx = 0.

i=1 ecOK V€

4.4.Méthodes de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu conservant localement V - B = 0 pour I’équation
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pour toute fonction ¢, € V¥ ot K, est I'élément adjacent 4 K qui partage la méme frontiére
e. Soit T le temps final et At = T /N7 le pas de temps. En utilisant un schéma de Runge-Kutta
du second ordre on obtient le schéma discrétisé complet

Yiodx = [ Bygudxt AFL(BL )
K K
/ Bh+1 “ppdx = / (5 hT §Yh> “ppdx + 77:K+1(Yh790h)
K K

ol

2 2
FeWen) =Y [ W dpix 3 Y [0 (W) = [ W g ax
=1

i=1e€cdK " ®
avec

(Wi + Wi,
2

(Wk, — Wk)

gn(W)e = gn(Ve,Kvw?(vw?(c) = Z_’K 9 )

— A k|

r g = Ak (t",x) et' C" = C(t",x). Par X* on désigne V¥ ou W*. Si on décompose By, et
@, dans la base de X*, i.e.

dim(X*) dim(X*)
Rx) = Y Brp(x)lk(x), Bi(x)= o(x), Yir(x) = Y 0Wi(x)
KeTs, i=1 i=1
avec ¥; € X'*, on obtient le schéma
Ox]" = [Ex]"+AtLE([Zh]")
1
[Ex]" = 5([2K]"+[9K]")+At£7<+1([@h]")
. 1n dim (x%)n\ T 1 A(T)dim(x*) n )T
ou [Yk]™ = (JK’ N ' ) , 2R = (a oL, gcard(Tn)dim )’") et pour tout
i€ {l,..,dim(x*)}
2 dim(x*)
L (2D =30 S0 ok [ A9, 60 (MRT), o (o)
=1 mj=1

avec (Mg ),; = [ Wi(x) - U (x)dx.

4.4.3 Théoréme de convergence et estimations d’erreurs a priori

Dans ce paragraphe on présente le théoréme de convergence et les estimations d’erreurs a
priori en norme L? du schéma RKDG de la section précédente.

Théoréme 16 Soient u et By suffisamment réguliers, typiquement on considére
u € W ([0,+o00[x(IR?)) et By € H™T(R?). On suppose qu’il existe une constante (o)
qui dépend de o telle que la condition CFL At < B(a)h*/? soit satisfaite. De plus on suppose

4.4.Méthodes de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu conservant localement V - B = 0 pour ’équation
d’induction de la MHD
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que la condition (4.53) est satisfaite et que U'on a [|6%]|L2(q) = [|B® — mBY||L2(0) = O(R™ ).
Alors il existe une constante C' = C(||ulw1.(jo,71x0), T; @) indépendante de h telle que

IBrlli=0.7:L2(0)) < ClIBR(0)]|L2(0)s

ot Bp(0) € V)™ ou Byp(0) € W/ avec m = 1. De plus il existe une constante
C = C (T, o, |Jullwre(o,17x0), Bllws.0,1;1m+1(R2))) @ndépendante h telle que

Nt

IB=Bullio,riwa /At D / [AZ|[B], = B(t")]. - [B]; = B(t")]edl’ < C (At + h™*7)
n=0ec&, ¥ ¢

012772% si B, e V" etnz—% st By, € Wi avec m = 1.

Preuve. La preuve de ce théoréme est basée sur des estimations d’énergie et sur les pro-
priétés d’approximation des espaces V;* et W;™. Pour plus de détails on pourra consulter [32].
|
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Approximation numérique de quelques équations de Vlasov

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente la résolution numérique de plusieurs modéles de Vlasov non li-
néaires : Vlasov-Darwin, Vlasov-Poisswell, Vlasov-Maxwell relativiste et Vlasov-gyrocinétique.
Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell sont des approximations de Vlasov-Maxwell
ou l'on néglige les phénomeénes électromagnétiques & hautes fréquences. Le modéle de Vlasov-
Maxwell relativiste est un des modéles de base pour I’étude cinétique de 'interaction laser-
plasma & haut flux qui intervient en fusion par confinement inertiel (FCI, projet laser-mégajoules).
Le modéle Vlasov-gyrocinétique est un modéle destiné a 1’étude de la turbulence électrosta-
tique dans les plasmas magnétisés (voir chapitre 4. L’étude de la turbulence dans un plasma
magnétisé est primordiale car elle détermine de temps de confinement de 1’énergie dans un
plasma de fusion (FCM, projet ITER).

5.2 Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell

Soit L la longueur caractéristique du probléme et 7 son temps caractéristique. Alors on
définit le petit paramétre sans dimension e = L/7¢ ou ¢ est la vitesse de la lumiére. I’équation
de Vlasov relativiste adimensionnée s’écrit alors

Wf+v(€) Vuf+F(t,x,8) - Vef =0 (5.1)

ou f(t,x, &) représente la fonction de distribution d’une espéce de particules (ions, électrons)
dépendant du temps ¢, de la position x, et de I'impulsion &. Le champ de force F(t,x, &) est
donné par la force de Lorentz

F(t7x7£) = q(E +ev(§) x B) (52)
oll ¢ = +1 est le signe de la charge. La vitesse relativiste des particules v(&) est donnée par

e
YO=e T e (5:3)

A partir de la fonction de distribution f, on peut calculer les densités de charge et de courant

ptx) = g /R Flx )i, () =4 / V(E)f(t.x, £)de. (5.4)

R3

Le champ électromagnétique (E, B) satisfait certaines équations ou les densités de charge et
de courant apparaissent comme des termes sources. De plus les équations du champ électro-
magnétique (E, B) doivent satisfaire ’équation de conservation de la charge

qui est obtenue en intégrant ’équation de Vlasov (5.1) par rapport a £€. Cette condition de
compatibilité est nécessaire pour résoudre le systéme couplé.

On présente maintenant deux modéles pour le champ électromagnétique qui ont pour ca-
ractéristique commune de ne tenir compte que de la partie basse fréquence du champ électro-
magnétique.

5.2.1 Le modéle de Darwin

L’approximation de Darwin des équations de Maxwell consiste a supprimer les ondes a
hautes fréquences (onde de type lumiére) pour ne conserver que celles qui sont a basses fré-
quences. Le champ électrique E est décomposé en deux parties, sa partie irrotationnelle E;,.,. qui
est & rotationnel nul et sa partie solenoidale E;,; qui est a divergence nulle, i.e. E = E;,.. + E4.,
ou VXxE;., =0et V-Eg,; = 0. Puisque V x E;.,, = 0 alors on a E;.,, = —V¢. L’approximation

5.1.Introduction
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de Darwin consiste & éliminer la partie solenoidale du courant de déplacement dans I’équation
d’Ampére

1 .
gv x B = ]+ BtEi,.,. + atESOl . (55)
En prenant le rotationnel cette équation, obtient
—AB =€V xj. (5.6)

On peut vérifier que I’équation de conservation de la charge est bien satisfaite pour le modéle
de Darwin.

En prenant le rotationnel de ’équation de Faraday et en utilisant la dérivée temporelle de
I’équation d’Ampére on obtient une équation elliptique pour E;,; qui s’écrit

_AEsol = _52 (atj + at2Ezr'r) = _52 (at.] - atjir’r‘) = _E2atjsol (57)
ol on pose
j = jirr +jsol et atEirr +ji7"r =0. (58)

Finalement I’équation de Poisson V - E;... = p, donne I’équation de Laplace pour le potentiel
électrostatique

—A¢ = p. (5.9)
Au lieu de résoudre des équations de Maxwell qui sont hyperboliques on doit résoudre mainte-
nant trois équations elliptiques. Par conséquent la condition CFL n’est plus nécessaire et donc

on n’a plus de contrainte sur le pas de temps.
En utilisant un développement de Hilbert par rapport a € pour E et B, i.e.

E:E0—|—€E1—|—, B=B0+EB1+ (510)

il a été démontré [83, 188] que le modéle de Darwin coincide avec les équations de Maxwell
jusqu’a l'ordre deux en €. Par conséquent ’approximation de Darwin est justifiée dans le régime
non relativiste (e < 1)

5.2.2 Le modéle de “Poisswell”

Le modéle de Poisswell a été introduit en mécanique quantique [167] pour ajouter de maniére
auto-cohérente un champ électromagnétique d’ordre € a ’équation de la fonction d’onde de
Pauli qui est aussi une approximation d’ordre € de I’équation de Dirac. Le nom “Poisswell” est
une contraction de Poisson et Maxwell qui est utilisée pour signifier que 1’on ne considére qu’une
approximation des équations de Maxwell. Partons des équations de Maxwell admimensionnées

VxB=¢(j+0E), V-E=p, e0B+VxE=0, V-B=0. (5.11)
En introduisant les potentiels ¢ et A, le champ électromagnétique est défini par
E=-V¢—citA, B=VxA. (5.12)

Afin que le champ électromagnétique soit bien défini par les potentiels il faut ajouter une jauge.
Ici on choisit la jauge de Lorentz adimensionnée qui s’écrit

En injectant (5.10) et les développements de Hilbert de ¢ et A
A=Ag+cA+ -, ¢d=¢g+ep+--- (5.14)

dans (5.11) et (5.12)-(5.13) et en rassemblant tous les termes du méme ordre en €, on obtient :

O(1) :

V x Eo = 0, V- EO =P, (515)
VxByg=0, V- -By=0 alors By =0, (5.16)
Ey = _VQSOa (517)

5.2.Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell
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O(e)
VXBl :8,5E0 +j, V'B1:0, (518)
VxE; =0, V-E;=0 alors E;{ =0, (5.19)
Orpo+V-A1 =0, (520)

Ona A =cA; + O(c?) puisque Ag = 0 et ¢ = ¢g + O(e?) puisque ¢ = 0 d’aprés (5.16) et
(5.19). A partir des équations (5.15), (5.17), (5.18), et (5.20) on obtient le systéme de Poisswell
comme une approximation d’ordre ¢ des équations de Maxwell (5.11)

“Ap=p, —AA=cj (5.21)

Si on dérive la premiére équation de (5.21) par rapport au temps, qu’on multiplie le résultat
par € et si on ajoute la divergence de la seconde équation de (5.21) on obtient

—e(Op+V-j)=Adp+V-A)=0.

Par conséquent le systéme de Poisswell vérifie I’équation de conservation de la charge. Il est
donc compatible avec ’équation de Vlasov. Si on prend le rotationnel de la deuxiéme équation
de (5.21) on obtient pour le champ magnétique, 1'équation

—AB =V x j (5.22)

qui est la méme que celle du modéle de Darwin (5.6). Si on dérive en temps la deuxiéme
équation de (5.21) on obtient une équation pour —ed; A, la seconde partie du champ électrique
(5.12) du modele de Poisswell

—A(—edtA) = —£20;j (5.23)

Notons la différence avec I’équation (5.7) pour la partie solénoidale du champ électrique dans
le modéle de Darwin. En fait ces deux champs électriques sont différents. L'un (Eg;) est a
divergence nulle, 'autre (—cd;A) non. Notons que la jauge sur les potentiels dans le modéle
de Darwin est la jauge de Coulomb (V - A = 0), alors que pour le modéle de Poisswwell on a
choisit la jauge de Lorentz.

5.2.3 Approximation numérique

Dans ce paragraphe on introduit la méthode semi-Lagrangienne avec un “splitting” a la
Strang. On se concentrera sur les problémes posés par les modéles de Darwin et Poisswell.

5.2.3.1 La méthode semi-Lagrangienne avec splitting

L’intégration de I’équation de Vlasov en utilisant une méthode semi-Lagrangienne avec un
“splitting” a la Strang & souvent été utilisée [62, 10, 29, 30, 34]. Cette méthode consiste a
décomposer I'opérateur de transport global en deux opérateurs de transport - le premier dans
I’espace physique, le second dans I’espace des vitesse- et a resoudre ceux-ci successivement dans
un ordre judicieux afin d’obtenir une approximation d’ordre élevé en temps de 'opérateur de
transport global. Soit M}, une discrétisation de ’espace des phases et f;' une approximation
de f au temps t" sur My. L’algorithme général pour construire f,:‘“ consiste en trois étapes.

1) Une demi-advection dans l'espace physique. Cet étape consiste a résoudre
Of+v(€) Oxf =0, te[t", "2, ftm) = f. (5.24)
Pour résoudre 1'équation (5.24) on intégre les courbes caractéristiques associées

aX _
) = v(EW)

5.2.Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell



Approximation numérique de quelques équations de Vlasov 97

sur l'intervalle de temps [t",¢"+1/2]. On obtient alors

g

v(E(t))dt:/ VE(E)dt + O(AL) ~ —v(Z")AL/2

tn+1/2

no
Xn _ X’n+1/2 — /

tn+1/2

ol (X"+1/2, E") € M, et X" est Porigine de la courbe caractéristique que 1’on cherche.
La nouvelle fonction de distribution est telle que

Fr(x,€) = [AX2 8 = X ED) V(X €) € My,
2) Une advection compléte dans l’espace des vitesses. Cette étape consiste a résoudre
Wf+F(t,x,8)-0ef =0, te[t", "), fit") = fr. (5.25)
Pour résoudre I’équation (5.25) on intégre les courbes caractéristiques associées

d
=
=

(t) = F(t, X(t),E(1))

dt
sur l'intervalle de temps [t",¢"T1]. On obtient alors
tn+1
zrtl_gn = F(t,X(t),E(t))dt
tn

tn+1

_ / F(t"H/Q,X(t”H/Q),E(t”H/Q))dt+O(At3)
t 3
~ F(tn+1/2,xn+1/2’En+1/2)At

ot (X H1/2 ") € M, et E" est Porigine de la courbe caractéristique que ’on cherche.

Puisque =22 pest pas connu on le remplace par son approximation au second ordre
en temps E"Y2 = {E" + 2"} /2 + O(A#?) et I'equation précédente devient
zrtl _gn = F(n /2 Xnt2 g3n 4 mr ) A (5.26)

Dans le cas non relativiste ’équation (5.26) peut étre résolue explicitement. La solution
se décompose alors en une translation due au champ électrique et une rotation due au
champ magnétique. Dans le cas relativiste on doit résoudre un probléme de point fixe
a cause de la présence du terme non linéaire (). Cependant ce probléme de point
fixe peut étre évité si on intégre les caractéristiques en décomposant (avec un splitting
de Strang par exemple) les effets dus au champ électrique (translation) et ceux dus au
champ magnétique (rotation) parce que durant la rotation il facile de voir que le terme
(&) reste constant. La nouvelle fonction de distribution est telle que

i, ) = fr T AXT2 B = X2 EY) V(x,€) € M
3) Une demi-advection dans l’espace physique. Cet étape consiste a résoudre
Of+v(E) Oxf =0, te[t"T/2 gt fnt2) = fi (5.27)
Pour résoudre 1’équation (5.27) on intégre les courbes caractéristiques associées

dX _
1) = v(EW)

sur I’ intervalle de temps [t"+1/2 ¢"+1]. On obtient alors

tn+1 tn+1

v(E(t))dt = / v(E(E"))dt + O(AL?) ~ v(E"T)At/2

tn+1/2

Xn+1 _ X7L+1/2 — /

tn+1/2

ot (X1 2" € M, et X"1/2 est Porigine des courbes caractéristiques que 1'on
cherche. La nouvelle fonction de distribution est telle que

€)= fI (XL ENT) = fr (X2, E) Yk €) € M

5.2.Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell
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Afin de reconstruire la fonction de distribution sur le maillage de I’espace des phases et de
Pinterpoler sur I’ensemble des origines des courbes caractéristiques, on utilise une base de
B-splines. Dans cet algorithme, qui est du second ordre en temps (cf Chap. 4, [30, 34]), on re-
marque qu’il reste a calculer une approximation de F(t”“/ 2 ...). Cest I'objectif du paragraphe
suivant.

5.2.3.2 Les particularités du modéle Vlasov-{Darwin,Poisswell}

Afin d’obtenir une approximation du champ de force F*+1/2 = F(¢t"+1/2. ) on doit ap-
procher B™+1/2, —vgn1/2 BLIY et —c0, An /2,

Approximation de B"t1/2 et —V¢nt1/2 ;

Si on connait p"t1/2 (resp. j**1/2) on peut obtenir ¢"*t1/? (resp. B"T1/2) en résolvant (5.9)
(resp. (5.6)) par des méthodes classiques (méthodes spectrales, méthodes de différences finies
ou d’éléments finis, ...). La premiére facon de calculer p"*/2 (resp. j*+1/2) est de calculer le
moment d’ordre zéro (resp. d’ordre un) par rapport & la variable d’impulsion &€ de la fonction
de distribution fr+1/2 = fn (x —vAt/2,€). La seconde fagon est de prendre le moment d’ordre
zéro (resp. d’ordre un) par rapport a la variable d’impulsion &€ de I’équation de Vlasov (5.1),
puis d’intégrer le résultat sur 'intervalle de temps [¢", tntt/ 2]. Ces deux méthodes sont équi-
valentes & I'ordre deux en temps.

Approximation de E;L:zl/z et —ed,A"H1/2 ;

On traite seulement le cas du champ E,,;, car d’aprés ’équation (5.23), on observe que le
cas du champ —d; A est le méme probléme & condition de supprimer le terme —e202E;,.,. dans
Péquation (5.7). Calculons d’abord d;j. En multipliant (5.1) par ¢v et en intégrant en &, on
obtient

05 =4 | V(v Vuf)d+ alp, Bt el X B) — Ko (5.25)
R3
ou
¢ . / 3 2 2/ dg
= =, = —, K.p = ®v)f—, kel 5.29
P~k q/IR3 f’Yk Jrk q . Vf,yk g,k £q ]RS(V V)f,yk ( )
A partir des équations (5.7) et (5.28) on obtient

~AE,y, = £ (q/ V(v Vxf)dé — q(p,E +¢€j, x B) + K. 1E — afEW) (5.30)
R3

Si on sépare les parties solénoidales et irrotationnelles du champ électrique dans le second
membre de (5.30) on obtient

—AE;y + %EESOZ =S (531)
ou
Ks = 52 (qp’yI - Ks,l)
et
S = szq/ v(v Vi f)d€ — 52q(p,yEW +¢ej, xB)+ 52K571Em, — 5233Em. (5.32)
R3
Pour obtenir le champ E""'/2 on résoud I’équation (5.31) au temps t"+1/2. Les termes f(’g+1/2

sol
et S"11/2 gobtiennent en prenant les moments en & de 1’équation de Vlasov (5.1) et utilisant

des formules de différences finies.

5.2.Les modéles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell
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5.2.4 L’instabilité faisceau-plasma électromagnétique

Dans ce paragraphe on s’intéresse au cas test de l'instabilité faisceau-plasma électroma-
gnétique pour valider la méthode numérique. Ici on choisit un champ magnétique B = B,
paralléle & la direction z, tandis que le champ électrique E = (E,, E,) est perpendiculaire &
B.. Le champ électromagnétique (E,, E,, B.) dépend des variable x et y, alors que la fonction
de distribution est telle que f = f(t, z,y, vz, vy). La condition initiale est

f(0,2,v) = %(1 + accos(kzx) cos(kyy))

(vo—vo,1)2+v3 (va—vp,2)2+v
no1 T =t o, Nop —— gt 2 2
¢ i e vth,2 , V(z,y) €[0, L), Y(vz,vy) ER
Uth,1 Uth,2

ol vg,1 et vg,2 sont respectivement les vitesses moyennes du faisceau et du plasma; vep, 1 et vep 2
sont les vitesses thermiques; ng 1 et ng2 sont respectivement les densités initiales du faisceau
et du plasma. Les conditions aux limites en espace sont périodiques. Les paramétres ng 1, 19,2,
vp,1 et vg 2 sont choisis de telle sorte que la densité totale soit I'unité et que le courant total
soit nul, i.e.

ng1 +no2 =1 et ngi1vo,1 +no2v02 =0.

On suppose que les conditions initiales ont des densités homogénes, i.e. ng 1 et ng 2 ne dépendent
pas des variables de ’espace physique. La condition initiale modélise deux courants de particules
qui s’interpénétrent, 'un est porté par des électrons rapides, 'autre est porté par un plasma.
Afin d’obtenir un taux d’instabilité théorique, on part des équations fluides pour la dynamique
des particules, i.e.

6tpa + V 'ja = 07 8t£a + (éa : V)Ea = q(E + EVg X B)

ol jo = qNaVa = pPaVa, avec a = {1,2}. Les équations fluides sont couplées au champ élec-
tromagnétique en utilisant les modéles de Darwin et Poisswell. Aprés linéarisation du modéle
constitué par les équations fluides non relativistes et les équations du champ électromagné-
tique, en utilisant ¢ = —1, j = >",ja et p = >, pa le taux d’instabilité est la partie imaginaire
des racines (par rapport a la variable w) du polynome caractéristique défini par le détermi-
nant des matrices de dispersion Dy(By, po,a; Vo,a,w, k) (Darwin) et Dy(po.q, Vo,q,w, k) [33].
Les parameétres de la simulation sont L = 47 (k; = 0.5, ky, = 0.5) , ¢ = 0.01 et At = 1/4.
Pour le cas symétrique on prend les parameétres physique ng,1 = ng,2 = 0.5, vg,1 = —vp2 = 1,
Veh = Veh2 = 0.1, a = 10719, et v,00 = 3. Pour obtenir le taux d’instabilité analytique
on cherche les racines de 'équation (en la variable w) det(ID4(Bo, po,q, V0,4, w, k)) = 0 (resp.
det(IDy(po,q, Vo,a,w, k)) = 0) pour le couplage avec le modéle Darwin (resp. Poisswell). La
partie imaginaire non nulle des racines est pour les deux systémes 7 = 0.340. Pour cas
non symétrique on prend les parametres ng; = 10/11, noe = 1/11, vo1 = —0.1 vo2 = 1,
Veh1 = Vth,2 = 0.05, a = 1076 et vyes = 2. Le taux de 'instabilité électromagnétique faisceau-
plasma est pour les deux systémes v = 0.161. On observe que les résultats numériques sont en
bon accord avec les prédictions théoriques.

5.3 Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste

5.3.1 Introduction

Les modéles de Vlasov ont longtemps été utilisés pour étudier l'interaction laser-plasma
avec des lasers intenses & impulsion trés courte. C’est le cas pour les instabilités paramétriques,
les ondes de battement, la diffusion Raman et Brillouin ou les mécanismes d’accélération de
particules. Puisque les collisions peuvent étre négligées le modéle de Vlasov-Maxwell doit étre
utilisé. Malgré 'importance des résultats analytiques obtenus & partir des modéles fluides tels
que les relations de dispersion non linéaires, les taux d’instabilité, les modéles d’enveloppe, la

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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EMBP instability, symmetric case, Vlasov-Darwin

EMBP instability, symmetric case, Vlasov-Poisswell
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FIGURE 5.1 — Evolution du logarithme de 1’énergie magnétique dans le cas symétrique de
Iinstabilité électromagnétique faisceau-plasma

(a) Vlasov-Darwin

EMBP, non symmetric case, Vlasov-Darwin

(b) Vlasov-Poisswell

EMBP, non symmetric case, Vlasov-Poisswell
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FIGURE 5.2 — Evolution du logarithme de I’énergie magnétique dans le cas non symétrique de
I'instabilité électromagnétique faisceau-plasma
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partition de Manley-Rowe entre les photons et les plasmons ou les phonons, etc ... 'impor-
tance de l'interaction résonante non linéaire onde-particule conduit & une description cinétique
relativiste, i.e. ’équation de Vlasov-Maxwell, et donc nécessite d’avoir recours & la simula-
tion numérique pour en obtenir les solutions complexes. Cependant les simulations basées sur
les méthodes Lagrangiennes PIC (Particle-In-Cell) ne fournissent pas une description assez
précise des processus d’accélération des particules. En effet les codes PIC n’ont pas assez de
particules pour décrire de maniére détaillée et correcte la structure de l'espace des phases (sur
lequel la fonction de distribution est définie) o les particules et la vitesse de phase des ondes
sont comparables et ol les phénoménes de piégeage ont lieu. Pour des exemples de résultats
sur Uinteraction laser-plasma, qui utilisent des codes PIC on pourra consulter [136, 218, 45].
D’un autre coté, une résolution directe de ’équation aux dérivées partielles de Vlasov sur une
grille de l'espace de phases (codes Vlasov) s’est révélée étre un outil puissant pour étudier
en détail la dynamique des particules grace a la trés bonne résolution de ’espace des phases
[62, 204, 178, 29, 31]. Pour des résultats antérieures concernant 'interaction laser-plasma uti-
lisant des codes Vlasov on peut consulter [144, 145, 11|. Les simulations Vlasov ont lentement
remplacé les codes Lagrangiens PIC pour deux raisons principales : ’absence de bruit numé-
rique et la résolution trés précise de ’espace des phases, pour peu que la dimension de ’espace
des vitesses ne soit pas trés grande. L’efficacité des codes Vlasov (en terme de précision et de
ressources de calcul) est perdue lorsque le phénomeéne de filamentation de l'espace des phases
est trés développé, ce qui nécessite alors d’augmenter de maniére importante le nombre total de
points de I’espace des phases pour pourvoir suivre cette filamentation. Les modéles numériques
semi-Lagrangiens ne sont pas bien adaptés pour décrire des fonctions de distribution singuliéres
de type Dirac ou les filaments trés fins de ’espace des phases qui caractérisent ’accélération
de particules. Cependant on peut s’attendre a ce que le probléme soit résolu en introduisant
des grilles de I’espace des phases qui évoluent au cours du temps, avec des mailles petites dans
les régions ot la solution est singuliére et avec des mailles plus grossiéres dans les régions ot la
solution est plus réguliére. Cette stratégie semble prometteuse pour améliorer les codes Vlasov
en termes de performance et de précision. Dans ce paragraphe on introduit un maillage de
I’espace des phases a deux dimensions qui peut étre raffiné ou déraffiné adaptativement en
temps. Pour ce faire, on utilise les techniques basées sur l’analyse multi-résolution de L? en
ondelettes dans le méme esprit que les méthodes développées dans [19, 72, 139].

5.3.2 Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste

Dans ce paragraphe on présente le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste réduit que 'on
cherche & approcher. Comme ce modéle a déja été dérivé dans le Chapitre 2, Sec. 2.3, on donne
simplement le résultat. Si on considére un plasma unidimensionel (direction z) initialement
préparé de telle sorte que les particules sont divisées en M groupes de particules, chaque
groupe ¢, 1 <147 < M, ayant le méme moment canonique perpendiculaire initial P, = ;] ;,
alors le groupe de particules i a une distribution dans I’espace des phases (z,p,) donnée par
la fonction de distribution positive f;(t, x, p,) qui est régie par ’équation de Vlasov
Ofi | pz Ofi i < 10 Ofi

Ea: a_ o cl,g — A 2>
ot  my; Ox € +2m’yi 8w(9 Li—eAL(tz) Opa

=0, i=1...M (5.33)

ot le champ électromagnétique (E+ = E,+cB,, F + = F, + cBy, E;) est donné par les
équations de Maxwell

OE, a >
T % <Z ni(t,x) — n0> , ni(t,x) = / fi(t,x,ps) dpe, (5.34)

i=1
ou M
OF, 1
== J.lt, 5.35
O DL (5.35)
et M M
OE*  OE* 1 OF*  9F* 1
et = Jyy —Fee—=——> J.; 5.36
ot Cax 50; Y ot :Fcam 50; ’ ( )
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avec B =V x A, et E; = —09,A . Les densités de courant J,; et I ; = (Jy;, J,;) sont
données par

e [ dps

—00 g

et

oo d .
JL,i(t7x) = %(QCLJ - 6Al))/ fi(taxapm) ,]; .

%

(5.38)

o 2 =1+ p2/(m?c®) + (L., ; — eA | (t,x))?/(m?c?). Dans la suite nous considérons le cas
particulier M = 1, qui correspond & une fonction de distribution d’un plasma froid dans la
direction perpendiculaire. Puisque, on ne considére pas de flot moyen transverse on prend
P.1.1 = 0. Dans le contexte de l'interaction laser-plasma, ceci est cohérent avec le fait que
I'accélération des particules est trés forte dans la direction longitudinale du laser avec des
températures 7| > T'|, a condition que l'on puisse négliger les instabilités électromagnétiques
(instabilités de Weibel et de filamentation) transverses.

5.3.3 L’analyse multi-résolution de L? en ondelettes

Dans cette section on présente les idées principales et 1'outil, I’analyse multi-résolution en
ondelettes (MRA), que l'on utilise pour construire notre schéma adaptatif. On utilise ici des
ondelettes bi-orthogonales [73], qui peuvent s’obtenir de maniére systématique une fois qu’on
s’est donné une paire de fonctions d’échelles. La fonction d’échelle ¢ et sa fonction duale @
satisfont les équations d’échelles

o(xr) =Vv2 Z hnp(2x —n), et @ox) = \/iz B (22 — 1) (5.39)

neZ nez

ou les suites de coeflicients {hy, }ncz et {Bn}nez, appelées filtres, sont données (ou doivent étre
construits de telle sorte que les équations d’échelles (5.39) soient satisfaites). On définit alors de
nouveaux coefficients g, = (—1)"*thy_,, et §, = (=1)"*1hy_,,, ainsi qu'une paire d’ondelettes

Y(z) = V2 Z Inp(2z —n), et 7/;(‘%) =V2 Z Gnp(22 —n). (5.40)

n€EZ nez

De plus la paire de fonctions d’échelles (¢,p) et d’ondelettes (’L/J,’l/NJ) satisfont des relations
d’orthogonalité (propriétés de stabilité), i.e.

(W), =k) = oy (W()s @(- =k)) =0, {p(-), G- =k)) = So,ks (D), 0(- —k)) =0, (5.41)

ou (-, -) désigne le crochet de dualité entre deux fonctions duales. L’orthogonalité des équations
(5.41) implique des relations d’ “orthogonalité” au niveau des filtres, i.e.

Z = Z Indn+2k = 00k, Z hnGnyor = Z Gnhntar = 0.

neZ nez nez neZ

Si on utilise les notations ¢},(-) = 20/20p(27 - —k), @L(-) = 21/23(27 - —k), PL(-) = 27/2p(27 -
—k), Pl = Zj/QQEQj - —k) et si on definit V; = Span{¢! }rez, V; = Span{@]}rez,
W; = Span{4] }rez, W; = Span{iy}rez, alors d’apreés les relations d’orthogonalité (5.41) on
obtient la décomposition des espaces suivante

Vim=VieW;,  Vin=V,eW;o---a W,

Vin=V,eW;, Vin=VioW,o- oW,

avec j € ZetouW; L W;sii # jet Wi 1 W;sii# j. Les espaces V; sont définis sur des grilles
dyadiques G = {xfc =k277, ke Z} et satisfont les inclusions {0} C --- C V; C Vj41 C--- C

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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L?. D’aprés la décomposition des espaces précédente une fonction fj11 = Pji1f € Vji1 peut
s’écrire de maniére équivalente comme il suit

fin=Piaf = Yieza el
= Ykez ¥ + Yken G = Pf+2kez ]
= Dokez C?c@k_FZl:]ZkEZ G = Yi<i Yoken Gk

avec cff ={f, @i), di ={f, @Zi}, et ot P; désigne 'opérateur de projection sur V;. Comme on
travaille en deux dimensions de I’espace des phases, on peut construire une ondelette multi-
dimensionnelle a partir d’une ondelette unidimensionnelle en utilisant le produit tensoriel. Les
ondelettes bi-orthogonales que ’on choisit sont des ondelettes interpolantes, construites sur les
polynémes de Lagrange. En fait les interpolettes sont fondées sur un schéma d’interpolation
itératif dont l'objectif est de construire un interpolant a partir d’une suite de données. Le
schéma d’interpolation itérative de Lagrange, introduit par Deslauriers et Dubuc [87, 88|,
consiste en une procédure récursive pour trouver une fonction interpolante sur tous les points
dyadiques. L’algorithme consiste & insérer un coefficient prédit entre chaque paire de coefficients
déja existants. Puisque les coefficients déja existants ne sont pas modifiés, 'interpolation de
la fonction originale est préservée. Ces schémas d’interpolation itérative sont trés utilisés en
CAGD pour générer des courbes et des surfaces, par exemple on peut citer le schéma a quatre
points [100]. En Toccurence les filtres qui définissent notre paire de fonctions d’échelles et
d’ondelettes sont choisis tels que

h2n = 50,7“ hn = 50,717 §2n+1 = 50,7“ .§~72n = —Qn (542)

ou les coefficients a,, doivent étre prescrits. En utilisant la relation de bi-orthogonalité (5.41),
les équations d’échelles (5.39) et (5.40) et le filtre (5.42) on obtient

— <fj+1790k Z C]+1hl_ k j+1,¢g+1> ZC%JA}NL”_% _ C;:l

N, EZL nez
et
Jj 77 _ ji+1 ~j+1 +1  ~ Jj+1 ~
dy, = <fj+1v¢k> = E CJ gl 2k ) » Pl )= E C§n+2kg2n + Coptop+192n+1
n,lEZ nez
_ g+l j+1  _ j+1 J
= Copq1 — E anC;nJer Coky1 — E AnCpy
n=1-N n=1-N

J+1 J+1
= Cpg1 — P2N71(332k+1)

ot Pon_1 represente le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré impair 2N —1 centré sur
le point (302;€Ir +1)- Le coefficent dj représente donc exactement la différence entre la valeur de la
fonction dans ’espace V11 et sa valeur prédite a partir de V. Cette stratégie pour construire
W est en particulier intéressante pour le raffinement adaptatif puisque les coefficients di seront
petits 14 ou la prédiction & partir de V; sera bonne et seront grands ailleurs; il donne donc
un critére de raffinement naturel. En outre on peut passer d’une fonction définie sur une grille
dyadique & la méme fonction définie maintenant sur une grille dyadique de niveau inférieur par
Popérateur de projection (restriction) QZ] 't1- Réciproquement on peut passer d’une fonction
définie sur une grille dyadique & la méme fonction définie maintenant sur une grille dyadique
de niveau supérieur par ’opérateur de prédiction gsz *1.Si on considére deux grilles dyadiques
G; et G4 alors, les opérateurs de projection et prédiction qui permettent de passer de la
suite {c] }rez & la suite {c)"' }rez et réciproquement sont définis par

yi

i1 Gin — Gj

{a Y weny — {d | = i Yremy

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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et 4
‘@J‘Hl: Gj — Gjn
j+1
G = G,
o ! ‘ ‘
(hoen = A9 g = PGl
= XnnCpyy {kez}

L’ondelette ¢ peut se déduire facilement de ¢. En effet, puisque g, :'(—1)"‘*‘1]51,”, on a
gn = 01, et en utilisant les équations d’échelles (5.40) on a ) (z) = g@ézil(x) La fonction
d’échelle p posséde les propriétés suivantes

(i) support compact : @ est exactement nulle en dehors de U'intervalle [-2N + 1,2N —1].
(ii) interpolation : ¢ est interpolante par construction au sens o p(k) = do .

(ii) reconstruction polynémiale et précision d’ordre élevé : Les polynomes jusqu’'au degré
2N — 1 peuvent s’exprimer comme une combinaison linéaire des fonctions d’échelles, i.e.

Z(lﬂ‘j)q(pi(x) =29 for 0<g<2N.
kEZ

(iii) régularité : On a typiquement ¢ € €%, ot @ = a(N). On sait que «(2) < 2 et que a(N)
croit linéairement avec N. Pour plus de détails sur 'analyse de régularité des ondelettes
on peut consulter [71, 81].
On choisira ici N = 2 et les coefficients a_1 = as = —%, ag = a1 = 1—96 et a, = 0 pour
les autres. Pour une discussion sur le seuillage, la précision, ’adaptativité et 'optimalité de la
méthode on peut consulter [36].

5.3.4 Approximation numérique adaptative

Cette section est dédiée a la description globale de la méthode semi-Lagrangienne adapta-
tive.

Etape 1. Initialisation. Soit j le niveau de la grille la plus grossiére et J le niveau le plus
fin. Dans la phase d’initialisation, on calcule d’abord la décomposition en ondelettes de la
condition initiale fy qui est connue analytiquement. Elle est ensuite compressée en sup-
primant les détails qui sont plus petits qu’un certain seuil ¢y que 'on fixe. On construit
alors un maillage adaptatif GSO. Parmi tous les points possibles entre le niveau le plus
grossier et le plus fin, le maillage GSO contient seulement ceux du plus bas niveau et ceux
qui correspondent aux détails au-dessus de seuil €y. A partir de la décomposition en onde-
lettes compressée de fo on calcule le moments p%, J? et JY en utilisant la méthode décrite
dans [36]. On résout I’équation de Poisson (5.34) pour obtenir E2. On obtient alors B2
en résolvant I’équation d’Ampére (5.35) selon le schéma E;/Z(x) = EV(x) — At J2/(2¢0).
De plus on suppose qu’on connait des expressions analytiques pour E+0, F£0 g+-1/2
F+=1/2 et AY . Toutes ces hypothéses permettent de démarrer le code de maniére auto-
cohérente. En fait les quantités E,, ET et F* sont calculées au temps t"~1/2 et les
quantités f et A sont calculées au temps . On suppose qu’on connait les quantités
ERTY? pEn-1/2 pEa-1/2 ™ A" et G™ alors le schéma numérique ci-dessous permet
d’obtenir les mémes quantitées au pas de temps suivant.

Etape 2. Intégration du champ électromagnétique. A partir de la décomposition d’on-
delettes compressée f™ connue sur le maillage adaptatif G on calcule de maniére adapta-
tive (cf [36]) les moments p”, J2 et J% . Alors les champs (E+7+1/2 pHn+1/2) of En?
sont calculés en intégrant respectivement les équations (5.36) le long des caractéristiques
x+ct = constante et 'équation d’Ampére (5.35) sur l'intervalle de temps [t"~1/2 ¢n+1/2]

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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en utilisant une formule de quadrature d’ordre deux en temps, i.e.

Ept (@) = EpTV(a) - AtJ(x)/e0,
EET2(p 2 eAt) = EF"TV2(2) — At (z £ cAt/2) /e,
FEMY2(pxeAt) = FE"Y2(z) — At JM (@ T cAt/2) /<.

On peut faire alors une intégration exacte le long des caractéristiques en utilisant le pas
d’espace Ax = cAt, et par conséquent on obtient

0 (2 cAL/2) = % (Jr(x+ A)+ M2)), Sz FeAt2) = % (' (2 F Az) + I ().

Pour I'étape de prédiction on a besoin de connaitre (E+™, F¥7) et E7. Ils sont obtenus
par moyenne, i.e.

Er(x) = o (E27Y2(x) + EZTY%(2))

1
2
et

n 1 n— n n n— n
BE ({E) _ 3 (Ei, 1/2(1,) —I—Ei’ +1/2(£C)), s (x) _ (Fj:, 1/2($) +Fi7 +1/2($)).

N =

Etape 3. Prédiction. On prédit les positions des points (z,p,) de espace des phases ou
les détails seront importants au temps t"T1 en avancant les caractéristiques venant des
points du maillage G, . Ce nouveau maillage est désigné par G¢. . Pour cela on utilise un
schéma d’Euler en temps, i.e.

=y AtF(t", 2™)

Pa(t)
mmyi (t, x(t) y Pz (t)) 7

(AL x BL)(tx(t))))
’Yl(taz(t)vpr(t)) 7
avec la notation 2™ = z(t"). Afin de capturer les nouvelles petites échelles et donc de

nouveaux phénomeénes physiques, on retient les points du maillage & un niveau plus fin
que celui du point de départ [36] autour de l'origine de la caractéristique [27].

() = (a(0) (1)), F(t.2(0) = ( e (Butt,2() -

Etape 4. Construction du maillage 620. A partir du maillage prédit 5?0, on construit le
maillage 520 ou les valeurs de la fonction de distribution au prochain pas de temps seront
calculées. Puisque le maillage 5’?0 n’est pas bien adapté a la décomposition en ondelettes,
on construit un arbre complet CAJ?O qui contient exactement les points nécessaires pour

calculer la transformée en ondelettes de f*! aux points de G¢, -

n+1/2
1L

Etape 5. Transport-Interpolation. On a d’abord besoin de calculer A . Pour cela

on utilise un schéma centré en temps 0;A;, = —E . On obtient alors
AT (@) = AT (2) - At BT (),
et finalement ATrl/ 2 (z) est construit en utilisant une moyenne,

ATT2(2) = (AT (@) + AT (2).

N |

On remonte les courbes caractéristiques qui se terminent aux points de 6320 sur un pas
de temps At, pour trouver l'origine de ces caractéristiques z". En intégrant I’équation
différentielle ordinaire non linéaire d;z(t) = F(t, 2(t)) sur I'intervalle de temps [t", " 1],
en utilisant la formule de quadrature du point milieu et I’approximation du second ordre

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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en temps 2"t1/2 = (2"*1 4 2")/2 on est conduit a résoudre un probléme de point fixe en
0z
6z = AtF ("2 nFl _52/2)

ot on pose dz = z"t1 — 2. Ce point fixe peut étre résolu par un algorithme de Newton.
On peut alors interpoler la fonction de distribution a ’origine des courbes caractéristiques
en utilisant la décomposition en ondelettes de f" sur le maillage G¢, , pour obtenir frort

sur le maillage é\?o.

Etape 6. Transformée en ondelettes et compression. On calcule les nouvelles suites
. 5n+1 £,n+1
de coefficients {c,7C }kezz’ {dk }k€Zz’Z€[j”]7l]

de f**! connues sur le maillage 6?0 On élimine alors les points de 5?0 ou les détails
dZ,nJrl
k

aux points de G7, a partir des valeurs

sont inférieurs au seuil ¢, = 27¢4(1/2=1/P)¢; du niveau ¢ (cf [36]) et on obtient
le nouveau maillage adaptatif G'QO“. Finalement la boucle de l'algorithme se referme en
revenant a l’étape 2.

5.3.5 Simulations de l’interaction laser-plasma

Afin de montrer 'efficacité de notre algorithme et sa précision d’ordre élevé on a réalisé
des simulations qui analysent en détail la dynamique onde-particule rencontrée dans le régime
relativiste de I'interaction laser-plasma avec des plasmas sur-denses. Quand une onde électro-
magnétique se propage dans une couche de plasma, elle devient paramétriquement instable. A
de faibles densités ces instabilités sont celles de la diffusion Raman stimulée (SRS). Lorsque les
densités sont importantes les effets relativistes donnent lieu & des instabilités modulationelles
relativistes (RMI).

5.3.5.1 L’instabilité paramétrique relativiste

Dans ce paragraphe on simule I'instabilité modulationnelle relativiste générée par une onde
pompe (wp, ko) ultra intense dans une boite périodique. L’onde électromagnétique pompe
(wo, ko), polarisée circulairement & droite (v = +1) et vérifiant la relation de dispersion
w2 = w;‘;/’)’o + k2%, avec 42 = 1+ p2,./m?c® = 1+ a2, est initialisée avec une amplitude

@y = Posc/mc = /3, selon I'expression
E,(t=0,z) = Eycos(kox), E.(t=0,z)=vEsin(kox).

Les conditions initiales pour le champ magnétique sont telles que

k k
B,(t=0,z) = —vE 2 sin(koz), B.(t=0,z) = Ey— cos(koz).
wWo wo

et pour le potentiel vecteur transverse A |, elles sont données par

Ay(t=0,z) = o sin(koz), A.(t=0,2)= —V% cos(kox).
wo wo
La discrétisation de l’espace des phases est choisie de la maniére suivante. Le niveau de la
grille la plus grossiére est j, =6, jp, =7 (NzNp, = 64 x 128), et le niveau de la plus fine est
Jr =9, Jp, = 10, soit trois niveaux de raffinement adaptatif possible. Le seuil ¢ est fixé &
1076, Dans cet exemple numérique on choisit une fonction de distribution Maxwellienne comme
condition initiale, avec une température Tj| = 3keV, i.e vs, = 1/3/511. La relation de dispersion
numérique donne un taux d’instabilité maximum v/w, = 0.409 pour kp,qe.c/w, = 1.469 alors
que le taux obtenu numériquement est 0.403, soit moins de 1.5% d’erreur. On peut observer la
croissance de I'énergie électrique sur la figure 5.3. Puisque le mécanisme de génération d’ondes
est résonant, 'onde croit exponentiellement jusqu’a ce que les effets non linéaires entrainent le
déferlement des ondes et saturent la croissance de I'onde plasma autour du temps ¢ = 90w,, LA
la saturation, 'onde plasma a assez d’énergie pour piéger les particules et entrainer la formation

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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de vortex dans l'espace des phases. De la figure 5.4 a la figure 5.6 on observe la fonction de
distribution (& gauche) dans l'espace des phases (z,p,) et le maillage adaptif de 1’espace des
phases associé (a droite).

Parametric instability

Vineory = 0.409

y =0.403

numeric

log( Electric Energy )

1

time in w_
. P

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140

FIGURE 5.3 — Taux d’instabilité et énergie électrique

1000 "Adaptive_Grid"

T T
Z axis - .
[ Px Py - axis

o = N O M O O

FIGURE 5.4 — f(t,x,p.) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps ¢ = 90.24w, "

5.3.5.2 La transparence auto-induite et les ondes KEEN

Pour ce cas test on prend une couche de plasma fini avec des conditions aux limites transpa-
rentes. La fonction de distribution est fixée aux deux bords © = 0 et = L par f(t,z,p,) = 0.
L’onde électromagnétique peut se propager dans le systéme en entrant par le bord gauche et en
sortant par le bord droit. Pour une onde polarisée circulairement le champ électromagnétique

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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Py - axis

1000
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1000 px- axis "Adaptive_Grid"
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FIGURE 5.6 — f(t,x,p,) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 100.65(,0171

est donné par

ET(t,z = 0) = 2E prof(t) cos(wot), E~(t,x =0)=0,
F~(t,2 =0) = —2vEy prof(t) sin(wyt), F*(t,x =0) =0,

et le potentiel vecteur par

E E
Ay(t,z=0) = —w—oprof(t) sin(wot), Ay(t,z =0) = —Vw—oprof(t) cos(wot),
0 0

ol le profil en temps est donné par prof(t) = sin?(7t) /27 pour t < 7 et prof(t) = 1 pour t > 7
(r = 50w, 1. 11 est bien connu qu’une onde électromagnétique a haute fréquence avec une
fréquence plus petite que la fréquence plasma (wy < wp) ne peut pas se propager. Cependant
si l'intensité de I’onde pompe est suffisamment intense pour rendre les électrons relativistes
la fréquence de coupure décroit & cause de variation de la masse relativiste. Ici une impulsion
laser se propage dans la direction z dans un plasma sur-dense inhomogéne ou la densité d’
électrons est telle que ng/n. = 1.20. La condition initiale pour les électrons est un équilibre
Maxwellien avec T)) = 20keV. La grille la plus grossic¢re est telle que NN, = 256 x 64, alors
que le nombre de niveau de raffinement possible est de trois. Le seuil €g est fixé & 1078, Dans
une premiére étape de pénétration de I'impulsion laser (sur I'intervalle de temps [0, 550w, !]),
un effet Doppler relativiste a lieu au niveau du front d’onde mobile et entraine un phénomeéne
de battement d’ondes entre 'onde pompe et 'onde réfléchie (Fig. 5.7). Ce battement d’ondes
conduit a la formation de vortex. Une fois que 'onde pompe a complétement traversé le plasma,
celui-ci devient sous-dense et une nouvelle instabilité paramétrique a trois ondes se développe
donnant lieu & une onde plasma électronique de type acoustique qui chauffe le plasma de
maniére cohérente et génére des structures de piégeage (vortex). Ce phénomeéne s’appelle la
transparence auto-induite [1, 116]. Ces structures de piégeage dans lespace des phases (Fig.
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5.8), sont associées a l'excitation de modes électroniques non linéaires auto-entretenus (ondes
KEEN, cf section 2.6.7) . Ces résultats sont similaires a ce qu’on a obtenu & partir d’un code
semi-Lagrangien du méme type (schéma en temps “leap-frog” pour lintégration du champ
électromagnétique, méthode semi-Lagrangienne sans splitting, intégration des caractéristiques
par résolution d’un probléme de point fixe, interpolation par splines cubiques) sur des grilles
uniformes [117].
T T T T 20 25 T T T 20
- - axis
| Px-axis | , | Px | s
L 110 15 - 4 10
- 45 1 r 415
N 10 05 . 1° E
L {5 0 - 1{-s
- 410 - - -10
- X - axis o -1s r X - axis 1 -15
1 L 1 1 .20 L 1 1 L -20
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
FIGURE 5.7 — (t,x,p,) aux temps t = 205.w, " (gauche) et t = 307.6w, ' (droite)
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FIGURE 5.8 — (t,x, p;) aux temps t = 1128.u)p_1 (gauche) et t = 1333.w;1 (droite)

5.3.5.3 Champ de sillage d’une onde laser et accélération relativiste de particules

Dans ce cas test on s’intéresse a la génération d’un champ de sillage par une onde laser qui
semble étre une bonne stratégie pour accélérer des particules a des vitesses relativistes [101].
Une onde laser qui a un profil Gaussien en temps, ultra intense et a longueur d’onde ultra courte
entre par le bord droit de la boite de simulation et se propage d’abord dans le vide avant de
pénétrer un plasma sous-dense. L’accélération sera maximum si la force pondéromotrice pousse
les particules sur une longueur égale & A, /2 (ot A, la longueur d’onde de l'onde plasma) et si ces
particules sont ralenties sur une méme longueur. Par conséquent on a besoin d’une impulsion
laser de largeur 7 = 27/w,, afin que les électrons oscillent a la fréquence plasma w,. Comme
dans la section 5.3.5.2, la fonction de distribution des électrons initiale est une Maxwellienne
avec une température de 3keV , modulée en espace par une densité inhomogéne. Les conditions
initiales pour le champ électromagnétique E*, F* et A | sont les mémes que dans la section
5.3.5.2 excepté que maintenant le profil est Gaussien, i.e. prof(t) = exp(—a(t — 7/2)?) pour
t < 7 et prof(t) = 0 pour ¢ > 7. L’impulsion laser est une onde polarisée circulairement avec
une intensité ag = /3/2 et la densité du plasma est telle que ng/n. = 0.1. L’espace des phases
est échantillonné avec une grille grossiére N, N, = 1024 x 256 et trois niveaux de raffinement
possible. Le seuil €q est fixé 4 1078,

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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La force pondéromotrice associée au laser pousse les électrons en avant et la réponse du plasma
est la génération d’'un champ électrique longitudinal qui tend a s’opposer & ce mouvement.
Durant cette propagation dans le plasma, I'impulsion laser laisse dans son sillage une onde
électrique longitudinale de vitesse de phase v, = c et de longueur d’onde A,. De la figure
5.9 a la figure 5.11, on observe la modulation de la fonction de distribution dans I’espace des
phases (z,p;) & des temps différents. Sur la figure 5.9 les pics de la fonction de distribution
sont typiquement associés au processus de déferlement des ondes qui est suivi par un forte
accélération des électrons dans le champ de sillage de 'onde laser jusqu’a I'impulsion p, /mc =
30. Sur les figures 5.10 et 5.11 (droite) on observe le processus de piégeage des particules qui
a lieu entre les positions zw,/c = 110 et zw,/c = 160 au temps t = 176w51. Sur la figure 5.11
(gauche) on observe que les électrons sont bien accélérés le long d’une ligne droite comme on
peut aussi le constater dans des codes PIC [149, 203]. Par conséquent notre schéma adaptatif
est capable de décrire les mémes fins filaments que reproduisent les codes PIC, alors que cela
serait pratiquement impossible avec un maillage fixe de 'espace des phases. L’avantage de
I’adaptativité sur les méthodes Euleriennes classiques qui sont construites sur un maillage
fixe est qu’on peut suivre ’évolution de ces structures trés fines, comme ces filaments étroits
associés a Iaccélération relativiste des particules, avec un cofit de calcul réduit et une capacité
de mémoire faible.
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FIGURE 5.10 — f(t, 2, p.) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps ¢t = 176.w, !

5.3.6 Analyse de performance

L’analyse de performance présentée dans cette section a été réalisée sur la machine Za-
hir (IBM eServer p690, p690+, & p655) de 'IDRIS (Institut du Développement et des Res-
sources en Informatique Scientifique, CNRS, France). Le calculateur Zahir est un systéme multi-
processeurs & mémoire partagée de 1024 processeurs Power4 et Powerd-+. Avec une fréquence de

5.3.Le modéle de Vlasov-Maxwell relativiste
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FIGURE 5.11 — Agrandissement local de I'espace des phases

1.3 GHz, la performance théorique de créte est de 5.2 Gflop/s par processeur. L’instruction de
niveau 1 & une taille de 64 KB et le cache une taille de 32 KB, alors que le cache et I'instruction
secondaire ont une taille de 1.5 MB. Méme si notre schéma semi-lagrangien adaptatif décrit
dans la section 5.3.4 et notre code semi-Lagrangien non adaptatif sur maillage uniforme [117]
sont implémentés en paralléle, toutes les simulations de ce paragraphe on été réalisées avec un
seul processeur afin de mesurer 'efficacité intrinséque de chaque algorithme numérique et non
la méthode de parallélisation. Pour chaque cas test on présente le temps consommeé en seconde
aprés 1600 pas de temps. On compare alors le temps donné par deux schémas numériques. Le
premier noté “S.-L.-adaptatif” est décrit dans la section 5.3.4. Le second, noté “S.-L.-uniforme”
est un schéma semi-Lagrangien classique sur un maillage uniforme [117]. Dans [117], le schéma
semi-Lagrangien qu’on a développé est basé sur une grille uniforme de I’espace des phases alors
que linterpolation de la fonction de distribution a l'origine des caractéristiques - calculées
comme la solution d’un probléme de point-fixe grace & un algorithme de Newton - est réali-
sée avec des splines cubiques. Les notations ILPP%RPI, ILPO%SIT and ILPO%LWF référent
respectivement aux cas tests 5.3.5.1, 5.3.5.2 et 5.3.5.3. Pour le cas ILPP%RPI, lalgorithme
adaptatif démarre avec une fonction de distribution de 2° x 29 points; les niveaux j, = 6 et
Jjp. = 10; trois niveaux de raffinement ; et un seuil ¢ = 107%. On désigne cette grille adaptative
par 263 x 21043 Dans le cas ILPO%SIT on prend une grille adaptative 2873 x 283 et un
seuil g = 1078, Notons que la taille de la grille uniforme correspondante est pour le schéma
“S.-L.-uniforme” de 2!! x 211 points. Pour le dernier cas ILPO%LWTF le seuil ¢ est fixé & 1078
et la grille adaptative est 21973 x 2843, Les temps de calcul sont résumés dans le tableau 5.1.

Cas test. Scheme
S-L.-adaptatif [ S.-L.-uniforme
ILPP%RPI | 30005 (50m) 52805 (1h23m)

ILPO%SIT | 6060s (1h41m) | 8220s (2h17m)
ILPO%LWE | 23760s (6h36m) | 32992s (9h10m)

TABLE 5.1 — Temps de calcul en secondes

5.4 Le modéle de Vlasov-gyrocinétique

5.4.1 Introduction

Le CEMRACS 2003 marque le début de ma collaboration avec 1’équipe “gyrocinétique”
du CEA Cadarache (IRFM), constituée entre autres de Xavier Garbet, Philippe Ghendrih,
Virginie Grandgirard et Yanick Sarazin. Aujourd’hui cette collaboration se poursuit sous la
forme d’un contrat EURATOM-LRC. Pendant 1’été 2003, lors du CEMRACS j’ai travaillé

L o = v w &~ o
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avec Virginie Grandgirard pour mettre au point et améliorer la méthode numérique semi-
Lagrangienne qui est maintenant le coeur du code GYSELA développé au CEA Cadarache
[131, 133]. C’est sur la base de cet algorithme que le code GYSELA a poursuivi ses développe-
ments récents [197, 113, 132], notamment avec I'ajout des effets de courbure et de gradient du
champ magnétique. Le code GYSELA résoud les équations de Vlasov-gyrocinétique en géomé-
trie torique (équations (3.1) et (3.6)) et en géométrie cylindrique (équations (3.5)-(3.6)). Dans
cette section nous présenterons l'algorithme de résolution et des résultats numériques dans le
cas cylindrique. Comme nous ’avons déja expliqué dans l'introduction du Chapitre 3, I’étude
de la turbulence gyrocinétique (générée par les micro-instabilités qui se développent au sein
du plasma) est primordiale pour calculer les diffusivités thermiques turbulentes dont dépend
le temps de confinement de 1’énergie dans un plasma de fusion. L’approche cinétique apparait
essentielle car U'interaction résonante non linéaire onde-particule joue un réle important dans
la quantification du niveau de la turbulence.

5.4.2 Approximation numérique

Dans ce paragraphe on présentera briévement la méthode pour résoudre les équations (3.5)-
(3.6) car elle repose sur les mémes ingrédients que celle développée pour les systémes Vlasov-
Darwin et Vlasov-Poisswell dans le paragraphe 5.2.3. Puisque le champ de vecteur qui génére
le flot Lagrangien dans ’espace des phases est a divergence nulle (propriété d’incompressibilité
de V’espace des phases), i.e.

VL . (mZLVE) + 82(””) + 81;“ (\ZLEZ) =0

alors ’équation de Vlasov-gyrocinétique peut se réécrire sous la forme conservative suivante

6tfu +Vy- (juVEfu) + 8z(v\|fu) + ﬂavu (juEHfu) =0 (5-43)

m;

L’équation (5.43) peut étre résolue (cf [145]) en la décomposant (“splitting” en temps) en trois
équations de transport écrites sous forme conservative

8tf;t +V,- (jMVEfM) = 0, (544)
8tfu + 0, (Ul\fu) = 0, (545)
00t + %&j” (JuEyfs) = O (5.46)

Puisque ona V| -(J,ve) =0, 0;(v)) = 0 et 9,, (T, L) = 0, le sytéme conservatif (5.44)-(5.46)
est équivalent aux équations de transport suivantes écrites sous forme advective

Ofu+IuwveVify = 0 (5.47)
atfu + Uﬂazfu = 0 (548)
atfu + %jMEHa’u” fu = 0 (549)

ou J,vg = vz,Eg. Puisque la fonction de distribution est constante le long des courbes ca-
ractérisques associées a chaque opérateur de transport, le schéma numérique est basé sur la
résolution des trois équations d’avection (5.47)-(5.49) par une méthode semi-Lagrangienne en
arriére, c’est a dire en résolvant 1’origine de I’ensemble des courbes caractéristiques associées a
chaque équation de transport du premier ordre, qui se terminent en un point du maillage sur
un pas de temps fractionnaire comme cela est fait dans la section 5.2.3.1. Soit 7, ¢(t) l'opéra-
teur d’évolution associé & I’équation de transport (5.47), 7, (t) 'opérateur d’évolution associé a
l’équation de transport (5.48) et T, (t) opérateur d’évolution associé a I’équation de transport
(5.49). Le splitting de Strang qui permet d’obtenir une approximation d’ordre deux en temps
de Popérateur d’évolution global 7 (¢) s’écrit

T(2At) = T, (At) o T.(At) 0 Tp 9 (2At) o T.(At) o Ty, (At) + O(AL?). (5.50)
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La résolution des courbes caractéristiques (ici des droites) associées aux équations de transport
(5.48) et (5.49) est immédiate puisqu’il s’agit d’advections a coefficients constants. Par contre
la résolution des courbes caractéristiques associées a 1’équation de transport (5.47) est plus
délicate. En effet si considére Paction de l'opérateur d’évolution 7, 9(2At) entre les instants
t — At et t + At, la valeur du champ électrique au temps ¢ est nécessaire si on veut conserver
un schéma d’ordre deux en temps (formule de quadrature du point milieu en temps). Cette
valeur est calculée en utilisant deux fonctions de distribution décalées entre elles d’un pas de
temps At. En utilisant une approximation parabolique pour approcher la caractéristique au
temps t et puisque ’équation différentielle du premier ordre des courbes caractétistiques est a
la fois & condition finale et initiale on est amené a résoudre un probléme de point fixe par une
méthode de Newton ou de Taylor. L’interpolation de la fonction de distribution a ’origine des
caractéristiques est réalisée en reconstruisant la fonction de distribution sur tout ’espace des
phases par des splines cubiques. En ce qui concerne le champ et le potentiel électrique ainsi que
lopérateur de gyromoyenne, ils sont résolus comme cela a été fait dans le paragraphe 3.10.1
du Chapitre 3.

L’algorithme global de résolution s’écrit de la maniére suivante. Si on suppose que 'on
connait la fonction de distribution au temps t"~! et t”, alors on effectue les étapes suivantes

1. On calcule J,E(t") & partir des fonctions de distribution f,(t") et de I’équation de
quasi-neutralité (3.6) ou cette derniére et opérateur de gyromoyenne sont résolus dans
le paragraphe 3.10.1.

2. On calcule les fonctions de distribution f*! = f,(t" 4+ At) en utilisant les fonctions de
distribution f[}’l = fu(t" — At) et le champ électrique J,E(t") selon l'algorithme de
décomposition (5.50) et le principe semi-Lagrangien décrit plus haut, i.e.

° f;(tl)(ragazvvl\) = 1, (At fy = fi(r,0,z,0) — AtF, E.(t")).
o [P0, 20) = TAAOSY = [0,z = vjAt,v)).
SO0 2) = T80/

= [P0t yh), 06", y%), 2,v))

avec r = /22 + 92, 0 = arctan(y/z), X* = (z*,y*) = X — 2d*, ou X = (z,y) est un
point du maillage M}, et d* = (d}, d; ) est la solution du point fixe d = Atv 7 g(t", X —d)
en la variable d, résolu par une méthode de Newton ou de Taylor.

° fﬁ4)(r,9,z,v“) ’Z;(At)fl(f’) = flg?’)(r,e,z — v At, v))).
o [T r,0,2,v) = T, (A)FY = f(r,0, 2,0 — AT, E.(t")).

m

3. Algorithme leap-frog :
Ju (") est remplacée par f,(t")
fu(t") est remplacée par f,(t"*1)

5.4.3 Instabilité ITG

Le cas physique que I'on étudie est I'instabilité de gradient de température ionique aussi
traité dans le paragraphe 3.11.2 du Chapitre 3. La condition initiale est semblable & celle du
paragraphe 3.11.2.

5.4.3.1 Reégime linéaire

La validation de la phase linéaire est réalisée en vérifiant le taux de croissance du mode
(m,n) = (8,2) dont la valeur analytique est égale & v = 6.259 x 1073 [131]. Le taux numérique

5.4.Le modéle de Vlasov-gyrocinétique
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At/ 0.1 0.5 2 8 10
max(R(LY)) en % 1.7x107% 79x107% 27x107% 31x10"* 3.4x1073
max(R(L?)) en % 2.6 x107% 1.8x1072 25x107% 22x107° 22x107°
max(R(S)) en % 1.8x1077 9.0x107° 45x107* 54x107* 6.0x 1074
max(R(Eor)) en % 1.76 13.3 60 93 97

TABLE 5.2 — Valeurs maximum entre ¢ = 0 et ¢ = 3000/ des erreurs relatives en pourcentage
de la norme L', la norme L?, Ientropie S et ’énergie totale o

Ynum €st calculée par une interpolation linéaire entre 'instant initial ¢ = 0 et l'instant final
de la phase de croissance exponentielle de I’énergie électrique ¢t = 500/Q0 (€ est la fréquence

cyclotronique), i.e. Youm = T <ln (\/f d9dz|¢(r0,9,z)|2> - 6). La valeur numérique obtenue

est égale & 6.15 x 1073, ce qui est en bon accord avec la valeur analytique (erreur relative de

2%.

5.4.3.2 Reégime non linéaire

La structure Hamiltonienne du systéme Vlasov-gyrocinétique (3.5)-(3.6) implique que I’éner-
gie totale Eot = Exin + Epot OU

Q; 1 i Q;
Exin = 27r? Z / fu (uB + imiv@ dv et Epor = %/ 277? Z /jufﬂdvﬂ —n4o | ¢dr
' pes v pe=E

avec dV = drdv| = rdrdfdzdv|, est conservée ainsi que I'entropie cinétique et toutes les normes
L? de la fonction de distribution f,.

Le tableau 5.2, donne erreur relative, notée R(Z), de certains invariants Z pour une dis-
crétisation de l'espace des phases de 64 points dans chaque direction. Les résultats du tableau
5.2 montrent que le code semi-Lagrangien conserve un certain nombre d’invariants du systéme
avec une bonne précision. Pour un pas de temps At = 0.1/Qp, la norme L', la norme L? et
I’entropie sont conservées avec une erreur relative inférieure a 0.3%. L’erreur relative de 1’éner-
gie reste en dessous de 2% pendant toute la phase non linéaire. Les valeurs maximum (prise
entre t = 0 et t = 3000/€) des erreurs relatives, reportées dans le tableau 5.2 montrent que
les tests sur la conservation des normes LP (p = 1,2) et de l'entropie sont nécessaires pour
la validation du code dans la phase non linéaire mais ne sont pas suffisants. En effet pour un
pas de temps At = 10/wy ces trois quantités sont conservées avec une précision meilleure que
0.004% alors que ’erreur relative sur I’énergie totale atteint une valeur inacceptable de 97%. La
conservation de ’énergie totale apparait comme le test de validation le plus difficile & réaliser.
L’évolution temporelle du flux de chaleur

Q; 1 9 do dz
Qt,r) = QWE ;/fﬂ </LB + EmivH) VI.E " ergfz

au point r = 7o et de I'énergie potentielle Eyot(t) sont tracées sur la figure 5.12 pour quatre
pas de temps At = 0.1/wg, At = 0.5/wp, At = 2/wy et At = 8/wy. Cette figure montre
qu’une erreur relative de 93% sur 1’énergie totale entraine des modifications significatives sur
les résultats physiques. Cependant une erreur relative de I’énergie totale autour de 10% conduit
a de faibles différences du flux de chaleur et de ’énergie potentielle Fig. 5.12.

Le code ne permet pas seulement de conserver 1’énergie totale avec une erreur relative
inférieure a 2% (pour At = 0.1/wp) mais permet aussi de simuler la turbulence dans le régime
non linéaire lorsque celle-ci est bien développée. En effet la figure 5.13 montre 1’évolution de
Pénergie cinétique, potentielle et totale jusqu’au temps ¢ = 9500/Q¢ pour le maillage (128 x
256 x 128 x 64) dans les directions (r, 0, z,v||) et un pas de temps At = 0.5/wp.
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FIGURE 5.12 — Evolution en temps du flux de chaleur @ (a) au point r = r¢ et de 1’énergie
potentielle (b) pour quatre pas de temps At = 0.1/wg, At = 0.5/wp, At = 2/wy et At = 8/wy.

s ‘potentiél energy
201 ——— kinetic energy
—— total energy

0 2000 4000 6000 8000 10000
time x£2,

FIGURE 5.13 — Evolution de I'énergie cinétique, potentielle et totale pour un maillage (128 x
256 x 128 x 64) dans les directions (7,0, z,v|) et un pas de temps At = 0.5/wy
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Conclusions et perspectives

Comme nous venons de le voir ce travail regroupe un ensemble de résultats dans le domaine
des mathématiques appliquées a la physique des plasmas, allant de la modélisation mathéma-
tique & la simulation numérique des modéles en passant par ’analyse mathématique de ces
modéles et des méthodes numériques que ’on a développées pour les résoudre.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. En premier lieu un effort important de
recherche sera mis sur la modélisation mathématique et la simulation numérique de plasmas
magnétisés de fusion & travers les modeéles gyro-water-bag et les modeéles gyrocinétiques en
variables non canoniques classiques ou en variables action-angle. On souhaite tout d’abord
ajouter les effets de courbure et de gradient du champ magnétique ce qui est déja en cours
pour l'analyse linéaire. Par ailleurs on a commencé une étude comparative entre les modéles
réduits gyro-water-bag et le modeéle Vlasov-gyrocinétique dans le cas de la géométrie cylin-
drique pour valider ce concept de réduction dans des situations physiques réelles. En outre la
comparaison des divers modéles réduits obtenus, leurs analyses mathématiques et leurs approxi-
mations numériques restent une perspective de recherche trés riche. Comme nous ’avons vu
les méthodes numériques développées pour la physique des plasmas s’appliquent aussi dans le
cadre de l'astrophysique, c¢’est pourquoi nous souhaitons aussi développer cet axe de recherche.
En ce qui concerne U'interaction laser-plasma (fusion par confinement inertiel) nous souhaitons
enrichir la physique de nos modéles en ajoutant la dynamique Vlasovienne des ions, et une des-
cription cinétique de la dynamique transverse, ce qui nous conduira & considérer de nouveaux
algorithmes numériques pour résoudre ce probléme de dimension supérieure. Nous souhaitons
aussi développer de nouvelles méthodes numériques paralléles performantes sur des maillages
adaptatifs et sans maillages pour la physique des plasmas fondamentale. Enfin un dernier axe
de recherche concerne certains problémes fondamentaux en physique des plasmas, comme le
traitement de la filamentation, la validité de ’approche statistique (équation de Vlasov) lorsque
les effets de grains (corrélations multiples) existent et la validité de la théorie quasi-linéaire sur
laquelle repose un grand nombre de développements analytiques et numériques en physique
des plasmas.

Les travaux futurs s’inscriront dans le cadre d’une collaboration pluridisciplinaire associant
des chercheurs de I’équipe “Plasmas Chauds” de I'Institut Jean Lamour via le projet STeFI
(Sciences et Techniques de la Fusion-ITER), des mathématiciens appliqués du projet INRTA
CALVI (CALcul et VIsualisation) localisé a Nancy (Institut de mathématique Elie Cartan
de Nancy, IECN) et Strasbourg (Institut Recherche Mathématiques Avancées, IRMA) et des
physiciens de 'Institut de Recherche sur la Fusion Magnétique (IRFM) au CEA Cadarache avec
lesquels je travaille activement notamment grace au contrat LRC (Laboratoire de Recherche
Correspondant) entre mon laboratoire et le CEA de Cadarache.
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