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12 Introduction

1.1 Domaines de recherche

Mes travaux de recherche concernent la modélisation, l’analyse mathématique, l’analyse
numérique et le calcul scientifique autour d’équations aux dérivées partielles qui interviennent
dans les processus de transport de particules chargées et en physique des plasmas.

L’état plasma peut être considéré comme le quatrième état de la matière, obtenu par
exemple en portant un gaz à très haute température. L’énergie d’agitation thermique des molé-
cules et atomes constituant le gaz est alors suffisante pour déclencher le phénomène d’ionisation
lors des collisions entre ces particules. On obtient alors un gaz globalement neutre composé de
particules chargées et de particules neutres que l’on appelle plasma. La présence de particules
chargées implique l’existence d’interaction à longue portée (interaction Coulombienne) mettant
en oeuvre un grand nombre de particules constituant ce que l’on appelle les phénomènes col-
lectifs. Ces phénomènes collectifs sont le siège d’un grand nombre de phénomènes complexes,
non linéaires et multi-échelles (dynamique non-linéaire, interaction résonante ondes-particules,
couplage ondes-ondes, transport turbulent, collisions,...). La physique de ces modèles étant trop
complexe pour en donner une description analytique complète nous devons avoir recours à la
simulation numérique. Les modèles les plus complets utilisés en physique des plasmas sont les
modèles de Vlasov-Maxwell auxquels on doit ajouter dans certains cas des effets collisionnels
(opérateurs de collision : Fokker-Planck, Landau, Boltzmann, Balescu-Lenard, ...). L’équation
de Vlasov est posée dans l’espace des phases à six dimensions. Le modèle complet est donc
très difficile à simuler numériquement, malgré une puissance de calcul qui ne cesse d’augmen-
ter. Pour cette raison, on doit faire un effort de modélisation pour trouver un modèle réduit
adapté au problème physique considéré. Les modèles que l’on considère représentent une si-
tuation physique assez générale. Ils peuvent souvent être simplifiés en prenant en compte des
propriétés particulières liées à la géométrie du problème traité (symétries, invariants géomé-
triques, invariants physiques, invariants adiabatiques) où à la petitesse de certains paramètres
(phénomènes physiques multi-échelles). Il faut donc construire et justifier de nouveaux modèles
réduits par rapport aux modèles de départ en prenant en compte ces propriètés particulières.
Un objectif essentiel est de développer des outils de simulation robustes et efficaces pour la phy-
sique des plasmas chauds (interaction laser-plasma, plasma de fusion de tokamaks, fusion par
confinement inertiel : projet national du laser megajoule, fusion par confinement magnétique :
projet international ITER). Une attention particulière est apportée aux méthodes permettant
de résoudre l’équation de Vlasov sur un maillage fixe ou adaptatif de l’espace des phases et
au traitement de géométries complexes (géométrie torique des tokamaks). La grande taille des
problèmes étudiés nécessite des méthodes mathématiques et informatiques évoluées dont la
mise en oeuvre est complexe. En particulier la parallélisation efficace sur un grand nombre de
processeurs est indispensable.

Dans le chapitres 2 et 3, on présente une méthode de réduction de l’équation de Vlasov basée
sur les invariants géométriques de Liouville. Le modèle réduit obtenu, que l’on appelle “water-
bag”, est couplé avec différentes équations du champ électromagnétique (équation de Poisson,
équation quasi-neutre, équations de Maxwell). Le chapitre 2 contient une analyse mathématique
de ces modèles ainsi que leurs approximations numériques avec des résultats de simulations nu-
mériques dans le domaine de la physique des plasmas fondamentale. Ce concept de réduction
est appliqué dans le chapitre 3 aux équations gyrocinétiques de Vlasov pour donner le modèle
gyro-water-bag. L’analyse mathématique du modèle réduit gyro-water-bag (analyse linéaire,
analyse quasi-linéaire, problème de Cauchy) donne lieu a de nombreux résultats analytiques
(seuils d’instabilité, taux de croissance des instabilités, coefficients de transport, estimations
de la diffusion turbulente, mécanismes non linéaires de la turbulence, existence et unicité des
solutions) très importants tant du point du vue physique que mathématique. Des schémas nu-
mériques sont alors mis en oeuvre pour résoudre numériquement ces modèles. Des simulations
numériques sont ensuite réalisées pour étudier la turbulence dans les plasmas magnétisés. En
effet les plasmas magnétisés sont le siège de nombreuses instabilités générées par la présence
de forts gradients de densité et de température. Ces instabilités engendrent un transport tur-
bulent dit “anormal” des particules et de l’énergie qui déteriore le confinement du plasma où
les conditions nécessaires à la fusion peuvent ne plus être réalisées. Le calcul numérique des
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diffusivités thermiques turbulentes est primordial puisque le temps de confinement de l’énergie
est déterminé par ces coefficients de transport.

Le chapitre 4 regroupe l’analyse mathématique (preuve de convergence et estimations d’er-
reurs a priori) de plusieurs méthodes numériques d’ordre élevé utilisées pour résoudre les sys-
tèmes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Einstein ainsi que l’équation d’induction du système de la
MHD idéale.

Enfin le chapitre 5 présente des méthodes numériques originales pour résoudre plusieurs
équations de Vlasov non linéaires (Vlasov-Poisswell, Vlasov-Darwin, Vlasov-Maxwell et Vlasov-
gyrocinétique) qui interviennent soit dans les plasmas de fusion par confinement magnétique où
on étudie la turbulence gyrocinétique, soit dans les plasmas de fusion par confinement inertiel
où on étudie l’interaction laser-plasma à haut flux.

1.2 Publications

Publications référées dans des revues internationales

[A01] N. Besse, E. Sonnendrücker, Semi-Lagrangian schemes for the Vlasov equation on an
unstructured mesh of phase space, J. Comput. Phys., 191 (2003), 341-376.

[A02] N. Besse, Convergence of a semi-Lagrangian scheme for the one-dimensional Vlasov-
Poisson system, SIAM J. Numer. Anal., 42 (2004), 350-382.

[A03] N. Besse, J. Segré, E. Sonnendrücker, Semi-Lagrangian schemes for the two-dimensional
Vlasov-Poisson system on unstructured meshes, Trans. Theo. Stat. Phys., 34 (2005), 311-
332.

[A04] N. Besse, D. Kröner, Convergence of locally divergence-free discontinuous-Galerkin
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2.1 Introduction

L’équation de Vlasov est une équation difficile à traiter à cause de sa dimensionalité. Pour
chaque espèce de particules la fonction de distribution f(r,v, t) est définie dans un espace à
six dimensions. Même dans le plus simple des cas (une dimension de vitesse et une dimension
d’espace) l’espace est à deux dimensions. Une question pertinente est de savoir si ce type de
modèle peut être réduit au seul espace physique comme en hydrodynamique. Dans ce dernier
cas la présence de collisions avec des fréquences plus grande que l’inverse de tous les autres
échelles de temps caractéristiques implique l’existence d’un équilibre thermodynamique local
caractérisé par une densité n(r, t), une vitesse moyenne u(r, t) et une température T (r, t). Mais
la présence de phénomènes collectifs dans un plasma ne permet pas de déduire l’existence d’un
équilibre thermodynamique local. Par conséquent la fonction de distribution f(r,v, t) est a
priori une fonction arbitraire de r et v (et t bien sûr) et la résolution d’une équation de trans-
port dans l’espace des phases devient inévitable.
Une approche alternative est basée sur la représentation water-bag de la fonction de distri-
bution qui n’est pas une approximation de la fonction de distribution mais plutôt une classe
spéciale de conditions initiales. Initiallement introduit par DePackh [85], Hohl, Feix et Bertrand
[104, 24, 25], le water-bag fournit le lien entre la description fluide et cinétique d’un plasma
sans collisions, tout en conservant les caractères et les propriétés cinétiques du problème avec
un coût semblable à celui d’un système multi-fluides. Vingt ans plus tard les mathématiciens
ont redécouvert cette propriété en utilisant la formulation cinétique des lois de conservation
hyperboliques. Il a été démontré dans [49, 50, 51, 122] que les lois de conservation scalaires non
linéaires peuvent être réécrites comme des équations hyperboliques linéaires en introduisant
une variable suplémentaire ξ ∈ R qui peut être interprétée comme une variable scalaire de
vitesse ou d’impulsion. Dans [51], l’auteur a proposé un schéma numérique, appelé la méthode
“transport-écroulement”, pour résoudre cette équation linéaire et a prouvé, en utilisant des esti-
mations BV et une analyse à la Kruzhkov, que la solution numérique du schéma converge vers
la solution entropique d’une loi de conservation scalaire. Ce résultat a été aussi démontré dans
[213] en utilisant les lemmes de moyennes [125, 126, 93, 44] sans estimations BV. Bien après
[184, 163], il a été montré que sans approximation, les solutions entropiques des lois de conser-
vation scalaires pouvaient être directement écrites sous forme cinétique, connue sous le nom de
formulation cinétique des lois de conservation hyperboliques scalaires. La généralisation aux
systèmes de lois de conservation semble impossible excepté pour certains systèmes particuliers
([53, 164, 214, 16, 17, 18]) où la formulation cinétique de solutions entropiques multi-branches
(multi-valuées) a été développée. Un de ces systèmes est le système de la dynamique isentro-
pique des gaz avec γ = 3 pour lequel le lien avec l’équation cinétique de Vlasov avait déjà été
mis en avant [24] et avait donné lieu à la naissance du modèle water-bag. Notons que le concept
de solutions entropiques multi-branches a été utilisé pour étudier la propagation des ondes à
hautes fréquence via l’approximation de l’optique géométrique multi-valuée [128, 129, 148, 130].
Dans ce chapitre nous traiterons trois modèles water-bag différents suivant l’équation décrivant
le champ électromagnétique nécessaire à l’auto-cohérence du système. Le premier est le mo-
dèle water-bag-Poisson (WBP) qui correspond à une classe spéciale de solution faible exacte
du système de Vlasov-Poisson et donc constitue le modèle de base pour la modélisation ci-
nétique des plasmas sans collisions. Le second modèle est le modèle water-bag-quasi-neutre
(WBQN) où le couplage entre les ondes et les particules se fait en égalant la densité au poten-
tiel électrique. Ce système est très riche et pertinent car il décrit la dynamique parallèle des
particules soumises à un fort champ magnétique, comme c’est le cas dans les plasmas de toka-
mak (chambre de forme toroïdale où les réactions de fusion thermonucléaire sont réalisées par
un confinement magnétique des particules) où la turbulence gyrocinétique détermine le temps
de confinement de l’énergie [171, 172, 38, 40]. Un troisième modèle est le modèle water-bag-
électromagnétique (WBE) qui est très fécond pour l’interaction laser-plasma parce qu’il donne
une explication de la formation de structures cohérentes non linéaires à basse fréquence qui
sont très stables en temps long et qu’on appelle ondes KEEN (Kinetic Electron Electrostatic
Nonlinear) [1, 2, 115, 36]. Ces modes KEEN, qui ont été observés dans plusieurs simulations
numériques [1, 2, 115, 36], peuvent être vus comme une variation non stationnaire des modes

2.1.Introduction
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BGK (Bernstein-Greene-Kruskal) [26], décrivant les ondes électrostatiques progressives inva-
riantes dans les plasmas.

2.2 Le modèle water-bag dans un espace des phases à deux
dimensions

Afin d’introduire le modèle water-bag considérons un plasma à une dimension (espace des
phases à deux dimensions (z, v)) dans lequel à l’instant initial la situation est décrite par la
figure 2.1. Entre les deux courbes v+ et v− on impose f(t, z, v) = A (A est une constante).
Pour les vitesses plus grandes que v+ et plus petites que v− on a f(t, z, v) = 0.

f=A

f=0

v

z

v+

−v (t,z)

(t,z)

Figure 2.1 – Le modèle water-bag dans l’espace des phases.

Selon la propriété d’incompressibilité de l’espace des phases (conservation de la mesure et
de la connexité d’un volume élémentaire de l’espace des phases qui se déforme sous l’action du
flot Lagrangien), tant que les contours v+ et v− restent des fonctions mono-valuées f(t, z, v)
reste égal à A pour les valeurs de v telles que v−(t, z) < v < v+(t, z). Alors le problème est
entièrement décrit par les deux fonctions v+ et v−. Puisque la description hydrodynamique fait
intervenir les quantités n, u et P (respectivement la densité, la vitesse moyenne et la pression)
on peut réécrire le modèle water-bag dans le cadre de l’hydrodynamique avec en supplément une
équation d’état donnée sans avoir recours à une fermeture a posteriori ou phénoménologique.

En se rappelant qu’une particule qui se trouve sur le contour v+ (ou v−) reste sur ce contour
les équations pour v+ et v− sont (en l’occurence pour un plasma d’électrons , E étant le champ
électrique et q la charge électrique)

Dtv
±(t, z) = ∂tv

±(t, z) +
(
v±∂zv

±) (t, z) =
q

m
E(t, z). (2.1)

Maintenant on introduit la densité n(t, z) = A(v+ − v−) et la vitesse moyenne (fluide)
u(t, z) = 1

2 (v+ + v−) dans les équations (2.1). En ajoutant et soustrayant ces deux équations,
on obtient

∂tn+ ∂z(nu) = 0, (2.2)

∂tu+ u∂zu = − 1
mn

∂zP +
q

m
E, (2.3)

Pn−3 =
m

12A2
· (2.4)

Les équations (2.2)-(2.3)-(2.4) sont respectivement les équations de continuité, d’Euler et d’état.
La formulation hydrodynamique du modèle water-bag a été mis en évidence pour la première
fois par Bertrand et Feix [24, 135].

2.2.Le modèle water-bag dans un espace des phases à deux dimensions
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En linéarisant l’équation (2.1) autour d’un équilibre homogène, i.e. v±(t, z) = ±a+w±(t, z)
pour un plasma électronique, on obtient la relation de dispersion pour une perturbation har-
monique ω2 = ω2

p + k2a2. De plus en calculant la vitesse thermique

v2
th =

1
n0

∫ +∞

−∞
v2 f0(v) dv =

1
2a

∫ +a

−a
v2 dv =

a2

3

on retrouve exactement la relation de dispersion de Bohm-Gross ω2 = ω2
p + 3k2v2

th.
Il est alors facile de construire le water-bag associé à une fonction de distribution homogène

caractérisée par la densité n0 et la vitesse thermique vth : on doit juste choisir les paramètres
water-bag (a et A) comme il suit

a =
√

3vth et A = n0/2a. (2.5)

Bien sûr il n’y a pas de résonance Landau puisque la vitesse de phase est telle que vϕ =»
a2 + ω2

p/k
2 > a. Pour retrouver l’effet Landau (interaction onde-particule) le modèle water-

bag doit être généralisé en modèle water-bag multiple (plusieurs contours).
Notons qu’après un temps fini, les équations (2.1) ou le système (2.2)-(2.3) peuvent générées

des chocs, i.e. des gradients discontinus en z pour v±, n et u. Cependant le concept de solu-
tions entropiques n’est pas bien adapté ici car l’existence d’une inégalité d’entropie implique
l’existence d’un processus de type diffusif ou collisionel au second membre de l’équation de
Vlasov. Cette observation a été développée dans la théorie de la formulation cinétique des lois
de conservation scalaires [50, 51, 184, 163, 164, 53]. En fait une dérivée partielle (d’un certain
ordre) par rapport à la variable de vitesse d’une mesure positive bornée apparait au second
membre d’une équation cinétique linéaire (transport libre), ce qui est la signature d’un pro-
cessus diffusif en vitesse. Afin que le modèle water-bag soit équivalent à l’équation de Vlasov
(sans terme de type diffusif ou collisionel au second membre), on doit considérer des solu-
tions multi-valuées au-delà de la première singularité. L’apparition d’une singularité (gradients
discontinus en z dus au terme de Burgers) est liée à l’apparition progressive de particules
piégées qui est caractérisée par la formation de vortex (phénomène de “wave-breaking” ou de
déferlement d’onde) et le développement du processus de filamentation de l’espace des phases.
Dans certains cas physiques comme l’étude non linéaire de la turbulence gyrocinétique dans
un cylindre [131, 38], les propriétés de la dynamique des particules [142] impliquent qu’il n’y
a pas de particules piégées mais que des passantes, et que les processus de filamentation et de
déferlement d’onde ne sont pas les mécanismes dominants [171, 172, 38].

2.3 Dérivation de modèles water-bag
La généralisation du water-bag à plusieurs contours est directe [179, 20, 23]. Berk et Roberts

[13] et Finzi [105] ont utilisé un double water-bag pour étudier l’instabilité double-faisceaux
dans des simulations numériques qui incluent la filamentation des contours et leur nature
multi-valuée (un problème très difficile sur le plan de la programmation numérique)

Considérons 2N contours dans l’espace des phases représentés par v+
j et v−j (où j =

1, · · · ,N ). La figure 2.2 montre les contours dans l’espace des phases pour un système de
trois bags (N = 3) où la fonction de distribution prend trois valeurs constantes différentes F1,
F2 et F3.

En introduisant les hauteurs des bags A1, A2 et A3 comme dans la figure 2.2 la fonction
de distribution s’écrit

f(t, z, v) =
N∑
j=1

Aj
Ä
H(v+

j (t, z)− v)−H(v−j (t, z)− v)
ä
, (2.6)

où H est la fonction d’Heaviside. Notons que les constantes Aj peuvent être négatives. La
fonction de distribution (2.6) est une solution faible de l’équation de Vlasov (au sens des
distributions), si et seulement si les équations suivantes sont satisfaites

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j +

q

m
∂zφ = 0, j = 1, . . . ,N , (2.7)

2.3.Dérivation de modèles water-bag
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Figure 2.2 – Le water-bag multiple : l’espace des phases pour un modèle à trois bags (gauche)
et la fonction de distribution water-bag corespondante (droite).

où φ est le potentiel électrique avec E = −∂zφ. Introduisons maintenant pour chaque bag j
la densité nj , la vitesse moyenne uj et la pression Pj comme pour le cas d’un seul bag décrit
plus haut nj = Aj(v+

j − v
−
j ), uj = (v+

j + v−j )/2 et Pjn−3
j = m/(12A2

j ). Pour chaque bag j
nous retrouvons la forme conservative des équations de continuité et d’Euler (système de la
dynamique isentropique des gaz avec γ = 3)

∂tnj + ∂z(njuj) = 0, (2.8)

∂t(njuj) + ∂z

Å
nju

2
j +

Pj
m

ã
+

q

m
nj∂zφ = 0. (2.9)

Le couplage entre les bags est donné par la densité totale
∑
j≤N nj via l’équation de Poisson

(ondes électroniques hautes fréquences de Langmuir)

−∂2
zφ =

e

ε0

(
ni0 −

N∑
j=1

nj

)
, (2.10)

avec e la charge élémentaire ni0 un fond d’ions fixes neutralisant. Pour les ondes acoustiques
ioniques dans la limite des grandes longueurs d’ondes, le Laplacien peut être supprimé dans
l’équation de Poisson, conduisant à l’équation de quasi-neutralité

Zini = Zi

N∑
j=1

nj = ne, (2.11)

avec Zi le nombre de charge. Si on suppose que la densité électronique ne suit une distribution
Maxwell-Boltzmann (électrons adiabatiques) ne0 exp(eφ/(kBTe)), et si on suppose le rapport
eφ/(kBTe) � 1, alors au premier ordre en eφ/(kBTe) l’équation de quasi-neutralité (2.11)
devient

φ =
kBTe
ne0e

(
Zi

N∑
j=1

nj − ne0
)
. (2.12)

La linéarisation des équations (2.8)-(2.10) pour un plasma électronique autour d’un équilibre
homogène (densité n0) i.e. v±j (t, z) = ±v0j + δv±j (t, z) avec |δv±j | � v0j donne la relation de
dispersion

ε(k, ω) = 1−
ω2
p

n0

N∑
j=1

2v0jAj
ω2 − k2 v2

0j

= 0. (2.13)

Si tous les Aj sont positifs (fonction de distribution avec une seule bosse ou fonction unimodale)
cette équation a 2N racines réelles, chacune étant localisée entre deux bags. L’effet Landau est
obtenu par un processus de mélange des fréquences réelles [179, 22] comme dans le traitement
des oscillations d’un plasma électronique par Van Kampen et Case [212, 58].

2.3.Dérivation de modèles water-bag
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Introduisons maintenant le water-bag électromagnétique pour étudier l’interaction laser-
plasma par exemple. On cherche à décrire le comportement d’une onde électromagnétique qui
se propage dans un gaz d’électrons relativistes et d’ions fixes neutralisant. Ici on considère un
plasma unidimensionel le long de la direction z. Plus précisément, on suppose que les ondes qui
interagissent avec le plasma sont des ondes planes se propageant dans la direction z. Puisque
les effets cinétiques sont importants dans l’interaction laser-plasma, on choisit une description
cinétique pour le plasma ce qui implique de résoudre l’équation de Vlasov pour une fonction
de distribution F = F(t, z, pz, p⊥) à quatre dimensions

∂F
∂t

+
pz
mγ

∂F
∂z

+ e

Å
E +

p×B
mγ

ã
· ∂F
∂p

= 0, (2.14)

où p = (pz, p⊥) = (pz, p⊥ 1, p⊥ 2) représentent les variables d’impulsion, (E,B) le champ élec-
tromagnétique et γ le facteur de Lorentz tel que γ2 = 1 + (p2

⊥ + p2
z)/m

2c2. Maintenant nous
cherchons à réduire l’équation de Vlasov à quatre dimensions en utilisant les invariants du sys-
tème. L’Hamiltonien pour une particule relativiste dans un champ électromagnétique (E,B)
à une dimension spatiale est donné par H = mc2

√
1 + (Pc − eA)2/(m2c2) + eφ(t, z) où φ est

le potentiel électrostatique, A le potentiel vecteur, et Pc le moment canonique lié à l’impul-
sion de la particule p par Pc = p + eA. Afin que le champ électromagnétique soit bien défini
par les potentiels on doit ajouter une jauge. On choisit la jauge de Coulomb (divA = 0), qui
implique que A = A⊥(t, z). En écrivant les équations d’Hamilton dPc/dt = −∂qH , le long
de la direction z de propagation des ondes électromagnétiques on obtient dPcz/dt = −∂zH ,
alors que pour la direction transverse dPc⊥/dt = −∂⊥H = 0. La dernière équation signifie
que Pc⊥ = constante = Pc⊥ et donc que Pc⊥ n’est plus une variable indépendante mais un
paramètre. Alors la structure de la solution est de la forme

F(t, z, pz, p⊥) =
∫

Pc⊥

f(t, z, pz,Pc⊥)δ(p⊥ − (Pc⊥ − eA⊥)) dPc⊥,

où Pc⊥ doit être vu comme un paramètre ou un indice d’indexation. Ensuite, sans perte
de généralité, on peut considérer qu’initiallement le plasma est préparé de telle sorte que les
particules sont divisées en M groupes de particules, chaque groupe i, 1 ≤ i ≤ M, ayant le
même moment canonique initial Pc⊥ = Pc⊥,i. Les particules du groupe i ont une impulsion
longitudinale pz distribuée selon la fonction de distribution fi(t, z, pz). L’Hamiltonien d’une
particule du groupe i est donné par Hi(t, z, pz) = mc2(γi(t, z, pz)− 1) + eφ(t, z) avec le facteur
de Lorentz correspondant γ2

i = 1 + p2
z/(m

2c2) + (Pc⊥,i − eA⊥(t, z))2/(m2c2). Chaque groupe
i est décrit par la fonction de distribution fi(t, z, pz) régit par l’équation de Vlasov ∂tfi +
[Hi, fi] = 0, i = 1, . . . ,M, où [·, ·] est le crochet de Poisson dans les variables (z, pz), i.e.
[ϕ,ψ] = ∂pzϕ∂zψ − ∂zϕ∂pzψ. La structure de la solution est alors maintenant de la forme
F(t, z, pz, p⊥) =

∑M
i=1 fi(t, z, pz)δ(p⊥ − (Pc⊥,i − eA⊥)). Nous supposons ensuite que chaque

fonction de distribution fi(t, z, pz) à la structure d’un water-bag multiple

fi(t, z, pz) =
N∑
j=1

Aij
Ä
H(p+

ij(t, z)− pz)−H(p−ij(t, z)− pz)
ä
. (2.15)

En introduisant l’équation (2.15) dans les équations de Vlasov ∂tfi+[Hi, fi] = 0, i = 1, . . . ,M,
on obtient pour i = 1, . . . ,M et j = 1, . . . ,N , les équations water-bag suivantes

∂tp
±
ij +

p±ij

mγ±ij
∂zp
±
ij +

Ç
eEz +

1
2mγ±ij

∂z (Pc⊥,i − eA⊥(t, z))2

å
= 0,

où γ±ij =
»

1 + p±
2

ij /(m2c2) + (Pc⊥,i − eA⊥(t, z))2/(m2c2). On ajoute maintenant les équa-
tions de Maxwell qui couplent les différentes fonctions de distribution fi via le potentiel sca-
laire φ et le potentiel vecteur A⊥. Le modèle de propagation d’onde plane permet de séparer le
champ électrique en deux parties, E = Ezez +E⊥ où Ez = −∂zφ est purement électrostatique
et est régi par une équation de Poisson, et où E⊥ = −∂tA⊥ est purement électromagnétique. En
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l’absence de champ magnétique externe, le champ magnétique B est purement perpendiculaire
et est donné par l’équation B⊥ = ∇×A⊥. Les deux autres équations couplent les fonctions de
distribution fi. L’équation de Maxwell-Gauss ∂zEz = ρ/ε0 devient

∂zEz =
e

ε0

(M∑
i=1

ni(t, z)− n0

)
,

où la densité de charge ni du groupe i est définie par

ni(t, z) =
∫ ∞
−∞

fi(t, z, pz) dpz =
N∑
j=1

Aij(p+
ij(t, z)− p

−
ij(t, z)).

Les deux autres équations de Maxwell ∇ × E⊥ + ∂tB⊥ = 0 et ∇ × B⊥ = µ0(J⊥ + ε0∂tE⊥)
peuvent être combinées pour donner l’équation des ondes

∂2
tA⊥ − c2∂2

zA⊥ = µ0

M∑
i=1

J⊥,i,

où J⊥,i est défini par

J⊥,i(t, z) =
e

m
(Pc⊥,i − eA⊥))

∫ ∞
−∞

fi(t, z, pz)
dpz
γi

=
e

m
(Pc⊥,i − eA⊥))

N∑
j=1

Aij
∫ p+

ij
(t,z)

p−
ij

(t,z)

dpz
γi
.

Dans la suite nous considérons le cas particulier M = 1, qui correspond à une fonction de
distribution d’un plasma froid dans la direction perpendiculaire. Puisqu’ on ne considère pas
de flot moyen transverse on prend Pc⊥,1 = 0. De plus on suppose que les effets relativistes
sont négligeables, et donc on a γ±i = 1 et γ±ij = 1. En utilisant les relations ω2

p = e2n0/(mε0)
et µ0ε0c

2 = 1, le modèle water-bag électromagnétique est décrit par les équations

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j +

e

m
∂z

(
φ+

e

2m
|A⊥|2

)
= 0, (2.16)

−∂2
zφ =

en0

ε0
(ρv − 1), ∂2

tA⊥ − c2∂2
zA⊥ = −ω2

pA⊥ρv, (2.17)

ρv =
N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j ). (2.18)

2.4 Le problème de Cauchy
Dans cette section on présente des résultats d’existence et d’unicité de solutions classiques

pour les modèles water-bag-Poisson, water-bag-quasi-neutre et water-bag-électromagnétique
décrits plus haut dans le cas d’un nombre fini de bag, d’un ensemble dénombrable et infini de
bag et d’un continuum de bag.

2.4.1 Le modèle water-bag-Poisson
2.4.1.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considère le problème périodique à valeur initiale

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j + ∂zφ = 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1, . . . ,N ,

−∂2
zφ =

N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j )− 1, (2.19)

avec la période Ω = 1 et z ∈ R/Z. On a le résultat d’existence et d’unicité

2.4.Le problème de Cauchy
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Théorème 1 (Solutions classiques locales). On suppose que v±0j ∈ Hm(Ω) avec m > 3/2 et
1 ≤ j ≤ N . Alors pour tout N il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hm(Ω),
N , Ω et A = maxj≤N |Aj |, tel que le système (2.19) admette une solution unique

v±j ∈ L
∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(Ω)), j = 1, . . . ,N ,

φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)).

Preuve. La preuve est basée sur un argument de point fixe. Pour cela on construit une appli-
cation qui vérifie les hypothèses du théoreme du point fixe de Banach (cf [39]).

2.4.1.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

La preuve du théorème 1 est fausse pour un ensemble dénombrable et infini de bag parce
que les constantes qui interviennent dans la preuve dépendent du nombre de bag. Cependant le
théorème 1 peut être étendu au cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag en remplaçant
la norme ‖ · ‖Hm par la norme ‖ · ‖L1∩∞Hm définie par

‖{v±j (t)}‖L1∩∞Hm = sup
α∈{+,−}

sup
j∈N∗

‖vαj (t)‖Hm(Ω)

+
∑
j∈N∗

|Aj |(‖v+
j (t)‖Hm(Ω) + ‖v−j (t)‖Hm(Ω)), (2.20)

où on suppose que la somme
∑
j∈N∗ |Aj | est bornée. Alors on a le résultat d’existence et

d’unicité

Théorème 2 (Solutions classiques locales). On suppose que v±0j ∈ Hm(Ω) avec m > 3/2 et
j ∈ N∗. On fait l’hypothèse que les coefficients {Aj}j∈N∗ sont tels que la somme

∑
j∈N∗ |Aj | =

A est bornée. Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hm(Ω), A et Ω tel
que le système (2.19) admette une solution unique

v±j ∈ L
∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(Ω)), j ∈ N∗,

φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)).

Preuve. Comme pour la preuve du théorème 1, la preuve du théorème 2 est basée sur le
théorème du point-fixe de Banach (cf [39]).

2.4.1.3 Cas d’un continuum de bag

Afin de définir un continuum de bag on considère deux feuillatages Lagrangiens comme
les familles de courbes v± = v±(t, z, a) indexées par la variable Lagrangienne a ∈ [0, 1] où le
continuum de water-bag v±(t, z, a) sont des fonctions régulières. Le système (2.19) est encore
valable si on remplace la mesure de comptage par la mesure de Lebesgue da. En effet considérons
la fonction de distribution

f(t, z, v) =
∫ 1

0

(
H(v+(t, z, a)− v)−H(v−(t, z, a)− v)

)
dµ(a), (2.21)

où

µ(a) =

 µN (a) =
∑N
j=1Ajδ(a− aj)

or
µ∞(a) = 1[0,1](a).

De manière évidente on a µN ⇀ µ∞ pour la topologie faible-∗ σ(Mb,Cb) (topologie de la
convergence étroite) oùMb est l’ensemble des mesures de Radon bornées. Il est alors facile de
vérifier par un calcul direct que f définie par l’équation (2.21) satisfait l’équation de Vlasov
(au sens des distributions)

∂tf + v∂zf − ∂zφ∂vf = 0, −∂2
zφ =

∫
R

fdv, (2.22)
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si et seulement si le continuum de water-bag v± satisfait le modèle water-bag continu donné
par

∂tv
± + v±∂zv

± + ∂zφ = 0, −∂2
zφ =

∫ 1

0

(v+ − v−)da, (2.23)

où Ω = 1, z ∈ R/Z, et a ∈ [0, 1]. On a alors le résultat d’existence et d’unicité

Théorème 3 (Solutions classiques locales). On suppose que v±0 ∈ Hm(D) avec m > 2 et
D = Ω × [0, 1]. Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0 ‖Hm(D) et D, tel
que le système (2.23) admette une solution unique

v± ∈ L∞(0, T ;Hm(D)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(D)),
φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)).

Preuve. La preuve est du même type que celle du théorème 1, excepté que le problème est
maintenant à deux dimensions, ce qui implique de prendre des condtions initiales plus régu-
lières à cause des injections continues de Sobolev.

Du point de vue physique l’existence de solutions classiques locales en temps met en évi-
dence qu’à partir d’un certain temps, les contours mono-valués se renversent (phénomǹes de
déferlement d’onde ou de “wave-breaking”) et deviennent multi-valués, traduisant ainsi les phé-
nomènes physiques de filamentation de l’espace des phases et du piégeage de particules. Du
point de vue numérique, l’intérêt du modèle water-bag étant le petit nombre de contours né-
cessaire à la description cinétique d’un plasma, si on on prend un grand nombre de bag, le
modèle de Vlasov est probablement préférable.

2.4.2 Le modèle water-bag-quasi-neutre

Alors que le modèle de Vlasov-Poisson est nécessaire pour traiter les ondes électroniques
à haute fréquence, pour des ondes basses fréquences à grande longueur d’onde mettant en jeu
les ions, les physiciens ont l’habitude de considérer l’équation de quasi-neutralité à la place de
l’équation de Poisson. On va donc s’intéresser au modèle water-bag-quasi-neutre.

2.4.2.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considère le problème périodique à valeur initiale

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j + ∂zφ = 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1, . . . ,N ,

φ =
N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j )− 1, (2.24)

avec la période Ω = 1 et z ∈ R/Z. On a alors le résultat d’existence et unicité

Théorème 4 (Solution classiques locales). On suppose que v±0j ∈ Hm(Ω) avec m > 3/2 et Aj
des nombres réels positifs, 1 ≤ j ≤ N . De plus on suppose que la somme

∑
j≤N Aj = A est

bornée. Alors pour tout N , il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hm(Ω), N ,
Ω et A, tel que le système (2.24) admette une solution unique

v±j , φ ∈ L
∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ C (0, T ;Hm(Ω)), j = 1, . . . ,N .

Preuve. La preuve est basée sur la reformulation du système (2.24) en un système quasi-linéaire
hyperbolique de dimension 2N , les propriétés d’hyperbolicité du système et des estimations
d’énergie [39].

2.4.Le problème de Cauchy
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Remarque 1 En fait la fonction de distribution (2.6) peut être la solution d’équations ciné-
tiques plus générales. En effet choisissons la fonction de distribution suivante

f(t, z, v) =
N−1∑
i=0

ci1vi(t,z)<v<vi+1(t,z)(v), (2.25)

où la fonction 1a<v<b(v) est égale à l’unité si v ∈]a, b[ et nulle ailleurs. Si N = 2N et s’il y
a N bags positifs {vi}i∈Σ+ (Σ+ est l’ensemble des indices des bags positifs) et N bags négatifs
{vi}i∈Σ− (Σ− est l’ensemble des indices des bags négatifs) alors la fonction de distribution
(2.6) est équivalente à (2.25) avec (−1)lAi = ci+1 − ci, où l = 1 si i ∈ Σ+ et l = 2 si i ∈ Σ−.
La fonction de distribution (2.25) est alors une solution faible de type water-bag de l’équation
cinétique

∂tf + v∂zf − ∂zq(ρ) ∂vf = 0, (2.26)

où

ρ(t, z) =
∫
R

f(t, z, v) dv,

si et seulement si

∂tvi + ∂z

Å
v2
i

2
+ q(ρ)

ã
= 0, i = 0, · · · , N. (2.27)

En particulier on retrouve le modèle quasi-neutre si q(ρ) = ρ, pour lequel on a

q(ρ) =
N−1∑
i=0

ci(vi+1 − vi).

L’existence de solutions classiques pour le système (2.27) repose encore sur l’hyperbolicité du
système (2.27). Si on suppose qu’au point (t, z) fixé, l’application v → f(t, z, v) a un seul
changement de monotonicité, i.e. qu’il existe n0 tel que ci+1 > ci pour i = 0, · · · , n0 − 1 et
ci+1 < ci pour i = n0, · · · , N − 2, alors le système est hyperbolique. En effet le polynôme
caractéristique du Jacobien est défini par

R(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v0 + ∂q
∂v0
− λ ∂q

∂v1
· · · ∂q

∂vN−1

∂q
∂vN

∂q
∂v0

v1 + ∂q
∂v1
− λ · · · ∂q

∂vN−1

∂q
∂vN

...
...

. . .
...

...
∂q
∂v0

∂q
∂v1

· · · vN−1 + ∂q
∂vN−1

− λ ∂q
∂vN

∂q
∂v0

∂q
∂v1

· · · ∂q
∂vN−1

vN + ∂q
∂vN
− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et on a

R(vi) =
∂q

∂vi

N∏
j=0,j 6=i

(vj − vi).

Si maintenant on suppose que p′ > 0, puisque p′(ρ) = ρq′(ρ), alors ∂q
∂vi

a le même signe que
∂ρ
∂vi

= ci−1− ci et donc le signe de R(vi) est celui de (−1)i−1sign(ci−1− ci). En outre le terme
dominant de R(λ) est (−1)N+1λN+1. Par suite si v0 < v1 < · · · < vN , alors le polynôme R
a N + 1 racines réelles. Par suite le système (2.27) est hyperbolique, et donc symétrisable, et
finalement il admet une solution unique classique locale vi, i = 1, . . . , N , telle que

vi ∈ L∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ C (0, T ;Hm(Ω)), i = 1, . . . , N.

Notons que la solution faible water-bag (2.25) de l’équation

∂tf + v∂zf + ∂zq(ρ) · ∂vf = 0,
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conduit au système

∂tvi + ∂z

Å
v2
i

2
− q(ρ)

ã
= 0, i = 0, . . . , N,

qui peut ne pas être hyperbolique. En effet, pour q(ρ) = ρ et N = 2, the système n’est pas
hyperbolique puisque des racines imaginaires sont possibles.

L’existence d’une large classe de solutions pour l’équation (2.26) avec des fonctions géné-
rales q ou même avec q(ρ) = ρ, lorsque le nombre de bag tend vers l’infini, est encore un
problème ouvert parce que les techniques traditionelles comme les lemmes de moyennes ou les
outils de compacité par compensation échouent. Les solutions faibles water-bag semblent être
une piste intéressante pour atteindre cet objectif pour peu qu’on puisse passer à la limite par
rapport au nombre de bag dans (2.27).

2.4.2.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

Comme il a été mentioné dans la remarque précédente la preuve d’existence de solutions
water-bag pour le système water-bag-quasi-neutre lorsque le nombre de bag est infini n’est pas
une tâche facile parce qu’on est amené à traiter un système hyperbolique de dimension infini. On
sait depuis le théorème 4 que le temps existence dépend du nombre de bag. Malheureusement
l’estimation du temps d’existence par rapport au nombre de bag N conduit à un résultat
négatif. Plus précisément nous avons le théorème suivant qui montre que le temps d’existence
décroit avec le nombre de bag avec une vitesse polynômiale d’un demi.

Théorème 5 Suppposons que q(ρ) = ρ et 0 < c0 < c1 < · · · < cN . En outre faisons l’hypothèse
qu’il existe une constante K telle que 0 < MN/mN < K où

MN = max
Å
cN0 , max

i=1,··· ,N
(cNi − cNi−1)

ã
, mN = min

Å
cN0 , min

i=1,··· ,N
(cNi − cNi−1)

ã
.

Alors il existe une constante K qui dépend de K et ‖v0i‖H2(Ω) telle que le temps maximum
d’existence TN des solutions du système (2.27) satisfait l’estimation

TN ≤
K√

1 +N
.

Preuve. La preuve est basée sur des estimations d’énergie pour les systèmes de lois de
conservation hyperboliques [39].

2.4.2.3 Cas d’un continuum de bag

Dans le cas d’un continuum de bag, les concepts de diagonalisation et d’hyperbolicité déve-
loppés pour le système intégro-différentiel des ondes en eau peu profonde (dans l’approximation
des grandes longueurs d’ondes) [210] permettent de trouver des conditions supplémentaires qui
assurent le caractère hyperbolique du système de lois de conservation obtenu et permet ainsi
d’obtenir l’existence de solutions classiques locales en temps.

Soit z la variable périodique d’espace de période 1 et z ∈ R/Z. Afin de définir un conti-
nuum de bag on considère deux feuillatages Lagrangiens comme les familles de courbes v± =
v±(t, z, a) indexées par la variable Lagrangienne a ∈ [0, 1] où le continuum de water-bag
v±(t, z, a) sont des fonctions régulières telles que v− ≤ v+, ∂av+ < 0, ∂av− > 0 et ∂αx v+(a =
1) = ∂αx v

−(a = 1), ∀α ≤ 1. Les équations (2.7) et (2.12) sont encore valables lorsqu’on rem-
place la mesure de comptage par la mesure de Lebesgue da. Comme dans la section 2.4.1.3, il
est facile de vérifier par un calcul direct que la fonction f définie par l’équation (2.21) satisfait,
l’équation de Vlasov (au sens des distributions)

∂tf + v∂zf − ∂zφ∂vf = 0, φ =
∫
R

fdv, (2.28)
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si et seulement si le continuum de water-bag v± satisfait le système water-bag continu donné
par

∂tv
± + v±∂xv

± + ∂xφ = 0 (2.29)

φ =
∫ 1

0

(v+ − v−)da. (2.30)

Si on pose c = v+ − v− = ∂aZ(t, x, a) (∂aZ > 0) où

Z(t, x, a) =
∫ a

0

(v+ − v−)db (2.31)

et si on pose u = (v+ + v−)/2, alors le système (2.29)-(2.30) est équivalent au système

∂tc+ ∂x(cu) = 0 (2.32)

∂tu+ u∂xu+
c

4
∂xc+ ∂x

Ç∫ 1

0

cda

å
= 0. (2.33)

Notons que l’existence de solutions entropiques pour le système (2.32)-(2.33) avec un seul
bag (i.e. c = c̃(t, x)δ(a) et u = ũ(t, x)δ(a)) a été prouvée dans [59, 60, 61].

Notons aussi que dans [52], l’auteur a démontré l’existence de solutions classiques pour les
équations hydrostatiques homogènes suivantes

∂tc+ ∂x(cu) = 0 (2.34)
∂tu+ u∂xu+ ∂xp = 0 (2.35)

avec p la pression, sous la contrainte ∫ 1

0

c(t, x, a)da = 1. (2.36)

La principale différence entre le système (2.34)-(2.36) et le système (2.32)-(2.33) est que, dans
le premier la frontière est fixée par la contrainte (2.36) alors que le second est un problème à
frontière libre.

Il est intéressant de noter les similarités entre le modèle water-bag et le système de Benney
qui décrit la dynamique des ondes en eau peu profonde (dans l’approximation des grandes lon-
gueurs d’ondes) dont la structure Hamiltonienne a largement été étudiée [12, 219, 220, 156, 157,
160, 118, 114]. Comme le modèle water-bag, les équations de Benney peuvent être réduites à un
système de dimension infini de lois de conservation du premier ordre (hyperbolique), possédant
un nombre infini d’intégrales du mouvement. Chaque modèle peut être dérivé à partir d’une
classe particulière de solution faible de l’équation de Vlasov, via la “fermeture” d’Heaviside
pour les équations water-bag et la “fermeture” de Dirac pour les équations de Benney.

Soit Γ+ (resp. Γ−) la courbe correspondant à l’interval [v−b , vc] (resp. [vc, v+
b ]) orientée

comme dans la figure 2.3 où v−b = v−(t, z, 0) (resp. v+
b = v+(t, z, 0) ), vc = v−(t, z, 1) =

v+(t, z, 1) et Γ = Γ− ∪ Γ+. On note v tel que v|Γ± = v±, ω tel que ω|Γ± = ω± = ∂av
±, et γ tel

que γ|Γ± = γ± = 1/ω±. Finalement on définit la norme H̊3
za comme il suit. Pour toute fonction

ϕ(z, a) ∈ H̊3
za on a

‖ϕ‖2
H̊3
za

= ‖ϕ‖2L2
za

+ ‖ϕz‖2L2
za

+ ‖ϕa‖2L2
za

+ ‖ϕza‖2L2
za

+ ‖ϕzz‖2L2
za

+ ‖ϕaa‖2L2
za

+ ‖ϕzzz‖2L2
za

+ ‖ϕzza‖2L2
za

+ ‖ϕzaa‖2L2
za

Indice d’une fonction
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Figure 2.3 – Le plan complexe

On note par C (Γ) l’algèbre de Banach de l’ensemble des fonctions à valeur complexe qui
sont continues sur Γ. Soit f ∈ C (Γ) et on suppose que f(ζ) ne s’annule jamais sur Γ. Si Γ
est une courbe fermée simple, alors [arg f ]Γ désigne la variation de l’argument de la fonction
f(ζ) le long de la courbe Γ. L’indice de la fonction f (autour du point ζ = 0) est donné par
Ind f = 1

2π [arg f ]Γ. Soit maintenant Γ une courbe fermée simple (cette définition s’étend aux
cas d’une courbe composée et d’une courbe non simple fermée ou non fermée). Afin de défi-
nir l’indice d’une fonction f ∈ PC (Γ) (l’ensemble des fonctions à valeur complexe qui sont
continues par morceaux sur Γ) on doit prolonger par continuité la fonction f de telle sorte
que la courbe du plan complexe résultant de l’image de la fonction f lorsque ζ parcourt Γ soit
une courbe continue fermée. Pour plus de détails sur cette contruction ainsi que des proprié-
tés supplémentaires sur l’indice d’une fonction d’une variable complexe, on pourra consulter
[109, 123, 124, 170, 177].

On a alors le résultat d’existence et d’unicité

Théorème 6 On suppose que l’on a r±(t = 0) ∈ H1
z , k±(t = 0) ∈ W 1,∞

z , R±(t = 0) ∈ H̊3
za,

ω±(t = 0) ∈ H3
za, γ±(t = 0) ∈ H3

za, et v±(t = 0) ∈ H3
za. En outre on suppose que v− ≤ v+,

∂av
+ < 0, ∂av− > 0 et ∂αz v+(a = 1) = ∂αz v

−(a = 1), ∀α ≤ 1. Par ailleurs on suppose que les
conditions

inf
ζ∈Γ

ess|χ±(ζ)| > 0, Ind(G) = 2,

sont satifaites, avec G = χ+/χ− et où χ± sont définies par

χ±(ζ) = 1− v.p.
∫

Γ

1
ω

dv

v − ζ
∓ iπ

ω
, ∀ζ ∈ Γ.

Alors le système intégro-différentiel (2.29)-(2.30) ou (2.32)-(2.33) est équivalent au système
quasi-linéaire

∂tR± + v±∂zR± = 0, (2.37)
∂tr
± + k±∂zr

± = 0, (2.38)

où r± et R± désignent les invariants de Riemann définis par

r±(t, z) = k±(t, z) +
∫ 1

0

ln
∣∣∣∣v−(t, z, ν)− k±(t, z)
v+(t, z, ν)− k±(t, z)

∣∣∣∣ dν
R±(t, z, a) = v±(t, z, a) +

∫ 1

0

ln
∣∣∣∣v−(t, z, ν)− v±(t, z, a)
v+(t, z, ν)− v±(t, z, a)

∣∣∣∣ dν.
De plus les systèmes (2.29)-(2.30), (2.32)-(2.33) et (2.37)-(2.38) sont hyperboliques avec les
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valeurs propres réelles {v±, k±} satisfaisant pour tout z ∈ R/Z et t ∈ [0, T ]

χ(k±(t, z)) = 0, |χ′(k±(t, z))| > 0,
−∞ < k−(t, z) < inf

a∈[0,1]
v−(t, z, a),

+∞ > k+(t, z) > sup
a∈[0,1]

v+(t, z, a),

où la fonction χ(ζ) est donnée par

χ(ζ) = 1−
∫ 1

0

cda

(v+ − ζ)(v− − ζ)
.

Les invariants de Riemann r± et R± sont respectivement constants le long des courbes carac-
téristiques z±(t) et za,±(t) définies par

d

dt
z±(t) = k±(t, z±(t)) et

d

dt
za,±(t) = v±(t, za,±(t), a).

Finalement il existe un temps T > 0 tel que les systèmes (2.37)-(2.38), (2.29)-(2.30), (2.32)-
(2.33), et les équations

∂tω
± + v±∂xω

± + ω±∂xv
± = 0, (2.39)

∂tγ
± + v±∂xγ

± − γ±∂xv± = 0, (2.40)

ont une solution unique

r± ∈ L∞
(
[0, T ];H1

z

)
∩ Lip

(
[0, T ];L2

z

)
R± ∈ L∞

Ä
[0, T ]; H̊3

za

ä
∩ Lip

(
[0, T ];H2

za

)
k± ∈ L∞

(
[0, T ];W 1,∞

z

)
∩ Lip ([0, T ];L∞z )

v± ∈ L∞
(
[0, T ];H3

za

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

za

)
φ ∈ L∞

(
[0, T ];H3

z

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

z

)
c ∈ L∞

(
[0, T ];H3

za

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

)
u ∈ L∞

(
[0, T ];H3

za

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

za

)
φ ∈ L∞

(
[0, T ];H3

z

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

z

)
ω± ∈ L∞

(
[0, T ];H3

za

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

za

)
γ± ∈ L∞

(
[0, T ];H3

za

)
∩ Lip

(
[0, T ];H2

za

)
Preuve. La démonstration de ce théorème se trouve dans [43]. La preuve du théorème

est basée sur les concepts de diagonalisation et d’hyperbolicité développés pour le système
intégro-différentiel des ondes en eau peu profonde (dans l’approximation des grandes longueurs
d’ondes) dans [210]. Dans ce cadre, on peut établir des contraintes qui assurent l’hyperboli-
cité du continuum de water-bag et calculer explicitement les valeurs et les vecteurs propres
généralisés. Afin de montrer l’existence et l’unicité du continuum de water-bag, i.e. les solu-
tions classiques des systèmes (2.29)-(2.30) ou (2.32)-(2.33), on utilise le système quasi-linéaire
équivalent (2.37)-(2.38) écrit en terme d’invariants de Riemann ainsi que le système supplé-
mentaire (2.39)-(2.40) obtenu en dérivant le système (2.29)-(2.30) par rapport à a. L’idée
consiste à obtenir des estimations d’énergie a priori pour les invariants de Riemann R±, r±
et les quantités ω± et γ±. Pour cela on utilise les propriétés du problème aux valeurs propres
généralisées, la résolution du problème de Riemann-Hilbert [109, 177, 185, 123, 124], des ré-
sultats classiques de la théorie des opérateurs intégraux singuliers et de l’analyse harmonique
[46, 56, 74, 75, 76, 78, 79, 80, 109, 123, 124, 150, 168, 169, 170, 174, 175, 176, 177, 185, 206].
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2.4.3 Le modèle water-bag-électromagnétique

L’interaction laser-plasma implique bien entendu de considérer le modèle électromagnétique
complet, c’est-à-dire le modèle water-bag-électromagnétique.

2.4.3.1 Cas d’un nombre fini de bag

Dans cette section on considère le problème périodique à valeur initiale

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j + ∂z

Å
φ+

1
2
|A⊥|2

ã
= 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1, . . . ,N , (2.41)

−∂2
zφ = ρv − 1, ∂2

tA⊥ − ∂2
zA⊥ = −A⊥ρv, ρv =

N∑
j

Aj(v+
j − v

−
j ), (2.42)

avec la période Ω = 1 et z ∈ R/Z. On a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théorème 7 (Solutions classiques locales). On suppose que v±0j ∈ Hm(Ω) avec m > 3/2 et
1 ≤ j ≤ N . En outre on fait l’hypothèse que A0

⊥ = A⊥(0, x) ∈ Hm(Ω) et A1
⊥ = (∂tA⊥)(0, x) ∈

Hm−1(Ω). Alors pour tout N , il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hm(Ω),
‖A0
⊥‖Hm(Ω), ‖A1

⊥‖Hm−1(Ω), N , Ω et A = maxj≤N |Aj | tel que le système (2.41)-(2.42) admette
une solution unique

v±j , A⊥ ∈ L
∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(Ω)), j = 1, . . . ,N ,

φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)).

Preuve. La preuve est basée sur un argument de point fixe. Pour cela on construit une appli-
cation qui vérifie les hypothèses du théoreme du point fixe de Banach (cf [39]).

2.4.3.2 Cas d’un ensemble dénombrable et infini de bag

La preuve du théorème 7 est fausse pour le cas d’un ensemble dénombrable et infini de
bag parce que les constantes qui interviennent dans la preuve dépendent du nombre de bag.
Cependant le théorème 7 peut être étendu au cas d’un nombre dénombrable et infini de bag
en remplaçant la norme ‖ · ‖Hm par la norme ‖ · ‖L1∩∞Hm donnée par la définition (2.20). On
a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théorème 8 (Solution classiques locales). On suppose que v±0j ∈ Hm(Ω) avec m > 3/2 et j ∈
N
∗. En outre on suppose que les coefficients {Aj}j∈N∗ sont tels que la somme

∑
j∈N∗ |Aj | = A

est bornée. De plus on fait l’hypothèse que A0
⊥ = A⊥(0, x) ∈ Hm(Ω) et A1

⊥ = (∂tA⊥)(0, x) ∈
Hm−1(Ω). Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hm(Ω), ‖A0

⊥‖Hm(Ω),
‖A1
⊥‖Hm−1(Ω), A et Ω tel que le système (2.41)-(2.42) admette une solution unique

v±j , A⊥ ∈ L
∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(Ω)), j ∈ N∗,

φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)).

Preuve. La preuve repose sur les mêmes arguments (construction d’une application qui vérifie
les hypothèses du théorème de Banach) que la preuve du théorème 7.

2.4.3.3 Cas d’un continuum de bag

Afin de définir un continuum de bag, comme dans la section 2.4.1.3, on considère deux
feuillatages Lagrangiens comme les familles de courbes v± = v±(t, z, a) indexées par la variable
Lagrangienne a ∈ [0, 1] où le continuum de water-bag v±(t, z, a) sont des fonctions régulières. Le
système (2.41)-(2.42) est encore valable si on remplace la mesure de comptage par la mesure de
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Lebesgue da, ce qui implique que le continuum de water-bag v± satisfasse le modèle water-bag
continu donné par

∂tv
± + v±∂zv

± + ∂z

Å
φ+

1
2
|A⊥|2

ã
= 0, v±(t = 0) = v±0 , (2.43)

−∂2
zφ = ρv − 1, ∂2

tA⊥ − ∂2
zA⊥ = −A⊥ρv, ρv =

∫ 1

0

(v+ − v−)da. (2.44)

avec la période Ω = 1, z ∈ R/Z et a ∈ [0, 1]. On a alors le résultat d’existence et d’unicité.

Théorème 9 (Solutions classiques locales). Supposons que v±0 ∈ Hm(D) avec m > 2 et D =
Ω × [0, 1]. En outre on suppose que A0

⊥ = A⊥(t = 0) ∈ Hm(D) et A1
⊥ = (∂tA⊥)(t = 0) ∈

Hm−1(D). Alors il existe un temps T > 0 qui dépend seulement de ‖v±0 ‖Hm(D), ‖A0
⊥‖Hm(Ω),

‖A1
⊥‖Hm−1(Ω), et D tel que le système (2.43)-(2.44) admette une solution unique

v± ∈ L∞(0, T ;Hm(D)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(D)),
φ ∈ L∞(0, T ;Hm+2(Ω) ∩ Lip(0, T ;Hm+1(Ω)),
A⊥ ∈ L∞(0, T ;Hm(Ω)) ∩ Lip(0, T ;Hm−1(Ω)).

Preuve. La preuve est du même type que celle du théorème 7, excepté que le problème est
maintenant à deux dimensions, ce qui implique de prendre des conditions initiales plus régulières
à cause des injections continues de Sobolev.

2.5 Approximation numérique

L’existence de solutions pour le modèle water-bag étant étudiée, il importe pour le physicien
d’avoir des schémas numériques performants pour la simulation numérique des plasmas. Dans ce
paragraphe nous proposons des schémas numériques pour le modèle water-bag avec les différents
couplages non linéaires auto-cohérents considérés précédemment. Dans cette section on suppose
un plasma périodique de période L, z ∈ Ω =]0, L[. Après normalisation des équations (2.7),
(2.10), (2.12) et (2.16)-(2.18) les équations water-bag deviennent

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j + ∂z

Å
φ+

1
2
|A⊥|2

ã
= 0, (2.45)

avec l’équation de Poisson pour les onde de Langmuir

−∂2
zφ =

∑
j≤N
Aj(v+

j − v
−
j )− n0, (2.46)

la quasi-neutralité pour les ondes acoustiques ioniques

φ =
Zi
n0τ

(
Zi
∑
j≤N
Aj(v+

j − v
−
j )− n0

)
, (2.47)

l’équation des ondes pour l’interaction laser-plasma électromagnétique

∂2
tA⊥ − ∂2

zA⊥ = −A⊥
∑
j≤N
Aj(v+

j − v
−
j ), (2.48)

où Zi désigne le nombre de charge et τ = Ti/Te. De plus on ajoute les conditions initiales
v±j (0, ·) = v±0j(·).
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2.5.1 Schémas numériques

Dans cette section on présente brièvement la méthode numérique pour résoudre les équa-
tions (2.45)-(2.46) avec A⊥ = 0, (2.45) et (2.47) avec A⊥ = 0 et le système formé par les
équations (2.45)-(2.46) et (2.48). La méthode de Galerkin-discontinu (GD) [68, 96] a été uti-
lisée pour discrétiser ces équations. C’est une méthode d’éléments finis locale qui utilise une
approximation spatiale discontinue et qui incorpore les idées des flux numériques et des limi-
teurs de pentes utilisés dans les schémas de différences finies et volumes finis d’ordre élevé. La
méthode GD combinée avec une discrétisation en temps de type Runge-Kutta ou Lax-Wendroff
conduit à des schémas stables, d’ordre élevé, facilement parallélisables et bien adaptés au rafi-
nement adaptatif h− p dans le cas de géométries complexes avec conditions aux limites.

2.5.1.1 Discrétisation des équations water-bag

Soit Ω le domaine de calcul etMh une partition de Ω d’élémentsK telle que ∪K∈Mh
K = Ω,

K ∩Q = ∅, K,Q ∈ Mh, K 6= Q. On pose h = maxK∈Mh
hK où hK est le diamètre extérieur

de l’élément fini K. La première étape de la méthode consiste à écrire les équations (2.45) sous
forme variationelle (ou faible) sur un élément K de la partition Mh en utilisant une formule
Green. On cherche alors une solution approchée (v±h,j , φh, A⊥h) dont la restriction à un élément
K appartient à l’espace local de dimension fini P(K), typiquement un espace de polynôme.
On pose alors

Ph(Ω) =
{
ψ | ψ|K ∈P(K), ∀K ∈Mh

}
.

On détermine la solution approchée (v±h,j , φh, A⊥h)|K ∈ P(K)⊗
5
pour t > 0, sur chaque

élément K deMh en imposant pour tout ϕh ∈P(K), et pour tout j = 1, . . . ,N ,

∫
K

∂tv
±
h,jϕhdz −

∫
K

Å
f(v±h,j) + φh(z) +

1
2
|Ah,⊥(z)|2

ã
∂zϕh dz

+
∫
∂K

Å’f nK(v±h,j) +÷φh nK +
1
2
⁄�|Ah,⊥|2 nK

ã
ϕh dΓ, (2.49)

où ∂K désigne le bord de K, nK la normale unitaire extérieure à ∂K, et f(·) = (·)2/2. Les
flux numériques ’f nK(v±h,j), ÷φh nK , et 1

2
⁄�|Ah,⊥|2 nK doivent être judicieusement choisis (flux

upwind, flux centré, flux gauche, flux droit, flux de Godunov, flux de Engquist-Osher, flux
de Lax-Friedrichs, ...) et respecter certaines contraintes (consistance et monotonie) [68, 96].
Alors pour chaque élément K, après l’étape de discrétisation spatiale, on obtient les équations
différentielles ordinaires

M
d

dt
v±h,j|K

= LK
({
v±h,j|

K′
, φh|

K′
, Ah,⊥|

K′
| K ′ ∩K ∈ ∂K

})
,

∀K ∈Mh et j = 1, . . . ,N . En général la matrice de masse M, de faible dimension (égale à celle
de l’espace local P(K)), est facilement inversible. Si on choisit des polynômes orthogonaux
la matrice M est diagonale. Ici on choisit des polynômes de Legendre qui forment une base
orthogonale de l’espace L2. On est alors amené à résoudre les équations différentielles ordinaires

d

dt
v±h,j = Lh

Ä
v±h,j , φh, Ah,⊥

ä
, j = 1, . . . ,N . (2.50)

Afin de résoudre (2.50) on utilise une méthode de Runge-Kutta d’ordre trois [127].
Pour discrétiser la condition initiale on prend la projection L2 de v±0j sur P(K), i.e. pour toute
fonction ϕh ∈P(K) ∫

K

v±0h,jϕh dz =
∫
K

v±0jϕh dz, ∀K ∈Mh.
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2.5.1.2 Discrétisation de l’équation de quasi-neutralité

Pour résoudre l’équation de quasi-neutralité (2.47) on prend sa projection L2 sur P(K),
i.e. pour toute fonction ϕh ∈P(K)∫

K

φhϕh dz =
∫
K

ϕh
Zi
n0τ

(
Zi

N∑
j=1

Aj(v+
h,j − v

−
h,j)− n0

)
dz, ∀K ∈Mh.

2.5.1.3 Discrétisation de l’équation de Poisson

On résoud l’équation de Poisson (2.46) dans le cadre de la méthode de Galerkin-discontinu
locale afin d’obtenir un schéma global stable et consistant. En utilisant une formule de Green
on réécrit l’équation (2.46) sous sa forme variationelle (faible) discrétisée : trouver Eh ∈Ph(Ω)
et φh ∈Ph(Ω) tel que pour toute fonction ϕh, ψh ∈Ph(Ω), et pour tout K ∈Mh∫

K

Ehϕh dz =
∫
K

φh∂zϕh dz −
∫
∂K

φ̂hϕhnK− dΓ, (2.51)∫
K

Eh∂zψh dz =
∫
∂K

“EhnK−ψh dΓ−
∫
K

ρhψh dz, (2.52)

où Eh est une approximation de E = −∂zφ, et ρh représente une approximation du terme
source de (2.46). Si n est la normale unitaire extérieur à ∂Ω, alors E◦h désigne l’ensemble des
bords intérieurs deMh et E∂h représente l’ensemble des bords appartenant à la frontièreMh.
Si on utilise les notations [ϕh] = ϕ+

h nK− + ϕ−h nK+ , {ϕh} = 1
2 (ϕ+

h + ϕ−h ), on a alors∑
K∈Mh

∫
∂K

ψK−ϕK−nK− dΓ =
∫
E◦
h

([ψ]{ϕ}+ [ϕ]{ψ}) dΓ +
∫
E∂
h

ψϕndΓ. (2.53)

Si on prend ϕh = Eh dans (2.51), ψh = φh dans (2.52), en sommant sur tous les éléments K
et en utilisant (2.53) on obtient

Rh +
∫

Ω

|Eh|2 dz =
∫

Ω

ρhφh dz, (2.54)

où

Rh =
∫
E◦
h

Ä
{“Eh − Eh}[φh] + {φ̂h − φh}[Eh]

ä
dΓ +

∫
E∂
h

Ä
φh(“Eh − Eh) + φ̂hEh

ä
ndΓ. (2.55)

On choisit les flux numériques comme il suit [68]“Eh = {Eh}+ α11[φh] + α12[Eh], φ̂h = {φh} − α11[φh] + α22[Eh] sur E◦h“Eh = Eh + α11φhn, φ̂h = 0, sur E∂h , (2.56)

où α11 > 0, α22 ≥ 0 et α12 sont des réels. En injectant (2.56) dans (2.55) on obtient

Rh =
∫
E◦
h

(α11[φh]2 + α22[Eh]2) dΓ +
∫
E∂
h

α11|φh|2 dΓ ≥ 0. (2.57)

Si on pose ρh = 0 alors on a [φh] = 0, φh|E∂
h

= 0 et Eh = 0. Les équations (2.51) peuvent se

réécrire comme ∫
K

ψ∂zφh dz = 0, ∀ψ ∈P(K), ∀K ∈Mh,

ce qui implique que φh = 0 sur Ω si bien que la solution approchée φh est bien définie.
Calculons maintenant cette unique solution. En prenant l’équation (2.51), en sommant sur les
éléments K et en utilisant (2.53) on obtient

a(Eh, ϕh)− b(φh, ϕh) = 0, ∀ϕh ∈Ph(Ω), (2.58)
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où les formes bilinéaires a(·, ·) et b(·, ·) sont définies par

a(u, v) =
∫

Ω

uv dz +
∫
E◦
h

α22[u][v] dΓ, b(w, u) =
∫

Ω

∂zuw dz +
∫
E◦
h

[u](α12[w]− {w}) dΓ.

En utilisant une intégration par parties on obtient

−
∫
K

Eh∂zϕh dz = −
∫
∂K

EhnK−ϕh dΓ +
∫
K

∂zEhϕh dz. (2.59)

Si on ajoute (2.52) à (2.59), après sommation sur K, la relation (2.53) conduit à

b(ψh, Eh) + c(ψh, φh) = F (ψh), ∀ψh ∈Ph(Ω), (2.60)

où la forme bilinéaire c(·, ·) et la forme linéaire F (·) sont données par

c(w, p) = α11

∫
E◦
h

[w][p] dΓ + α11

∫
E∂
h

pw dΓ, F (w) =
∫

Ω

wρh dz.

Le système formé par les équations (2.58) et (2.60) conduit à un système matriciel que l’on
peut résoudre par des méthodes directes ou itératives standard de l’algèbre linéaire.

2.5.1.4 Discrétisation de l’équation des ondes

Il reste à discrétiser l’équation des ondes (2.48). Pour ce faire on réécrit l’équation (2.48)
en introduisant les propagateurs E± = E⊥ 1 ±B⊥ 2 et F± = E⊥ 2 ±B⊥ 1, ce qui donne

∂tE
± ± ∂xE± = −J⊥ 1, ∂tF

± ∓ ∂xF± = −J⊥ 2, (2.61)

où pour i = 1, 2,
J⊥ i = −A⊥ i

∑
j≤N
Aj(v+

j − v
−
j ),

et
∂tA⊥ 1 = −E⊥ 1 = −1

2
(E+ + E−), ∂tA⊥ 2 = −E⊥ 2 = −1

2
(F+ + F−).

Commençons par les équations (2.61). Après avoir écrit les équations (2.61) sous leurs formes
variationnelles sur chaque élément K de Mh en utilisant une formule Green, on détermine
la solution approchée (E±h , F

±
h )|K ∈ P(K)⊗

4
pour t > 0, sur chaque élément K de Mh en

imposant pour toute fonction ϕh ∈P(K),∫
K

∂tE
±
h ϕhdz ∓

∫
K

E±h ∂zϕh dz ±
∫
∂K

◊�E±h nKϕh dΓ = −
∫
K

Jh,⊥ 1ϕh dz, (2.62)∫
K

∂tF
±
h ϕhdz ±

∫
K

F±h ∂zϕh dz ∓
∫
∂K

÷F±h nKϕh dΓ = −
∫
K

Jh,⊥ 2ϕh dz, (2.63)

où des flux upwind sont choisis pour les flux numériques ÿ�E±h nK− et ÿ�F±h nK− . La projection
L2 de l’équation ∂tA⊥ = −E⊥ sur l’espace de dimension fini P(K) donne∫

K

∂tAh,⊥ϕhdz = −
∫
K

Eh,⊥ϕh dz. (2.64)

Les équations (2.62)-(2.64) conduisent aux équations différentielles ordinaires

d

dt
Fh = Jh

(
Fh,
¶
v±h,j

©
j=1,...,N

)
, (2.65)

où la notation compacte Fh = (E±h , F
±
h , Ah,⊥) a été utilisée pour désigner les champs électroma-

gnétiques. Comme dans le paragraphe 2.5.1.1, le système d’équations différentielles ordinaires
(2.65) est résolu par une méthode de Runge-Kutta d’ordre trois [127].
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2.6 Résultats numériques

2.6.1 Construction d’un équilibre water-bag
Ce paragraphe est dédié à la construction de conditions initiales pour les équations water-

bag. La condition initiale est construite comme une perturbation d’un équilibre homogène
f0(v). Pour des raisons de simplicité on suppose que la fonction f0 est paire selon la variable
v (moments impaires nuls). Dans le formalisme water-bag, cela revient à prendre des contours
d’équilibre symétriques ±v0j , 1 ≤ j ≤ N . On définit le moment d’ordre `, M`, de f0 (` pair)

M`(f0) =
∫ ∞
−∞

v` f0(v) dv (2.66)

et le moment d’ordre ` de la fonction water-bag

M`(MWB) =
1

`+ 1

N∑
j=1

2Aj v`+1
0j . (2.67)

On suppose que l’axe des vitesses est echantillonné par une séquence v0j . En égalant les équa-
tions (2.66) et (2.67) pour ` = 0, 2, . . . , 2(N − 1) on obtient un système à N équations et N
inconnues Aj , j = 1, . . . , N . Une intégration par parties donne

N∑
j=1

2Aj v`+1
0j = −

∫ ∞
−∞

v`+1 df0

dv
dv, ` = 0, 2, . . . , 2(N − 1). (2.68)

La fonction water-bag à N bags est équivalente à la fonction de distribution continue jusqu’aux
moments d’ordre `max = 2(N − 1). Cependant l’équation (2.68) a la forme d’un système de
Vandermonde qui devient mal conditionné pour les grandes valeurs de N (en l’occurence avec
N = 15 et une vitesse de coupure v0N = 5vth, vth étant la vitesse thermique, les éléments
de la matrice varient de 1 à 528 !). Une meilleure solution consiste à prendre la discrétisation

f

F

F

A

j−1 j j+1

j+1

F
j

j

0

j

= f0 j
_

2

∆
( )

∆v0

vvvv

v
v0

Figure 2.4 – Construction d’un équilibre water-bag à partir d’une fonction de distribution
continue.

régulière v0j = (j− 1
2 )∆v0 (cf Fig. 2.4) en définissant Fj = f0(v0j − ∆v0

2 ) avec ∆v0 = 2v0N
2N−1 . A

partir de l’équation (2.68) la solution est directe

Aj = f0

Å
v0j −

∆v0

2

ã
− f0

Å
v0j +

∆v0

2

ã
+O(∆v3

0), (2.69)

et l’équivalence au sens des moments (2.68) est vérifié à l’ordre deux en ∆v0. La condition
initiale v±0j est telle que

v±0j = ±v0j(1 + ηδv(z)), (2.70)

où η est réel et δv une fonction périodique en z.
En outre il bien connu que l’équation de Vlasov conserve un ensemble de quantités physiques et
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mathématiques, comme la masse, l’entropie cinétique, l’énergie totale, les normes LP (p ≥ 0)
et plus généralement les intégrales β(f) de l’espace des phases où β est une fonction régulière.
Ces quantités sont aussi naturellement conservées, en utilisant la définition de la fonction de
distribution (2.6) dans la définition des quantités considérées. Par exemple l’énergie totale
conservée par le modèle water-bag s’écrit

1
6

∑
j

Aj
∫
dz
Ä
v+
j

3 − v−j
3
ä

+
1
2

∑
j

Aj
∫
dz (v+

j − v
−
j )φ

+
1
2

∑
j

Aj
∫
dz (v+

j − v
−
j )|A⊥|2dz +

1
2

∫
dz
(
|∂zA⊥|2 + |∂tA⊥|2

)
.

2.6.2 Amortissement Landau des ondes de Langmuir
Dans cette section on s’intéresse à l’amortissement Landau linéaire des ondes de Langmuir

qui correspond à un amortissement d’ondes sans dissipation d’énergie. L’effet Landau peut être
vu comme un processus de mélange de phase des fréquences réelles [179, 22] qui est similaire
au traitement par Van Kampen et Case [212, 58] des oscillations électronique d’un plasma.
Initialement les bags sont en phase. Avec le temps les bags commençent à être déphasés l’un
par rapport à l’autre parce que chaque bag a sa propre vitesse de phase (déterminée par sa
propre fréquence et le mode excité) qui diffère d’un bag à l’autre. Le mélange des phases est
responsable de l’effet Landau, i.e. l’amortissement des ondes de Langmuir. Plus loin en temps
il existe un temps de récurrence où tous les bags sont de nouveau en phases, comme à l’instant
initial et les ondes électriques retrouvent leur énergie. Dans la limite vφ = ω/k � vth la
réponse linéaire du plasma est donnée par la relation de dispersion ω2 = ω2

p + 3v2
thk

2 et le taux
d’amortissement γ = −

√
πωp(ωp/(kvth))3 exp (−ω2

p/(k
2v2
th)) exp (−3/2). Les paramètres sont

fixés à L = 4π, vth = 1, N = 16, vmax = 6 et n0 = 1. La condition initiale (2.70) est fixée
en prenant la fonction sinus pour δv. La fréquence d’oscillation et le taux d’amortissement
donnés par la simulation numérique du système (2.45)-(2.46) sont respectivement ω = 1.415
et γ = −0.153, ce qui est en accord avec les valeurs théoriques ω = 1.4156 et γ = −0.1533.
De plus le temps de récurrence théorique TR = 2π/(k∆v) est égal à 32.46, ce qui est aussi
en accord avec celui observé sur la figure 2.5. En outre les erreurs relatives associées aux
variations de la norme L2, l’entropie cinétique, la masse ou la norme L1 sont toujours en
dessous de 10−13. L’erreur relative associée à la variation de l’énergie totale reste en dessous
de 10−8 pour la discrétisation ∆x = 0.7862, ∆v = 0.325. Ces propriétés de conservation
sont meilleures que celles obtenues par les schémas semi-Lagrangiens (code Vlasov). Pour le
même cas test on obtient des erreurs relatives en dessous de 10−5 pour les discrétisations
∆x = 0.3925, ∆v = 0.1875 [29] et ∆x = 0.3925, ∆v = 0.25 [178]. En effet dans le cas des
schémas semi-Lagrangiens, résolvant l’équation de Vlasov dans l’espace des phases, les erreurs
relatives associées à la variation des quantités conservées augmentent quand la fonction de
distribution est régularisée, i.e. lorsque la taille des structures générées par le flot Lagrangien
devient plus petite que la taille des cellules de l’espace des phases. Ce phénomène est moins
fort dans le cas du water-bag car on suit des contours de l’espace des phases, i.e. que la
fonction de distribution entre deux contours n’a pas besoin d’être résolue puisque la solution
est analytiquement connue (constante).

2.6.3 Amortissement Landau des ondes acoustiques ioniques
Si une onde a une vitesse de phase assez faible pour être proche de la vitesse thermique,

le phénomène d’amortissement Landau ionique peut apparaître. La relation de dispersion des
ondes ioniques est ω/k = vs = ((ZikBTe + 3kBTi)/mi)1/2. Si Te ≤ Ti ou Te ∼ Ti, la vitesse
de phase est comprise dans la région où la fonction Maxwellienne non perturbée à une pente
négative. Par conséquent les ondes acoustiques ioniques sont amorties fortement. D’un autre
côté les ondes ioniques se propagent sans amortissement si Te � Ti puisque la vitesse de phase
se trouve loin dans la queue de la fonction de distribution. Pour une seule espèce d’ions, dans la
limite kλD � 1 (λD est la longueur de Debye) la relation de dispersion s’écrit Z ′(ω/(kvth)) =
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Figure 2.5 – Evolution en temps du Logarithme de l’énergie électrique.

2Ti/(ZiTe) = 2 τ/Zi, où Z(ζ) = π−1/2
∫∞
−∞ e−t

2
/(t− ζ)dt est la fonction de dispersion plasma.

Les paramètres sont fixés à L = 4π, vth = 1, N = 16, vmax = 6, n0 = 1, Zi = 1 et τ =
0.5. La condition initiale (2.70) est fixée en prenant la fonction cosinus pour δv. Le taux
d’amortissement donné par la simulation numérique des équations (2.45) et (2.47) est γ = 0.288,
ce qui est en accord avec la valeur théorique γ = 0.290. De plus le temps de récurrence théorique
TR = 2π/(k∆v) est égal à 32.46, ce qui est aussi en accord avec l’expérience numérique (cf Fig.
2.6). Finalement les erreurs relatives associées aux variations de la norme L2-norm, l’entropie
cinétique, l’énergie totale et la masse ou la norme L1 restent en dessous de 10−12.
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Figure 2.6 – Evolution en temps du Logarithme de l’énergie électrique.

2.6.4 Décalage non linéaire de la fréquence Bohm-Gross d’une onde
plasma

Dans ce paragraphe on considère un plasma périodique plongé dans une boîte de longueur
L = 2π/k0 et on considère une condition initiale constituée d’un seul bag

v±(t = 0, z) = ±v0(1 + ε cos(kx)),

où k = `k0 (` entier). Puisque toutes les vitesses sont normalisées à la vitesse thermique on a
v0 =

√
3 et A = A1 = (2

√
3)−1. Alors la densité initiale n(t = 0, z) = A(v+ − v−) et la vitesse

moyenne u(t = 0, z) = (v+ +v−)/2 sont respectivement données par n(t = 0, z) = 1+ε cos(kz)
et u(t = 0, z) = 0. Le système (2.45)-(2.46) avec un bag (N = 1) est plus simple que le système
Vlasov-Poisson et permet un développement analytique ([21, 89]) dans l’approximation de
champ faible (ε→ 0). Dans le cas linéaire on obtient la relation de Bohm-Gross

ω2
k = 1 + 3k2. (2.71)
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Dans le cas Maxwellien cette expression est valable pour k → 0, en négligeant les termes en
O(k4) alors que pour le modèle water-bag ce résultat est exacte. En poussant les calculs jusqu’à
l’ordre trois en ε, une méthode de perturbation à échelle multiple permet d’obtenir la relation
de dispersion [21]

ω′k = ωk +
ε2

16

Å
(1 + ω2

2k)2

12ωk
+
ωk
3

(2 + 3ω2
2k)− 2

ωkω2
2k

ã
, (2.72)

où ωk est donnée par (2.71) et ω2k est donnée par la même formule avec le mode 2k. Ici on tente
de retrouver la fréquence non linéaire (2.72). La condition initiale est paramétrée par ε = 0.1
et k = k0 = 0.6 (i.e excitation du premier mode de Fourier). Puisque n(t, k0) se comporte
comme ε/2 cos(ω′k0

t), on trace sur la figure 2.7 la différence n(t, k0) − ε/2 cos(ωk0t) qui doit
osciller avec une amplitude variant comme ε sin((ω′k0

− ωk)t)/2. Pour ε = 0.1 et k = k0 = 0.6
l’équation (2.72) donne ω′k0

− ωk = 6.67 10−3. On obtient une enveloppe qui est une droite de
pente 3.357 10−4, ce qui est conforme à la valeur analytique ε/2(ω′k0

− ωk0).
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Figure 2.7 – Evolution en temps de n(t, k0)− ε/2 cos(ωk0t).

2.6.5 Modes de Van Kampen
Les modes de Van Kampen sont des modes propres du modèle water-bag-Poisson linéarisé

(2.45)-(2.46). Si on linéarise les équations (2.45)-(2.46) pour un plasma électronique périodique
autour d’un équilibre homogène, i.e. v±j (t, z) = ±v0j + δv±j (t, z) avec |δv±j | � v0j , on obtient
pour les perturbations δv±j (t, z) les équations

∂tv
±
j ± v0j∂zδv

±
j = −Ez, ∂zEz = −

N∑
j=1

Aj(δv+
j − δv

−
j ). (2.73)

Après la décomposition en séries de Fourier de (2.73) et en supposant que la dépendence
en temps des modes de Fourier Ajδv±jk(t) est de la forme Ajδv±jk(t) = w±jkn exp(−ωnt) nous
trouvons l’équation

kv0jw
±
jkn +

Aj
k

N∑
i=1

(w+
ikn − w

−
ikn) = ωnw

±
jkn. (2.74)

Si on prend la condition de normalisation
∑N
i=1(w+

ikn − w−ikn) = 1 qui est équivalente à la
relation de dispersion (2.13) (ε(k, ω) = 0), à partir de (2.74) on obtient le mode propre water-
bag w±jkn exp(−ωnt) où

w±jkn =
1
k

Aj
(ωn ∓ kv0j)

. (2.75)

Le mode water-bag est très similaire au mode de Van Kampen [212]

χk(ω, v) = −∂vf0

k
v.p.

1
ω − kv

+ λ(ω)δ(v − ω/k),
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où −∂vf0 et Aj jouent le même rôle (cf Sec. 2.6.1) et λ(ω) est déterminé par la normalisation∫
R
χk(ω, v)dv = 1. La distribution de Dirac qui est présente dans le mode de Van Kampen

disparait au niveau du mode water-bag parce que la vitesse de phase ωn/k du mode water-
bag est strictement comprise entre deux bags v0j . En fait les modes water-bag dont le spectre
en fréquence est discret et fini sur l’axe réel apparait comme la discrétisation des modes de
Van Kampen dont le spectre en fréquence est dense sur l’axe réel. La solution générale du
système est obtenue grâce à une combinaison linéaire des modes propres water-bag (2.75), i.e.
Ajδv±jk(t) =

∑
n Cnw

±
jkn exp(−ωnt) où les constantes Cn sont déterminées par les conditions

initiales. La sommation sur l’indice n correspond à la superposition d’oscillations harmoniques
et est responsable de l’effet Landau (cf Sec. 2.6.3). Ici on souhaite exciter un unique mode
(k, ω`), i.e Cn = εδn` où (k, ω`) satisfait la relation de dispersion (2.13) (ε(k, ω`) = 0). De
l’expression (2.75) on déduit la forme de la condition initiale δv±jk(t = 0) = (ε/k)/(ω` ∓ kv0j),
et la solution du problème (2.73) est l’onde progressive

δv±j (t, z) =
ε

k

1
(ω` ± kv0j)

cos(kz − ω`t)

se propageant à la vitesse de phase vϕ,` = ω`/k et la densité associée devient δn(t, z) =∑N
i=1Aj(δv+

j − δv
−
j ) = ε cos(kz − ω`t). Ici on choisit k = 2.72, Lz = 2πnk/k où nk = 13. La

solution de l’équation de dispersion (2.13) donne ω` = 1.68 × 10−1. La vitesse de phase du
mode vϕ,` = 6.19 × 10−2 est comprise entre le premier et le second bag, i.e. ceux qui sont le
plus déformés. Les autres paramètres sont vth =

√
1/511, N = 4, vmax = 0.22, Lz = 30.02

et ε = 10−3. Le temps final de la simulation est T = 100ω−1
p . Le tableau 2.1 ci-dessous donne

l’erreur en norme L∞ entre la solution exacte et numérique et le taux de convergence associé.
Le taux théorique de convergence de la méthode RKGD étant trois, les résultats du tableau

Nz ‖vh,1(T )− v1(T )‖L∞ ordre ‖nh(T )− n(T )‖L∞ ordre
128 4.42× 10−6 1.77× 10−5

256 5.89× 10−7 2.90 2.85× 10−6 2.66
512 7.48× 10−8 2.97 3.84× 10−7 2.90
1024 9.41× 10−9 2.99 4.87× 10−8 2.98

Table 2.1 – L∞-error and convergence rate.

2.1 montrent que le schéma reproduit les bons résultats avec la précision attendue.

2.6.6 L’instabilité de diffusion Raman stimulée dans l’interaction laser-
plasma

L’instabilité de diffusion Raman stimulée est une instabilité paramétrique à trois ondes :
l’onde électromagnétique incidente appelée onde pompe (k0, ω0) qui alimente deux autres
ondes instables ; une onde électromagnétique diffusée (ks, ωs) ; et une onde plasma électro-
nique (ke, ωe). L’instabilité Raman a lieu lorsque les conditions d’accord des vecteurs d’ondes,
k0 = ks + ke, et des fréquences, ω0 = ωs + ωe, sont réalisées, avec la relation de dispersion
normalisée de Bohm-Gross, ω2 = 1 + 3k2v2

th, pour l’onde plasma et la relation de dispersion,
ω2 = 1 + k2, pour les deux autres ondes électromagnétiques. Les conditions d’accord peuvent
être satisfaites si et seulement si ne/ncrit < 1/4 où ncrit est la densité critique au-dessus de
laquelle les ondes électromagnétiques ne se propagent plus. Les conditions aux limites pério-
diques impliquent une sélection des différents nombres d’ondes pour obtenir soit de la diffusion
avant (ωs/ks > 0), soit de la diffusion arrière (ωs/ks < 0). Si on pose k0 = rk` où r est le
nombre rationel p/q, alors les contraintes du problème conduisent à l’équation bi-carré

((2r − 1− 3v2
th)2 − 12v2

th(r − 1)2)k4
e + (−6v2

th − 4r2 + 4r − 2)k2
e − 3 = 0.

Ici on résoud le système formé par les équations (2.45)-(2.46) et (2.48). On part d’un équilibre
Maxwellien homogène avec une vitesse thermique vth =

√
0.1/511. La vitesse de coupure est
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vmax = 0.07. Le plasma est plongé dans une boîte périodique de longueur L = 10.75. Une
onde électromagnétique pompe polarisée circulairement à droite (ν = +1) (E0

⊥, B
0
⊥, A

0
⊥) est

introduite dans la boîte

E0
⊥ 1(t = 0, z) = E0 cos(k0z), E0

⊥ 2(t = 0, z) = νE0 sin(k0z). (2.76)

L’amplitude du champ E0 est liée à l’amplitude du moment posc, associé au mouvement d’oscil-
lation d’un électron dans une onde plane, par la relation posc = E0/ω0. Ici on prend posc = 10−2.
Les composantes du champ magnétique s’écrivent

B0
⊥ 1(t = 0, z) = −νE0

k0

ω0
sin(k0z), B0

⊥ 2(t = 0, z) = E0
k0

ω0
cos(k0z). (2.77)

La condition initiale pour le potentiel vecteur transverse A⊥, est donnée par

A0
⊥ 1(t = 0, z) =

E0

ω0
sin(k0z), A0

⊥ 2(t = 0, z) = −νE0

ω0
cos(k0z). (2.78)

On prend des expressions similaires pour les ondes diffusées (Es⊥, B
s
⊥, A

s
⊥) avec as = 10−6. On

pose r = 2/3 et les nombres d’ondes sont choisis tels que ke/kz = 6, k0/kz = 4 et ks/kz = −2.
Les autres paramètres sont ω0 = 2.54, ωs = 1.54, ωe = 1., k0 = 2.33, ks = −1.17, ke = 3.5,
n0/ncrit = 1.55× 10−1, N = 6, Nz = 128 et ∆t = 1.68× 10−2.
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Figure 2.8 – Taux de croissance de l’instabilité Raman et évolution du Logarithme du champ
électrique.

Dans une première étape le champ électrique croit exponentiellement, c’est l’instabilité Ra-
man linéaire. Le taux de croissance théorique, obtenu à partir d’une linéarisation des équations
fluides [106] est

γ =
keposc

2
√

2ωeωs
= 9.97× 10−3,

ce qui est très proche de la valeur numérique 9.90 × 10−3 (cf Fig. 2.8). Après une première
étape de croissance exponentielle de l’instabilité SRS, l’évolution des ondes et des particules
(cf Fig. 2.9) montre un comportement oscillatoire caractérisé par un transfert d’énergie entre
la pompe, l’onde diffusée et l’onde plasma comme dans le cas d’une instabilité paramétrique à
trois ondes.

2.6.7 Les ondes non linéaires électrostatiques d’électrons cinétiques

Les modes KEEN (Kinetic Electron Electrostatic Nonlinear) sont des modes électrostatiques
acoustiques de l’équation Vlasov-Poisson unidimensionelle, qui se propagent avec une vitesse
de phase autour de la vitesse thermique et peuvent être vus comme une version non station-
naire des modes BGK ( Bernstein-Greene-Kruskal) [26] qui décrivent des ondes électrostatiques
progressives invariantes dans les plasmas. Une explication, pour l’existence de tels modes, qui

2.6.Résultats numériques
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(b) scattered electromagnetic wave energy
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(c) plasma wave energy
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Figure 2.9 – Evolution en temps de l’énergie des ondes et des particules.

utilise les solutions de Van Kampen-Case de l’équation de Vlasov-Poisson linéarisée, est donnée
par Holloway et Dorning [143]. Les ondes KEEN seraient associées à une excitation d’un mode
de Van Kampen autour de la vitesse de phase vϕ = ω/k ∼ vth. On obtient alors un diagramme
de dispersion où la branche Bohm-Gross rejoint la branche acoustique [143, 158, 159](cf Fig.
4 dans [143]). Une autre façon d’expliquer l’existence de tels modes est d’étudier la solution
Landau de l’équation de Vlasov-Poisson linéarisée. En effet d’après la relation de dispersion on
peut observer qu’il existe une infinité de pôles au-delà du pôle de Landau dont les contribu-
tions sont rapidement amorties et qui jouent un rôle que sur des temps très court. Si on peut
modifier la condition initiale f0 de telle sorte à la rendre “horizontale” autour de la vitesse de
phase d’un de ces pôles amortis, alors une structure peut apparaître et se propager avec une
vitesse de phase plus petite celle du pôle de Landau. Bien entendu, il faut un mécanisme pour
exciter de tels pôles alors que celui de Landau est naturellement excité par les perturbations de
densité électronique. Ce mécanisme est lié à la force pondéromotrice engendrée par le mélange
optique d’ondes laser comme cela se fait en fusion par confinement inertiel. Aussi, sommes nous
intéressés par résoudre le système formé par les équations (2.45)-(2.46) et (2.48).
A partir de la relation dispersion (2.13) avec N bags, dans la limite kλD � 1, on peut observer
que le dernier pôle ωN correspond au pôle de Landau, qui est régi par la relation Bohm-
Gross ωN /ωp = 1 + 3k2λ2

D + O(k4λ4
D) alors que les autres N − 1 pôles ωn<N sont tels que

ωn/ωp ∼ kλD, et correspondent à des ondes de type acoustique. Ces modes water-bag acous-
tiques peuvent résonner avec une branche électromagnétique pour donner un effet de type
diffusion Raman arrière. Le mélange des phases peut empêcher ces modes de se développer et
seule la diffusion Raman (avant ou arrière) peut résonner avec la branche Bohm-Gross. Ce-
pendant si on introduit une onde laser dont la fréquence et le nombre d’onde sont en accord
avec un de ces autres pôles water-bag acoustiques, alors ces modes peuvent se propager. Afin
d’éviter la résonance entre le mode Bohm-Gross et la branche électromagnétique la condition
ne/ncrit > 1/4 doit être satisfaite. Soit (k0, ω0) l’onde pompe, et (ks, ωs) l’onde électroma-
gnétique diffusée choisies de telle sorte que un des pôles water-bag de type acoustique (k`, ω`)
(avec ` < N ) entre en résonance (avec ks < 0), i.e. ω0 = ωs+ω` et k0 = ks+k`, alors un unique
pôle water-bag de type acoustique peut être excité. De plus les ondes électromagnétiques et
le mode water-bag doivent respectivement satisfaire les relations de dispersion ω2 = 1 + k2 et

2.6.Résultats numériques
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ε(k`, ω`) = 0. Si on pose k0 = rk` où r est un nombre rationel p/q ou un nombre réel proche
d’un rationel, alors les contraintes du problème conduisent à l’équation du second degré

−r2 + r +
ω2
` − k2

`

4k2
`

− ω2
`

k2
`

1
ω2
` − k2

`

= 0.

Les racines r = 1/2, r > 1/2, et r < 1/2 correspondent respectivement à ω` = 0, ω` > 0 et ω` <
0. On part d’un équilibre homogène Maxwellien avec une vitesse thermique vth =

√
1/511 =

4.42 × 10−2. La vitesse de coupure est vmax = 0.22. Le plasma est plongé dans une boîte
périodique de longueur L = 30.02. Des ondes électromagnétiques, polarisées circulairement à
droite, pompe et sonde diffusée sont introduites dans le plasma avec des moments respectifs
a0 = posc = E0/ω0 = 10−2 et as = 10−6. La structure initiale de l’onde pompe (E0

⊥, B
0
⊥, A

0
⊥)

et de l’onde sonde diffusée (Es⊥, B
s
⊥, A

s
⊥) est donnée par les équations (2.76)-(2.78). On pose

r = 7/13 et on choisit des nombres d’ondes tels que k`/kz = 13, k0/kz = 7 et ks/kz = −6.
Les autres paramètres sont ω0 = 1.77, ωs = 1.61, ωe = 1.68 × 10−1, k0 = 1.46, ks = −1.26,
ke = 2.72, n0/ncrit = 3.17× 10−1, N = 4, Nz = 256 et ∆t = 2.34× 10−2. La vitesse de phase
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Figure 2.10 – Le water-bag au temps T = 35714.

du mode plasma vaut vϕ,` = 6.19 × 10−2 ∼ 1.4vth alors que la valeur théorique de la vitesse
de phase du mode Bohm-Gross est vϕ,BG =

»
1 + 3k2

`v
2
th/k` = 3.75 × 10−1, ce qui est bien

au-delà de la vitesse de coupure. En outre les erreurs relatives associées aux variations de la
norme L2, l’entropie cinétique, la masse ou la norme L1 restent en dessous de 10−10, alors que
l’erreur relative associée à la variation de l’énergie totale reste en dessous de 4×10−2 au temps
final T = 3.5714 × 104. Sur la figure 2.10, on observe la stabilité non linéaire en temps long
du mode plasma à basse fréquence que l’on a excité. En effet sur la figure 2.10, on observe
treize trous qui correspondent à autant de vortex. Ce mode non linéaire basse fréquence qui se
déplace avec une vitesse de phase autour de la vitesse thermique (vϕ,` ∼ 1.4vth) est un mode
que l’on observe dans les simulations laser-plasma en utilisant une description Vlasovienne
électromagnétique [1, 2, 115, 116, 36], les fameux modes KEEN. Le modèle water-bag se révèle
être un modèle capable d’expliquer la formation de modes KEEN et plus généralement donne
le mécanisme de formation de structures cohérentes à basse fréquence qui surgissent dans le
régime non linéaire de l’interaction laser-plasma et persistent sur des temps très long.
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3.1 Introduction

Le temps de confinement de l’énergie dans un tokamak (enceinte toroïdale dans laquelle est
confiné le plasma grâce à l’action d’un champ magnétique intense) est gouverné par l’évolution
turbulente des fluctuations électromagnétiques basses fréquences d’un plasma non uniforme.
Les micro-instabilités qui se développent au sein du plasma (principalement dues à la présence
de gradients de pression, température et densité) sont à l’origine de ce transport turbulent
donnant lieu à un transport dit anormal de l’énergie dans les plasmas de tokamak. Les instabi-
lités ITG (Ion-Temperature-Gradient) basses fréquences constituent avec les modes d’électrons
piégés (TEM) [180], l’un des candidats les plus serieux pour tenir compte du transport anor-
mal [217]. Le calcul des diffusitivités thermiques turbulentes dans les plasmas de fusion est
de première importance puisque le temps de confinement de l’énergie est déterminé par ces
coefficients de transport. Durant ces dernières années la turbulence ionique dans les plasmas
magnétisés de tokamaks a été étudiée de manière intensive à partir de simulations fluides
([95, 111, 166]) ou de simulations gyrocinétiques utilisant des codes PIC ([182, 207, 165]) ou
Vlasov ([86, 131, 94, 57]).

Il est maintenant notoire ([92]) que le niveau de description, cinétique ou fluide, peut changer
de manière significative aussi bien le seuil des instabilités que le niveau du transport turbulent
prédit. Par conséquent il est important que les simulations gyrocinétiques quantifient l’écart de
la fonction de distribution à la Maxwellienne qui constitue l’hypothèse classique des fermetures
fluides.

Dans un papier récent [195] une comparaison entre l’approche fluide et cinétique a été
effectuée en étudiant le développement d’instabilités d’interchange cinétiques en trois dimen-
sions. Le modèle sous-jacent est un modèle de dérive-cinétique qui est décrit par une fonction
de distribution dépendant seulement de deux variables spatiales et paramétrée par l’énergie.
Dans ce cas il apparait que la fonction de distribution est très loin d’une Maxwellienne et ne
peut pas être décrite par un petit nombre de moments. L’interaction résonante onde-particule
joue certainement un rôle important et la plupart des fermetures qui ont été développées sont
inefficaces.

D’un autre côté, bien que plus précises, les simulations cinétiques du transport turbulent
sont plus coûteuses en terme de ressources calcul que les simulations fluides. C’est la raison
pour laquelle il est intéressant de revisiter une approche alternative basée sur la representation
water-bag qui est une solution faible de l’équation de Vlasov-gyrocinétique.

3.2 L’équation gyrocinétique

Rigoureusement, on devrait résoudre une équation cinétique à six dimensions (Vlasov-
Maxwell, Vlasov-Darwin) pour déterminer la fonction de distribution statistique à une par-
ticule. Cependant pour des plasmas fortement magnétisés les équations gyrocinétiques non
linéaires sont dérivées grâce à un développement en échelles espace-temps multiple qui repose
sur l’existence d’un ou plusieurs petits paramètres sans dimensions. En l’occurence, le rayon
de Larmor ρ est plus petit que l’échelle de longueur caractéristique L, selon laquelle varient
le champ magnétique, la densité et la température. De plus le mouvement cyclotronique des
ions est plus rapide que l’échelle de temps de l’évolution de la turbulence, au moins durant les
premières phases de l’interaction non linéaire. La procédure usuelle [108], pour dériver les équa-
tions Vlasov gyrocinétiques consiste à calculer une solution itérative de l’équation de Vlasov
gyro-moyennée développée en puissance du petit paramètre sans dimension ρ/L grâce à une
méthode de perturbation. Un fondement moderne de la théorie gyrocinétique [97, 140, 54, 55]
est basé sur deux procédures de transformations de Lie, permettant le passage de la dynamique
Hamiltonienne des particules à la dynamique des gyro-centres en passant par la dynamique des
centres guides grâce à un principe variationnel [54, 55], donnant ainsi lieu à la dérivation auto-
cohérente des équations Vlasov-Maxwell gyrocinétiques non linéaires. Par conséquent, pour
des plasmas fortement magnétisés, la théorie gyrocinétique non linéaire permet de transformer
l’équation de Vlasov en un système d’équations à cinq dimensions dans l’espace des phases dans
lequel le mouvement cyclotronique rapide n’apparait plus explicitement mais où l’information
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principale sur les particules est conservée.
Soit f = f(t, r, v‖, µ) la fonction de distribution des gyro centres pour les ions. Alors les

équations gyrocinétiques non linéaires dérivées dans [108, 97, 140, 54] sont

Dtf = ∂tf + Ẋ⊥ · ∇⊥f + Ẋ‖ · ∇‖f + v̇‖∂v‖f = 0 (3.1)

avec
Ẋ‖ = v‖b, Ẋ⊥ = vE + v∇B + vc

vE =
1
B∗‖

b×∇Jµφ

v∇B =
µ

qiB∗‖
b×∇B

vc =
miv

2
‖

qiB∗‖

Å
b×∇B

B
+

(∇×B)⊥
B

ã
=
miv

2
‖

qiB∗‖
b× N

Rc

v̇‖ = − 1
mi

Ç
b +

miv‖

qiB∗‖
b× N

Rc

å
· (µ∇B + qi∇Jµφ)

B∗ = B +
miv‖

qi
∇× b, B∗‖ = B∗ · b

où b = B/B représente un vecteur unitaire tangent aux lignes de champ magnétique, Jµ est
l’opérateur de gyromoyenne, N/Rc représente la courbure des lignes de champ, qi = Zie, e > 0
étant la charge élémentaire de Coulomb, et µ = miv

2
⊥/(2B), le moment magnétique ionique,

est le premier invariant adiabatique des gyro centres ioniques. La structure de la fonction de
distribution f , solution de (3.1), est de la forme

f(t, r, v‖, µ) =
∑
`

f`(t, r, v‖)δ(µ− µ`). (3.2)

Remarquons que le problème consistant à connaître quelle est la fonction de distribution asymp-
totique en µ dans (3.2) lorsqu’on considère un nombre infini de moments magnétiques est
très intéressant car il permet de réduire la consommation du temps calcul et de l’espace mé-
moire dans les codes numériques. Dans [141, 155, 161], les auteurs prennent la distribution
exp(−µB/kBTi0).

Si on suppose que la distribution d’équilibre est Maxwellienne en µ avec une température
Ti0, et varie linéairement avec la densité ni0, alors après linéarisation autour de la fonction
de distribution d’équilibre (ni = ni0 + δni, δni/ni0 ∼ εδ � 1), la transformée de Fourier de
l’équation de Poisson devient{
|k|2λ2

Di + 1− Γ0(b)− [Γ1(b)− Γ0(b)]ik⊥ · (ρ2
i∇⊥ lnni0)

}
Ziqi

ni0
kBTi0

φk

= Zi

∫
J0

Ç
k⊥

 
2µ

Ωiqi

å
fk2π

Ωi
qi
dµdv‖ − nek (3.3)

où ρ2
i = v2

thi/Ω
2
i = kBTi/(miΩ2

i ) est le rayon de larmor ionique, b = k2
⊥ρ

2
i , λ2

Di
= kBTi/

(4πε0Z
2
i e

2ni0) la longueur de Debye ionique, Γn(b) = In(b) exp(−b), In est la fonction de
Bessel modifiée d’ordre n, et J0 est la fonction de Bessel d’ordre zéro. Le terme de gauche
de l’équation (3.3) correspond à la différence entre la densité gyromoyennée Ωi

qi

∫
dµdv‖Jµf

et la densité ionique Ni exacte qui est la plus petite contribution aux fluctuations de densité
produite par la dérive de polarisation. Puisque dans ce travail on est essentiellement intéressé
par le problème cinétique versus multi-fluides, on se restreint aux effets transverses liés à la
vitesse de dérive E×B couplés à la dynamique parallèle. Les effets de courbure sont considérés
comme une prochaine étape qui se situe au-delà ce travail. Aussi, nous nous intéressons au
modèle réduit de dérive cinétique en géométrie cylindrique en considérant les approximations
suivantes

3.2.L’équation gyrocinétique
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• En plus de la géométrie cylindrique, nous supposons que les lignes du champ magnétique
sont uniformes et que B est constant le long de l’axe de la colonne (coordonnée z, B =
Bb = Bez). Il s’en suit que la vitesse de dérive perpendiculaire ne contient pas de terme
lié à la courbure du champ magnétique ni de terme lié à la non uniformité spatiale du
champ magnétique et en particulier on a B∗ = B.
• On suppose qu’il existe une séquence discrète finie d’invariants adiabatiques Ξ = {µ} lièe à
une séquence discrète finie de rayon de larmor ionique Λ = {ρ} par µ = ρ2Ωiqi/2. L’opéra-
teur différentiel linéaire de gyromoyenne Jµ devient la fonction de Bessel J0(k⊥

√
2µ/
√

Ωiqi)
dans l’espace de Fourier. Si on suppose que k⊥ρ est petit (k⊥ρ . 1) alors on peut utiliser
l’approximation de Padé

J0(k⊥ρ) ∼ 1− k2
⊥ρ

2

4
∼ 1

1 + k2
⊥ρ

2

4

ce qui signifie en terme d’opérateur différentiel que l’on fait l’approximation

Jµ ∼
Å

1− ρ2

4
∆⊥
ã−1

(3.4)

• On linéarise le terme de gauche de l’équation (3.3) en considérant k⊥ρi petit et en né-
gligeant tous les termes plus petits que O(k2

⊥ρ
2
i ). De plus on suppose que la longueur de

Debye des ions λDi est largement plus petite que le rayon de Larmor des ions ρi et on
suppose que Ωi est une constante Ω0.
• L’inertie des électrons est ignorée, i.e. on choisit une réponse adiabatique pour les fluc-
tuations basses fréquences des électrons. En d’autres termes la densité des électrons suit
la fonction de distribution de Boltzmann

ne = ne0 exp
Å

e

kBTe
(φ− λ〈φ〉M)

ã
où 〈φ〉M représente la moyenne du potentiel électrique φ sur une ligne du champ magné-
tique. De plus on suppose que l’énergie potentielle électrique est petite devant l’énergie
cinétique des électrons, i.e. eφ/(kBTe) ∼ εδ � 1. Le paramètre λ prend la valeur zéro ou
un.

Sous ces hypothèses l’évolution de la fonction de distribution des gyro centres fµ = fµ(t, r⊥, z, v‖)
est régie par l’équation de Vlasov gyrocinétique

∂tfµ + JµvE · ∇⊥fµ + v‖∂zfµ +
qi
mi
JµE‖∂v‖fµ = 0 (3.5)

pour les ions (qi,Mi), couplée à une réponse adiabatique pour les électrons via les hypothèses
de quasi-neutralité

−∇⊥ ·
Å
ni0
BΩ0

∇⊥φ
ã

+
eτni0
kBTi0

(φ− λ〈φ〉M) = 2π
∑
µ∈Ξ

∫
R

Ωi
qi
Jµfµ(t, r, v‖)dv‖ − ni0. (3.6)

Ici qi = Zie, Zini0 = ne0, Te = Te0, τ = Ti0/Te0, λ ∈ {0, 1}, E = −∇φ et vE est la vitesse de
dérive E×B/B2. Le profil de température ionique Ti0 et de densité ionique ni0 varient selon
la direction radiale. Le fait le plus important et intéressant est que f dépend, via un opérateur
différentiel, seulement d’une dimension de vitesse v‖.

3.3 Le modèle gyro-water-bag
Retournons aux équations gyrocinétiques (3.5). Puisque la fonction de distribution fµ(t, r⊥, z, v‖)

dépend d’une seule dimension en vitesse, v‖, une solution de type water-bag peut être considé-
rée [20]. Considérons 2N contours non fermés et ordonnés dans l’espace des phases (r, v‖) notés
v+
µj et v−µj (où j = 1, ...,N , µ ∈ Ξ) tel que ... < v−µj+1 < v−µj < ... < 0 < ... < v+

µj < v+
µj+1 < ...

3.3.Le modèle gyro-water-bag
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et des nombres réels constant {Aµj}j∈[1,N ], µ∈Ξ que nous appelons hauteurs des bags. Alors on
peut définir fµ(t, r⊥, z, v‖) comme

fµ(t, r⊥, z, v‖) =
N∑
j=1

Aµj
î
H
Ä
v‖ − v−µj(t, r⊥, z)

ä
−H

Ä
v‖ − v+

µj(t, r⊥, z)
äó

(3.7)

où H est la fonction d’ Heaviside. La fonction (3.7) est une solution faible exacte de l’équation
de Vlasov gyrocinétique (3.5) au sens de la théorie des distributions si et seulement si l’ensemble
des équations suivantes est vérifiées

∂tv
±
µj + JµvE.∇⊥v±µj + v±µj∂zv

±
µj =

qi
mi
JµE‖, (3.8)

pour tout j ∈ [1,N ] et µ ∈ Ξ. L’équation de quasi-neutralité s’écrit alors

−∇⊥ ·
Å
ni0
BΩ0

∇⊥φ
ã

+
eτni0
kBTi0

(φ− λ〈φ〉M) = 2π
∑
µ∈Ξ

N∑
j=1

Aµj
Ωi
qi
Jµ(v+

µj − v
−
µj)− ni0. (3.9)

Si pour chaque bag j on introduit la densité nµj = (v+
µj − v−µj)Aµj et la vitesse moyenne

uµj = (v+
µj+v−µj)/2, les équations (3.8) sont équivalentes aux équations de continuité et d’Euler

∂tnµj +∇⊥ · (nµjJµvE) + ∂z(nµjuµj) = 0

∂t(nµjuµj) +∇⊥ · (nµjuµjJµvE) + ∂z
(
nµju

2
µj

)
+

1
mi

∂zpµj =
qi
mi

nµjJµE‖

où la pression partielle prend la forme pµj = min
3
µj/(12A2

µj). La connection entre la description
fluide et cinétique apparaît clairement dans cette formulation multi-fluides des équations gyro-
water-bag.

3.4 Invariants de Liouville et réduction de l’espace des
phases

Dans l’équation (3.8), j est rien d’autre qu’une étiquette puisque aucun opérateur différentiel
ne porte sur la variable v‖. Ce que l’on fait, c’est regrouper ensemble dans le même bag j des
particules et chaque bag évolue en utilisant l’équation des contours (3.8). Bien sûr les différents
bags sont couplés par l’équation de quasi-neutralité (3.9).

Cette opération est une réduction exacte (d’une dimension) de la dimension de l’espace
des phases (élimination de la variable de vitesse) au sens où le concept de water-bag utilise
l’invariance de Liouville dans l’espace des phases (invariance de la mesure du volume de l’espace
des phases) : Le fait que Aµj soit constant au cours du temps est une conséquence directe de
l’équation de conservation de Vlasov Df/Dt = 0. Bien sûr la variable de vitesse éliminée
réapparait à travers les divers bags j (j = 1, . . . ,N ), et si nous avons besoin d’une description
précise d’une fonction de distribution continue un grand nombre N de bags est nécessaire.
D’un autre côté, il n’y a pas mathématiquement de borne inférieure sur N et d’un point
de vue physique plusieurs résultats intéressants peuvent être obtenus avec N = 1 pour les
plasmas électrostatiques. Pour les plasmas magnétisés N = 2 ou 3 permet des approches plus
analytiques [171, 172].

Au contraire, dans l’espace des phases associé à l’équation de Vlasov, les échanges en vitesse
sont décrits par un opérateur différentiel. Du point de vue numérique, cet opérateur doit être
approché par des schémas numériques de type différences finies par exemple. Par conséquent,
une discrétisation minimum de l’espace des vitesses est nécessaire et nous sommes face au
problème usuel de l’échantillonage. S’il peut être admis que les gradients de la fonction de
distribution selon la vitesse v‖ restent faibles pour une certaine classe de problèmes, alors une
discrétisation grossière peut être acceptable. Cependant, il est bien connu en théorie cinétique

3.4.Invariants de Liouville et réduction de l’espace des phases
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que l’interaction onde-particule n’est pas simple à représenter. En l’occurence l’existence de
forts gradients dans l’espace des vitesses est la signature d’interactions onde-particule intenses
et donc le besoin d’une grand résolution numérique dans l’espace des vitesses devient nécessaire,
alors qu’avec une description water-bag on peut encore utiliser un petit nombre de contours.

Pour conclure, le modèle gyro-water-bag offre une description exacte de la dynamique du
plasma même avec un petit nombre de bags, permettant une approche numérique avec un coût
réduit, et apporte le lien entre la description hydrodynamique et cinétique complète donnée
par l’équation de Vlasov. Bien sûr cela nécessite une préparation initiale spéciale du plasma
(subdivision à la Lebesgue). De plus il n’y a pas de contrainte sur la forme de la fonction de
distribution qui peut être très éloignée d’une Maxwellienne. Une fois que la condition initiale a
été préparée en utilisant une subdivision à la Lebesgue, les équations gyro-water-bag donnent
une solution faible exacte (au sens de la théorie des distributions) de l’équation de Vlasov
correspondant à cette condition initiale. Toute condition initiale (continue ou non) qui est
intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue peut être approchée de manière aussi précise
que l’on veut lorsque N augmente. Par suite, si on a besoin d’une description précise d’une
fonction de distribution continue, il est clair qu’un grand N est nécessaire. Mais même si
l’effort numérique est proche de la discrétisation standard de l’espace des vitesses rencontrée
dans un code Vlasov (utilisant 2N + 1 points de maillage), nous pensons que l’utilisation
d’un échantillonage exact en water-bag donnera de meilleurs résultats que ceux obtenus par
l’approximation d’un opérateur différentiel.

3.5 Analyse linéaire
Dans cette section on étudie la stabilité linéaire d’une colonne de plasma magnétisé en

linéarisant, autour d’une distribution de bags déquilibre v±j = ±v◦j (r), les équations gyro-
water-bag (3.8)-(3.9) dans lesquelles on négligera les effets de polarisation et de gyromoyenne.

3.5.1 Relation de dispersion
On considère la décomposition de la solution en une partie d’équilibre homogène et une

perturbation en onde plane :

v±j (r, θ, z, t) = ±v◦j (r) + δv±j (r) ei(mθ+k‖z−ωt) + c. c.

φ(r, θ, z, t) = δφ(r) ei(mθ+k‖z−ωt) + c. c. (3.10)

En posant kθ = m/r on obtient le système water-bag linéaire

(ω ∓ k‖v◦j )δv±j −
ï
qik‖

Mi
∓ kθ
B

ò
δφ = 0 (3.11)

Zi

N∑
j=1

Aj(δv+
j − δv

−
j ) =

ene0
Te0

δφ. (3.12)

En normalisant ω à k‖vthi, v◦j à vthi, k à k‖ et φ à qiφ/Ti, le système linéaire (3.11)-(3.12)
donne la relation de dispersion ε(kθ, ω) = 0 où

ε(kθ, ω) = 1− Z?i
N∑
j=1

αj
1− ωΩ?v◦

j

ω2 − v◦2j
(3.13)

avec Z?i = ZiTe0/Ti0.
Dans l’équation précente (3.13) les paramètres water-bag suivants ont été introduits
• La densité relative du bag j, αj = 2Ajv◦j /ni0, où ni0(r) est le profil radial de densité

ionique.
• La fréquence diamagnétique du bag j, Ω?v◦

j
= kθkBTi0/(qiB) dr ln(v◦j ). Il est intéressant de

noter que Ω?v◦
j
est lié à la fréquence diamagnétique Ω?ni0 par la relation

∑N
j=1 αjΩ

?
v◦
j

= Ω?ni0 .

3.5.Analyse linéaire
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3.5.2 Construction d’un équilibre local
Dans ce paragraphe on cherche à déterminer les paramètres water-bag afin de construire un

équilibre physiquement pertinent. Une des causes de la turbulence dans les plasmas de tokamak
est l’existence de gradients transverses de densité et de température. L’instabilité dite ITG (“Ion
Temperature Gradient”) est un candidat sérieux pour le développement du transport turbulent.
Afin de décrire les modes ITG, on choisit des profils radiaux de température et densité. La
fonction de distribution d’équilibre est de la forme

feq(r, v‖) =
ni0(r)√
Ti0(r)

F
Ç

v‖√
Ti0(r)

å
où ni0(r) et Ti0(r) sont les profils normalisés de densité et température. La fonction F est
une fonction paire, et pour une distribution Maxwellienne on a F(x) = exp(−x2/2)/

√
2π. La

première étape consiste à construire une solution gyro-water-bag d’équilibre locale en r = r0.
Pour ce faire on utilise la méthode de l’équivalence des moments suivante. Si on définit pour
` = 0, 2, ..., 2(N − 1), la dérivée radiale du moment d’ordre ` de feq comme

M`
r(feq) =

∫
R

dv‖ ∂rfeqv
`
‖

et la dérivée radiale du moment d’ordre ` du gyro-water-bag comme

M`
r(GWB) =

N∑
j

2Ajv◦ `j ∂rv
◦
j

alors, en utilisant une intégration par parties, l’égalitéM`
r(feq) =M`

r(GWB) au point r = r0

implique

N∑
j

αj(r0)Ω?v◦
j
(r0)(v◦j (r0))` =

Å
Ω?ni0(r0) +

`

2
Ω?Ti0(r0)

ã(»
Ti0(r0)

)`
M`(F) (3.14)

oùM`(F) est le moment d’ordre ` de la fonction F , αj = 2v◦jAj/ni0, Ω?v◦
j
mesure le gradient

radial local du bag v◦j , Ω?ni0 et Ω?Ti0 sont les fréquences diamagnétiques définies par

Ω?v◦
j

= εωε
−2
k kθTi0

d ln v◦j
dr

= εωε
−2
k kθTi0κv◦

j

et

Ω?ni0 = εωε
−2
k kθTi0

d lnni0
dr

= εωε
−2
k kθTi0κni0 , Ω?Ti0 = εωε

−2
k kθTi0

d lnTi0
dr

= εωε
−2
k kθTi0κTi0 .

On introduit les inconnues βj et γj , pour j = 1, ...,N , telles que les constraintes

αjΩv◦
j

= γjΩ?ni0 +
1
2
βjΩ?Ti0 (3.15)

soient satisfaites au point r = r0. Si on substitue (3.15) dans (3.14) alors, les paramètres
gyro-water-bag (αj , βj , γj) doivent satisfaire le système linéaire suivant au point r = r0∑

1≤j≤N
αj(r0)(v◦j (r0))` = (`+ 1)

(»
Ti0(r0)

)`
M`(F) (3.16)

∑
1≤j≤N

βj(r0)(v◦j (r0))` = `
(»

Ti0(r0)
)`
M`(F) (3.17)

∑
1≤j≤N

γj(r0)(v◦j (r0))` =
(»

Ti0(r0)
)`
M`(F) (3.18)

3.5.Analyse linéaire
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Cependant les équations (3.16)-(3.18) conduisent à un système de Vandermonde qui devient
mal conditionné pour un grand nombre de bag N . Une solution plus convenable peut être
trouvée pour un grand nombre de bag. On considère une discrétisation régulière de l’axe v‖,
i.e. v◦j (r0) = (j − 1

2 )∆v, avec ∆v = 2vmax/(2N − 1) et on pose Fj = feq
(
r0, v

◦
j (r0)− ∆v

2

)
. Si

on souhaite que les équations (3.16)-(3.18) soient satisfaites au second ordre en ∆v, alors en
utilisant la formule de quadrature des trapèzes pour calculerM`(F), on obtient la solution

αj(r0) = 2Aj
v◦j (r0)
ni0(r0)

= 2(Fj−Fj+1)
v◦j (r0)
ni0(r0)

, γj(r0) = ∆v
Fj + Fj+1

ni0(r0)
, βj(r0) = αj(r0)−γj(r0).

3.5.3 Seuil d’instabilité et taux de croissance
La relation de dispersion (3.13) peut maintenant admettre des racines complexes conju-

guées correspondant à une instabilité ITG. Pour trouver le seuil d’instabilité on résoud les
équations ε(kθ, ω) = 0 et ∂ωε(kθ, ω) = 0. Un approche paramétrique par rapport à ω fournit
le seul d’instabilité linéaire [171, 172]. Il est alors possible de comparer ces courbes avec le
résultat analytique donné dans [131] où une distribution Maxwellienne continue a été choisie
(Figs. 3.1). Dans le cas de trois bags on obtient deux domaines d’existence des instabilités avec
des structures de lobes (Fig. 3.1 (a)). Bien que du point de vue quantitatif il soit difficile de
reproduire les caractéristiques de l’instabilité ITG avec si peu de bags, les caractéristiques qua-
litatives sont bien retrouvées. La précision de modèle est rapidement améliorée en augmentant
le nombre de bag. En effet en faisant une étude de la dépendance de taux de croissance linéaire
γ par rapport à N pour A (Ωn = −1.0, ΩT = −8.0) (see Fig.3.1 (b)) près du seuil on trouve
que γ atteint respectivement 93% (98.5%) du taux continu (N → ∞) pour N = 5 (N = 10).
Ce résultat suggère qu’une dizaine de bag est suffisante pour bien décrire les instabilités ITG
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Figure 3.1 – Seuil d’instabilité en fonction Ω?T etΩ?n

3.6 Analyse quasi-linéaire
Dans ce paragraphe le résultat important est la dérivation d’un ensemble d’équations non

linéaires de diffusion où les termes sources sont les termes non diagonaux du tenseur des
contraintes de Reynolds 〈ṽrE×B ṽ‖〉. Ces termes sont proportionnels aux corrélations 〈∇θφ̃∇‖φ̃〉,
qui sont responsables de la régulation du transport radial de l’impulsion parallèle. Ces termes
non diffusifs extra-diagonaux contribuent au flux d’impulsion responsable du transport de
l’impulsion parallèle vers l’intérieur -pincement d’impulsion- (ou l’extérieur) et des phénomènes
de rotations spontanées du plasma conduisant à des profils de rotation piqués près de l’axe.
Des études sur le pincement d’impulsion (“momentum pinch”) ont été réalisées dans le cadre
fluide [112] où les effets d’une vitesse de cisaillement toroïdale sont analysés et dans le cadre
cinétique [91] où est réalisée une approche unifiée de la théorie du transport turbulent de la

3.6.Analyse quasi-linéaire
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quantité de mouvement parallèle par les ondes de dérives. En utilisant la condition de résonance,
ces équations quasi-linéaires peuvent se réécrire comme un ensemble d’équations de reaction-
diffusion couplées qui décrit la compétition entre la diffusion turbulente radiale d’une part et
la rétro-action de l’écoulement zonal dans la direction poloïdale et d’un écoulement parallèle
cisaillé dans la direction azimutale d’autre part, qui peut réduire l’état turbulent du plasma
et conduire à l’apparition de barrières internes de transport. La structure mathématique de
ces équations est semblable à celle du système de Keller-Segel model [153], largement utilisé
en chimiotactisme pour décrire le transport collectif (diffusion, concentration et aggrégation)
de cellules - d’un organisme biologique multi-cellulaires- attirées par des substances chimiques
auto-émises. Dans ce cadre les bags jouent le rôle de la densité des différents groupes de cellules
et le flux zonal joue le rôle de la substance chimique auto-émise.

Afin de réaliser l’analyse quasi-linéaire [194, 98, 99] des équations (3.8)-(3.9) chaque quantité
physique f ∈ {v±µj , φ} est décomposée en une partie lentement variable uniforme en (θ, z) : f0 ;
et une perturbation fluctuante au premier ordre δf tel que f(t, r, θ, z) = f0(t, r) + δf(t, r, θ, z),
où δf est décomposée en series de Fourier δf(t, r, θ, z) =

∑
ν 6=0 fν(t, r) exp(i(k‖z + mθ)) avec

k‖ = 2πn/Lz, kθ = m/r, ν = (m,n) et 0 = (0, 0). Notons que 〈δf〉θ,z = 0, 〈f0〉θ,z = f0,
où 〈·〉θ,z désigne la moyenne en (θ, z), et f−ν = f̄ν . Cherchons d’abord les équations de la
partie lentement variable ({v±µj0}j∈[1,N ], µ∈Λ, φ0). Si on moyenne les équations (3.8) en (θ, z),
on obtient

∂tv
±
µj0 +

i

rB
∂r
∑
ν 6=0

rkθJ0µν φ̄νv
±
µjν = 0, (3.19)

où on a utilisé la notation J0µν = J0(k⊥
√

2µ/(Ωiqi)). Si on soustrait (3.19) à (3.8) et qu’on
néglige les termes d’ordre deux en la perturbation, après intégration en temps on obtient

v±µjν(t) = v±µjν(0) exp

Ç
−i
∫ t

0

k ·V±µj0(s)ds

å
− i
∫ t

0

dsJ0µνφν(t− s)λ±µj0(t− s) exp

Ç
−i
∫ t

t−s
k ·V±µj0(τ)dτ

å
(3.20)

où k = (k‖, kθ)T , V±µj0 = (v±µj0, ∂rφ0/B)T , et λ±µj0 = (qi/mi)k‖ − kθ∂rv±µj0/B. Notons que
l’équation (3.28) pour φ0 et l’équation pour les perturbations φν sont obtenues directement
à partir de l’équation de quasi-neutralité (3.9). On cherche alors une solution de la forme
(anstaz WKB) fν(t, r) = f̃ν(t, r) exp(−iωνt) où la phase ων = ωk est un nombre réel tel que
ω−ν = ω−k = −ωk = −ων , et où l’enveloppe f̃ν(t) est une fonction réelle lentement variable
sur des échelles de temps γ−1

k . Ici γk est le taux d’instabilité. Il donne l’échelle de temps
d’évolution de φν alors que τdif est l’échelle de temps d’évolution de ({v±µj0}j∈[1,N ], µ∈Λ, φ0).
Puisque l’échelle de temps de l’enveloppe est plus grande que celle des phases donnée par
τfo ∼ ω−1

k , on a |γk/ωk| � 1. Pour plus de simplicité on supprimera par la suite la notation
avec des tildes. Le premier terme du second membre de (3.20), le transport libre, décroit
rapidement à cause du mélange de phase dans la somme sur j ou l’intégration en v‖ sur une
échelle de temps τd ∼ (k‖v̄)−1 où v̄ représente la vitesse thermique parallèle. En supposant que
t� τd on peut négliger le terme lié à la condition initiale dans (3.20) et substituer le résultat
dans l’équation sur φν pour obtenir

−χ0∂r

(∂rφν
χ0

)
+Kφν = −iL

∫ t

0

C(t, s)φν(t− s)ds (3.21)

où K = m2/r2 + κ, κ = eBΩi/(kBTe), L = 2πΩ2
iB/(qini0), χ0 = 1/(rni0), et

C(t, s) =
∑
µ∈Λ
j≤N

AµjJ2
0µν

®
λ+
µj0(t− s) exp

Ç
i

∫ t

t−s
Ω+
µj0(τ)dτ

å
−λ−µj0(t− s) exp

Ç
i

∫ t

t−s
Ω−µj0(τ)dτ

å´
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avec Ω±µj0(τ) = ωk − k · V±µj0(τ) la fréquence Doppler. Une fois encore, grâce à l’argument
du mélange de phase, la somme sur j conduit à la décroissance de C(t, s) par rapport à s sur
une échelle de temps τd. Si ce temps est petit comparativement à τdif et γ−1

k on peut faire un
développement limité en temps de λ±µj0, V±µj0, et φν dans (3.21). Si on néglige tous les termes
du second ordre en temps et en supposant τdif � γ−1

k , une intégration en temps donne

φ̇νL
∑
µ,j

AµjJ2
0µν∂ω

Ä
λ+
µj0δ

+
+µj − λ

−
µj0δ

−
+µj

ä
+ χ0∂r

(∂rφν
χ0

)
−
{
K + iL

∑
µ,j

AµjJ2
0µν

Ä
λ+
µj0δ

+
+µj − λ

−
µj0δ

−
+µj

ä}
φν = 0 (3.22)

où on a utilisé les notations φ̇ν = dφν/dt, δ±+µj = δ+(ωk−k ·V±µj0) et δ+(·) = πδ(·)+ iv.p.(1/·).
La partie imaginaire de (3.22) donne le taux d’instabilité γk = φ̇ν/φν = πΞ(δ)/∂ωΞ(P)
où P(·) = p.v.(1/·) désigne la valeur principale, et Ξ(f) =

∑
µ,j AµjJ2

0µν{λ+
µj0f(Ω+

µj0) −
λ−µj0f(Ω−µj0)} avec f appartenant à l’espace des distributions de Schwartz. A l’ordre le plus bas
en φ̇ν , la partie réelle de (3.22) donne la relation de dispersion ε(k, ωk) = 0 où ε(k, ωk) =
−χ0∂r(∂rφν/χ0) + (K − LΞ(P))φν . On poursuit l’analyse en introduisant δ2v±µj , la per-
turbation d’ordre deux de v±µj , telle que 〈δ2v±µj〉θ,z 6= 0. On injecte la décompostion v±µj =
v±µj0 + δv±µj + δ2v±µj dans les équations (3.19)-(3.20) et on utilise l’ansatz WKB. Le premier
terme du second membre de (3.20), le transport libre décroit rapidement dans (3.19) à cause du
mélange de phase lors de l’intégration en k, sur une échelle de temps τfs ∼ |∆(ωk−k·V±µj0)|−1,
pour peu que la condition |∆(ωk − k · V±µj0)|−1 � γ−1

k , τdif soit satisfaite. En négligeant le
terme du transport libre, après une moyenne en (θ, z), et en négligeant tous les termes d’ordre
trois en la perturbation on obtient

∂tv
±
µj0 + ∂t〈δ2v±µj〉θ,z +

1
r
∂r
Ä
J±µj
ä

= 0, (3.23)

où

J±µj(t) = r

∫ t

0

∑
ν 6=0

λ±µj0(t − s)
kθ
B
J2

0µνφν(t − s)φ̄ν(t) exp

Ç
i

∫ t

t−s
Ω±µj0(τ)dτ

å
ds. (3.24)

A cause du mélange de phase, la somme sur les modes ν ou l’intégration en k dans l’expression
(3.24) conduit à sa décroissance par rapport à la variable s sur une échelle de temps τfs, ce qui
justifie l’extension à l’infini du domaine d’intégration de la variable s dans l’équation (3.24).
De plus si on suppose τfs � γ−1

k les développements limités en temps des parties lentement
variables sont justifiés. En négligeant les termes du second ordre en temps et en supossant
τdif � γ−1

k , l’équation (3.24) devient

J±µj =
∑
ν∈D

rkθ
B
λ±µj0

Å
2πδ(Ω±µj0)− ∂ωP(Ω±µj0)

d

dt

ã
|J0µνφν |2 (3.25)

où D = {ν = (m,n) | m > 0, n 6= 0}. On substitue maintenant l’expression (3.25) dans (3.23)
et on associe respectivement le premier terme du second membre de (3.25) à ∂tv±µj0 et le second
terme du second membre de (3.25) à ∂t〈δ2v±µj〉θ,z. Par conséquent on obtient un ensemble
d’équations non linéaires de diffusion

∂v±µj0
∂t

− 1
r

∂

∂r

Ç
rD±µj

∂v±µj0
∂r

å
=

1
r

∂

∂r

Ä
rΠ±µj,r,‖

ä
(3.26)

avec le coefficient positif de diffusion

D±µj = 2πρscs
∑
ν∈D

Z2
i ρ

2
sk

2
θ

∣∣∣∣eJ0µνφν
Te

∣∣∣∣2 Ωiδ(ωk − k ·V±µj0),
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et la composante parallèle du tenseur des contraintes de Reynolds

Π±µj,r,‖ = 2π
∑
ν∈D

Z2
i c

2
sρ

2
skθk‖

∣∣∣∣eJ0µνφν
Te

∣∣∣∣2 Ωiδ(ωk − k ·V±µj0)

L’équation (3.26) a le même sens physique que l’équation (4) dérivée dans [91], dans le cadre
cinétique Vlasovien. Le coefficient de diffusion D±µj rend compte de la diffusion radiale de
chaque bag due à la dérive stochastique E×B. Les termes non diffusifs et non diagonaux Π±µj,r,‖
représentent les corrélations entre la diffusion radiale et l’accélération parallèle qui sont liées à la
génération d’écoulements parallèles cisaillés radialement. Ces termes non diagonaux contribuent
aux flux turbulent d’impulsion, et peuvent conduire à des mouvements de convection vers
l’intérieur grâce à un transfert d’impulsion entre les particules résonantes et les ondes. Cet
écoulement parallèle, cisaillé radialement, peut entrainer des phénomènes de mise en rotation
spontanée du plasma et de bifurcation des impulsions des particules dont la compétition avec la
dynamique des barrières de transport internes à donné lieu à des recherches intenses [112, 91].
Notons qu’il n’est pas nécessaire d’avoir un champ électrique cisaillé ni la géométrie toroïdale
pour que ces contributions existent. En utilisant la condition de résonance ωk − k ·V±µj0 = 0,
les équations (3.26) peuvent se réécrire comme des équations de Fokker-Planck

∂v±µj0
∂t

=
1
r

∂

∂r

Ç
rF±µjv

±
µj0 + rD±µj

∂v±µj0
∂r

å
+

1
r

∂

∂r

Å
rQ±µj

∂φ0

∂r

ã
(3.27)

avec le coefficient de friction,

F±µj =
∑
ν∈D
Gν (1 + Iν)

∣∣∣∣eJ0µνφν
Te

∣∣∣∣2 Ωiδ(ωk − k ·V±µj0),

et le terme de source

Q±µj =
∑
ν∈D
GνIν

kθ
k‖B

∣∣∣∣eJ0µνφν
Te

∣∣∣∣2 Ωiδ(ωk − k ·V±µj0),

où Gν = −2πZ2
i c

2
sρ

2
sk

2
‖kθω

−1
k et Iν = ω−1

k kθ∂rφ0/B. Les équations des bags (3.27) sont couplées
à l’équation du flux zonal

−χ0∂r

Å
∂rφ0

χ0

ã
+ κ(1− λ)φ0 = L

( ∑
µ∈Λ
j≤N

Aµj(v+
µj0 − v

−
µj0)− qi

2πΩi
ni0

)
. (3.28)

L’existence du terme source dû à Q±j dans (3.27) couple les équations de la dynamique des
bags avec le flux zonal donné de manière auto-cohérente par l’équation (3.28). Par conséquent,
le système (3.27)-(3.28) est un système de réaction-diffusion décrivant la diffusion turbulente
faible (cascade d’énergie directe) qui entre en compétition avec la rétro-action du flux zonal
(cascade d’énergie inverse). Dans un tel plasma la rétro-action des flux de cisaillement sur la
turbulence induite par les gradients de pression est un mécanisme central qui régit l’état tur-
bulent et le transport dans le plasma, avec en particulier la formation possible de barrières de
transport. La somme sur les bags dans le terme source de (3.28) permet de retrouver le carac-
tère cinétique (interaction onde-particule résonante non linéaire) à partir des équations fluides
(3.27). En effet la superposition des bags permet de rendre compte des résonances Landau dans
l’espace des phases par le processus de mélange de phase des fréquences réelles comme pour
le traitement des oscillations électroniques d’un plasma par Van Kampen-Case [212, 58]. De
plus ce modèle a des propriétés assez universelles pour les processus de réaction-diffusion. En
effet dans le cas d’un bag avec v+ = v− (température nulle) les équations (3.27)-(3.28) ont une
structure mathématique semblable aux modèles de type Keller-Segel [153], qui sont très utilisés
pour le chimiotactisme, décrivant le mouvement collectif (diffusion, aggrégation) d’organisme
multi-cellulaires sous l’action de substances chimiques auto-émises.
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54 Modèles gyro-water-bag pour les plasmas magnétisés

On peut maintenant intégrer les équations 〈δ2v±µj〉θ,z afin de retrouver les lois de conserva-
tion classiques (densité, impulsion et énergie) au second ordre en la perturbation. Une intégra-
tion en temps du terme 〈δ2v±µj〉θ,z donne

〈δ2v±µj〉θ,z =
1
r
∂r
∑
ν∈D

rkθ
B
λ±µj0|J0µνφν |2∂ωk

P(Ω±µj0). (3.29)

Comme on va le voir ci-dessous le terme 〈δ2v±µj〉θ,z permet de retrouver ces lois de conservation.
A partir de l’équation (3.27), après integration sur le cylindre on obtient la conservation de la
densité totale

dn0

dt
=

d

dt

(
4π2Lz

Ωi
qi

∑
µ,j

Aµj
∫
rdr(v+

µj0 − v
−
µj0)

)
= 0.

Définissons K0` comme l’impulsion des particules non résonantes pour ` = 2 et comme l’énergie
des particules non résonantes pour ` = 3 par

K0` = 4π2BLz
1
`

∫
rdr

∑
µ,j

Aµj
(
v+
µj0

` − v−µj0
`
)
.

Définissons K2` comme la contribution des particules résonantes à l’impulsion des ondes pour
` = 1 et comme la contribution des particules résonantes à l’énergie des ondes pour ` = 2 par

K2` = 4π2BLz

∫
rdr

∑
µ,j

Aµj
(
v+
µj0

`〈δ2v+
µj〉θ,z − v

−
µj0

`〈δ2v−µj〉θ,z
)
.

Finalement on définit l’énergie totale des ondes E par

E = 4π2BLz

∫
rdr

∑
ν∈D

2

Ç
kθ
Bk‖

å2
∂2
rφ0

L
φνω∂ωε.

En utilisant les équations (3.27), (3.29) et la relation de dispersion (3.22), on obtient ˙K02 +
˙K21 = 0 et ˙K03 + Ė = ˙K03 + ˙K22 + Ėφ = 0, ce qui signifie que l’impulsion et l’énergie

sont respectivement conservées au second ordre en la perturbation. Le terme Eφ = E − ˙K22

représente l’énergie potentielle électrique.

3.7 Le problème de Cauchy

Dans ce paragraphe on étudie l’existence et l’unicité de solutions classiques pour le système
(3.8)-(3.9). En général la densité ni0 et la température Ti0 apparaissant dans les équations (3.9)
sont des fonctions régulières du rayon r. Pour simplifier la preuve, sans perte de généralité on
peut supposer que la densité ni0 et la température Ti0 sont uniformes et que λ = 0 dans
l’équation (3.9). Puisque l’opérateur de gyromoyenne Jµ dans les équations (3.8)-(3.9) a un
effet régularisant (régularisation elliptique) dans le plan transverse au même titre que la dérive
de polarisation (Laplacien dans l’équation (3.9)), on peut le supprimer pour faire l’analyse
mathématique du système. Une fois adimensionnées, les équations (3.8)-(3.9) s’écrivent dans
R

3 comme

∂tv
±
j −∇

⊥
⊥φ · ∇⊥v±j + v±j ∂zv

±
j + ∂zφ = 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1, . . . ,N , (3.30)

−∆⊥φ+ φ =
N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j )− 1, (3.31)

On a alors le résultat
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Théorème 10 (Solution classique locale). On suppose v±0j ∈ Hs(R3) avec s > n/2 + 1, n = 3
et Aj des nombres réels positifs pour 1 ≤ j ≤ N . Alors pour tout N , il existe un temps T > 0
qui dépend seulement de ‖v±0j‖Hs(R3), N , A = maxj≤N |Aj |, tel que le système (3.30)-(3.31)
a une solution unique

v±j ∈ L
∞(0, T ;Hs(R3)) ∩ Lip(0, T ;Hs−1(R3)), j = 1 . . .N

Preuve. La preuve de ce théorème se trouve dans [42]. Afin de démontrer l’existence
et l’unicité de solutions classiques pour le système (3.30)-(3.31) on décompose la dynamique
globale en une dynamique transverse

∂tv
±
j −∇

⊥
⊥φ · ∇⊥v±j = 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1 . . .N ,

−∆⊥φ+ φ =
N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j )− 1 ,

et longitudinale

∂tv
±
j + v±j ∂zv

±
j + ∂zφ = 0, v±j (0, ·) = v±0j(·), j = 1 . . .N ,

−∆⊥φ+ φ =
N∑
j=1

Aj(v+
j − v

−
j )− 1.

Pour chaque système on prouve l’existence et l’unicité de solutions classiques et on obtient
des estimations a priori sur ces solutions [42, 208, 209]. L’idée de la preuve consiste alors à
construire une suite de solutions du système global à partir de celles du système transverse
et longitudinal grâce à une méthode de splitting en temps d’ordre un. Grâce aux estimations
a priori d’énergie associées au système transverse et longitudinal, on montre qu’il existe une
limite unique de cette suite qui vérifie le système global. La principale difficulté vient de la
perte de dérivée en z sur le potentiel électrique φ dans l’équation (3.31), ce qui entraine une
perte de régularité dans la direction z. Pour surmonter cette difficulté on réécrit la dynamique
longitudinale comme un système de lois de conservation hyperbolique.

3.8 Normalisation et lois de conservation
Les schémas numériques développés ci-après sont basés sur des équations adimensionnées.

Dans notre cas, la température Ti0 et Te0 sont normalisés à une température caractéristique T 0

qui est définie par Ti0(r0)/T 0 = 1. La direction longitudinale est normalisée à k‖ et la direction
transverse à k⊥. La vitesse est normalisée à la vitesse thermique des ions vthi =

√
Ti0/mi et le

temps à ω−1 = (k‖vthi)−1. Le potentiel électrique est normalisé à une fluctuation caractéristique
φ. De plus on définit les petits paramètres sans dimensions suivants

εk =
k‖

k⊥
, εω =

ω

Ω0
, εδ =

eφ

kBT 0

, ε∇eq =
ρi
L∇eq

, ε⊥ = ρik⊥ (3.32)

où L∇eq est la longueur caractéristique des gradients à l’équilibre des moments fluides. L’ap-
proximation gyrocinétique est obtenue lorsque εk ∼ εω ∼ εδ ∼ ε∇,eq ∼ ε ∼ 10−3 et ε⊥ ∼ 1.
Pour les grandes longueurs d’onde ε⊥ � 1 on obtient l’approximation centre guide. En utilisant
l’adimensionnement (3.32) les équations (3.8) et (3.9) deviennent

∂tv
±
µj + εδεωε

−2
k Zi(ez ×∇Jµφ).∇⊥v±µj + v±µj∂zv

±
µj = ZiεδJµE‖ (3.33)

et

−εδε2
ωε
−2
k Zi∇⊥ · (ni0∇⊥φ) +

εδτni0
Ti0

(φ−λ〈φ〉M) = 2π
∑
µ∈Ξ

N∑
j=1

AµjJµ(v+
µj − v

−
µj)−ni0. (3.34)
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Le système (3.33)-(3.34) conservent le nombre total de particules∑
µj

Aµj
∫
dr(v+

µj − v
−
µj),

et l’énergie totale

∑
µj

Aµj
∫
dr

Ç
µ(v+

µj − v
−
µj) +

v+ 3
µj

6
−
v− 3
µj

6

å
+
∫
dr

(
2π
∑
µj

AµjJµ(v+
µj − v

−
µj)− ni0

)
φ.

(3.35)
Finalement on définit le flux de chaleur à la position radiale r et au temps t

Q(t, r) =
∑
µj

Aµj
∫

dθ

2π
dz

Lz

Ç
µ(v+

µj − v
−
µj) +

v+ 3
µj

6
−
v− 3
µj

6

å
(ez ×∇Jµφ) · er.

3.9 Dérivation d’un modèle gyro-water-bag auto-cohérent
Dans cette partie on dérive le système gyro-water-bag quasi-linéaire auto-cohérent dont on

cherche à approcher les solutions. Ce modèle sera très utile pour faire des comparaisons avec
le modèle non linéaire. En utilisant le développement

f(t, r, θ, z) =
1
2

{
f0(t, r, z) +

∑
m>0

fm(t, r, z)eiθm
}

+ c.c. (3.36)

où f0 est un nombre réel et fm est un nombre complexe, et en supposant la limite k⊥ρ → 0
(Jµ → 1), les équations (3.8) deviennent

∂tv
±
j0 + ∂z

(
v±j0

2

2
+ φ0

)
+

1
2rB

∑
m

m∂r
Ä
V ±jm × Φm

ä
+

1
4

∑
m

∂z
Ä
|V ±jm|

2
ä

= 0 (3.37)

∂tV
±
jm +

1
r
∂r (rHm)V ±jm −

1
r
∂r
Ä
rK±jm

ä
Φm + ∂z

Ä
v±j0V

±
jm + Φm

ä
+ F = 0 (3.38)

où
Hm =

m

Br
φ0 I, K±jm =

m

Br
v±j0 I, I =

Å
0 −1
1 0

ã
V ±jm =

Ç
Re v±jm
Im v±jm

å
, Φm =

Å
Reφm
Imφm

ã
, F =

Å
F1

F2

ã
.

avec

F1 =
1

2Br

∑
`

m
Ä
∂rΦ`“×V ±jm−`ä+m

Ä
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ä
+m
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ä
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Ä
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`
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±
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ä
+

1
2
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Ä
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ä
(3.39)

et

F2 =
1

2Br

∑
`

m
Ä
∂rΦ` ·̂V ±jm−`

ä
+m

Ä
∂rΦm+` ·V ±j`

ä
+m

Ä
V ±jm+` · ∂rΦ`

ä
+

`∂r
Ä
V ±jm+` ·Φ`

ä
− (`+m)∂r

Ä
Φm+` ·V ±j`

ä
− `∂r

Ä
Φ` ·̂V ±jm−`

ä
+∑

`

1
4
∂z
Ä
V ±j` “×V ±jm−`ä+

1
2
∂z
Ä
V ±j` ×V

±
jm+`

ä
(3.40)
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Dans (3.39) et (3.40) on a utilisé les notations U ·̂V = U1V1−U2V2, U “×V = U1V2 +U2V1, où
U et V sont deux vecteurs de dimension deux. Les termes quadratiques en V ±jm, qui conduisent
au couplage de modes et à l’existence d’un régime de saturation seront négligés dans (3.38) et
conservés dans les équations (3.37) . En d’autres termes, le terme F est supprimé dans (3.38).
En utilisant les paramètres sans dimensions (3.32) les équations (3.37)-(3.38), deviennent

∂tv
±
j0 + ∂z

(
v±j0

2

2
+ Ziεδφ0

)
+
∑
m>0

εδεωε
−2
k Zi

m

2r
∂r
Ä
V ±jm × Φm

ä
+

∑
m>0

∂z

Ç
|V ±jm|2

4

å
= 0 (3.41)

∂tV
±
jm+ εδεωε

−2
k Zi

1
r

¶
∂r (rHm)V ±jm − ∂r

Ä
rK±jm

ä
Φm
©

+∂z
Ä
v±j0V

±
jm + ZiεδΦm

ä
= 0 (3.42)

En substituant le développement (3.36) dans l’équation (3.9) et en utilisant (3.32) on obtient
les équations adimensionnées

−εδε2
ωε
−2
k Zi

1
r
∂r (rni0∂rφ0) +

εδτni0
Ti0

(φ0 − λ〈φ0〉M) =
N∑
j=1

Aj(v+
j0 − v

−
j0)− ni0, (3.43)

et

−εδε2
ωε
−2
k Zi

1
r
∂r (rni0∂rΦm) +

Å
εδε

2
ωε
−2
k Zi

m2

r2
+
εδτni0
Ti0

ã
Φm =

N∑
j=1

Aj(V +
jm − V

−
jm). (3.44)

Finalement on cherchera à résoudre le système (3.41)-(3.44).

3.10 Approximation numérique

Cette section est dédiée à la discrétisation numérique du modèle non linéaire (3.33)-(3.34),
et du modèle quasi-linéaire (3.41)-(3.44). Bien que ces deux modèles soient différents ils doivent
donner les mêmes résultats (taux de croissance des instabilités ITG) dans le régime linéaire.
Le modèle quasi-linéaire (3.41)-(3.44) est résolu par une méthode de Runge-Kutta Galerkin-
discontinu alors qu’une méthode de Runge-Kutta semi-Lagrangienne en arrière est développée
pour discrétiser le système non linéaire (3.41)-(3.44).

3.10.1 Approximation numérique du système non linéaire

Dans cette partie nous présentons la méthode numérique pour résoudre les équations (3.33)-
(3.34), où seul un invariant adiabatique µ = µ0 est considéré. Par soucis de clarté on supprime
l’indice µ. Le schéma est basé sur une méthode de Runge-Kutta semi-Lagrangienne. Si on
introduit les courbes caractéristiques r±j (t) = (r±j (t), θ±j (t), z±j (t)) associées aux opérateurs de
transport

∂t + εδεωε
−2
k Zi(ez ×∇J φ).∇⊥ + v±µj∂z

alors pour j = 1, . . . ,N , les équations (3.33) s’écrivent

d

dt
v±j (t, r±j (t)) = ZiεδJE‖(t, r±j (t)), v±j (0) = v± 0

j (3.45)

où
d

dt
r±j (t) = F (t, r±j (t),J φ(t), v±j (t)) (3.46)
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58 Modèles gyro-water-bag pour les plasmas magnétisés

avec

F (t, r,J φ, u) =

Ü
−ηr ∂θJ φ(t, r)
η
r ∂rJ φ(t, r)

u(t, r)

ê
et η = Ziεδε

−2
k εω.

Soit Ω le domaine de calcul etMh une partition de Ω d’élémentsK tel queK = Kir+ 1
2 ,iθ+ 1

2 ,iz+ 1
2

=¶
(r, θ, z) | |r − rir+ 1

2
| ≤ ∆r/2, |θ − θiθ+ 1

2
| ≤ ∆θ/2, |z − ziz+ 1

2
| ≤ ∆z/2

©
où ∆r = Lr/Nr, ∆θ =

2π/Nθ et ∆z = Lz/Nz, sont les pas de discrétisation en espace. On cherche maintenant une
solution approchée (v±h,j , φh) ∈ (C 2∩B4,h(Ω))⊗

3
, pour chaque valeur de la variable temporelle

et pour j = 1, . . . ,N , où

B4,h(Ω) = Sc4,∆r({si}i=0...Nr , s
′
0, s
′
1)⊗ Sp4,∆θ({si}i=0...Nθ )⊗ S

p
4,∆z({si}i=0...Nz )

avec

Sp4,∆x({si}i=0...Nx) =


s(x) ∈ C 2([x0, xNx ]), s|[xi,xi+1]

∈ P3, ∀i ∈ [0, Nx − 1];
D4s(x) = 0, ∀x ∈ (xi, xi+1), ∀i ∈ [0, Nx − 1];
s(k)(x0) = s(k)(xNx), k = 0...2, s(xi) = si ∀i ∈ [0, Nx]

 ,

et

Sc4,∆x({si}i=0...Nx , s
′
0, s
′
1) =


s(x) ∈ C 2([x0, xNx ]), s|[xi,xi+1]

∈ P3, ∀i ∈ [0, Nx − 1];

s(x) = arg min
f∈C 2

f 6=0

Ç∫ xNx

x0

|D2f |2
å

;

s′(x0) = s′0, s
′(xNx) = s′1, s(xi) = si ∀i ∈ [1, Nx − 1]

 .

Par ailleurs la spline cubique à trois dimensions sf qui interpole f aux points
{rir , θiθ , ziz}ir=0...Nr, iθ=0...Nθ, iz=0...Nz avec conditions aux limites peut être écrite sous la forme

sf (r, θ, z) =
Nr+1∑
ir=−1

Nθ+1∑
iθ=−1

Nz+1∑
iz=−1

ciriθiz (f)B4(r/∆r − ir)B4(θ/∆θ − iθ)B4(z/∆z − iz)

où l’ensemble des coefficients {ciriθiz (f)}ir=−1...Nr+1, iθ=−1...Nθ+1, iz=−1...Nz+1 est solution d’un
système linéaire déterminé par les contraintes d’interpolation et les conditions aux limites, et
où B4 = B ∗B ∗B ∗B avec B(x) = 1 si x ∈ [−1/2, 1/2] et zéro ailleurs. Aprés une discrétisation
spatiale le système différentiel ordinaire (3.45)-(3.46) devient

d

dt
v±h,j(t, r

±
h,j(t)) = ZiεδJ hEh‖(t, r±h,j(t)), v±h,j(0) = v± 0

h,j ,

d

dt
r±h,j(t) = Fh(t, r±h,j(t),J

hφh(t), v±h,j(t)) (3.47)

où r±h,j(t), J h et Fh sont respectivement des approximations numériques des courbes caracté-
ristiques exactes r±j (t), de l’opérateur de gyromoyenne J (3.4) et du champ de force F . Soit
∆t = T/NT le pas de discrétisation en temps, alors les équations différentielles ordinaires (3.47)
sont approchées en temps par la méthode de Runge-Kutta d’ordre deux en temps suivante.
Pour tout n ∈ [0, NT − 1], j ∈ [0,N ], k = (rir , θiθ, ziz ) ∈ Σ = [0, Nr] × [0, Nθ] × [0, Nz] on
impose que

Etape 1 :

v
±n+1/2
h,j

(
r±n+1/2
h,j

)
= v±h,j

(
r±nh,j

)
+ Ziεδ

∆t
2
J hEnh‖

(
r±nh,j

)
r±n+1/2
h,j = r±nh,j +

∆t
2
Fnh
(
r±nh,j ,J

hφnh, v
±n
h,j

)
(3.48)

où r±n+1/2
h,j = rk, et
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Etape 2 :

v±n+1
h,j

(
r±nh,j

)
= v±h,j

(
r±nh,j

)
+ Ziεδ∆tJ hEn+1/2

h‖
(
r±n+1/2
h,j

)
r±n+1
h,j = r±nh,j + ∆tFn+1/2

h

(
r±n+1/2
h,j ,J hφn+1/2

h , v
±n+1/2
h,j

)
(3.49)

où r±n+1
h,j = rk.

Si on pose r±nh,j = rk − d±nh,j dans l’équation (3.48) on est amené à résoudre le point fixe de
l’équation

d±nh,j =
∆t
2
Fnh
(
rk − d±nh,j ,J

hφnh, v
±n
h,j

)
. (3.50)

Si on pose r±nh,j = rk− 2d±nh,j dans l’équation (3.49) et que l’on fait l’approximation r±n+1/2
h,j =(

r±nh,j + rk

)
/2, encore valable au second ordre en temps, on est conduit à résoudre le point fixe

de l’équation

d±nh,j =
∆t
2
F
n+1/2
h

(
rk − d±nh,j ,J

hφ
n+1/2
h , v

±n+1/2
h,j

)
. (3.51)

Finalement (3.50) et (3.51) sont des problèmes de point fixe de la forme

dk =
∆t
2
Fh
(
rk − dk,J hφh, v±h,j

)
. (3.52)

Le point fixe de l’équation (3.52) peut être résolu itérativement par un algorithme de Newton.
Si on pose la fonction vectorielle R(dk) = dk − ∆t

2 Fh
(
rk − dk,J hφh, v±h,j

)
une itération de

Newton est donnée par
d`+1

k = d`k − J−1
R (d`k)R(d`k) (3.53)

où JR est la matrice Jacobienne de R. Même si cet algorithme donne des résultats précis
cette méthode demande l’interpolation des champs (φh, v±h,j) et de leurs dérivées en des points
arbitraires de l’espace. Un solution plus économique est d’utiliser un développement de Taylor
en temps dans le schéma (3.53). En utilisant le développement de Taylor au second ordre
suivant de la matrice Jacobienne JR,

J−1
R (rk) =

Å
I +

∆t
2
JFh
(
rk − dk,J hφh, v±h,j

)ã−1

= I − ∆t
2
JFh
(
rk − dk,J hφh, v±h,j

)
+O(∆t2)

dans l’équation (3.53) on obtient

d`+1
k =

∆t
2
Fh
(
rk − d`k,J hφh, v±h,j

)
+

∆t
2
JFh
(
rk − d`k,J hφh, v±h,j

)Å
d`k −

∆t
2
Fh
(
rk − d`k,J hφh, v±h,j

)ã
+O(∆t2)

Si on impose la valeur initiale d0
k à zéro, alors on obtient un schéma plus simple

d?k =
∆t
2
Fh
(
rk,J hφh, v±h,j

)
− ∆t2

4
JFh
(
rk,J hφh, v±h,j

)
Fh
(
rk,J hφh, v±h,j

)
+O(∆t2) (3.54)

qui a l’avantage de nécessiter que l’évaluation de Fh et de ses premières dérivées aux noeuds
du maillage. Si on choisit d0

k nul dans l’algorithme de Newton (3.53) et s’il converge en une
itération, alors il est équivalent à la méthode (3.54).

Maintenant il reste à résoudre l’équation de quasi-neutralité (3.34) et l’opérateur de gyro-
moyenne (3.4) qui sont résolus grâce à un développement en séries de Fourier dans les directions
périodiques et grâce à un schéma aux différences finies dans la direction radiale. Si φmn(r) re-
présente le mode poloïdal-toroïdal (m,n) la transformée de Fourier de l’équation (3.9) devient

− ζ

rni0(r)
∂r(rni0(r)∂rφmn) +

Å
ζ
m2

r2
+
εδτ

Ti0
(1− λδm,0δn,0)

ã
φmn

= ρmn =
N∑
j=1

Aj((J v+
j )mn − (J v−j )mn)− ni0. (3.55)
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avec ζ = εδε
2
ωε
−2
k Zi. Si on demande que le champ électrique soit défini de manière unique

sur l’axe rmin = 0 alors la condition aux limites pour le potentiel électrique doit satisfaire
∂rφ0n|rmin=0

= 0, ∀n et φmn|rmin=0
= 0, ∀m 6= 0, ∀n. Si rmin 6= 0 on impose φmn|rmin

=
0, ∀(m,n). Sur le bord sortant le plasma est considéré comme un conducteur, ce qui veut dire
qu’il n’y a pas de composante tangentielle du champ électrique et donc φmn|rmax

= 0, ∀(m,n) 6=
0. De plus on impose φ00|rmax

= 0. En utilisant un schéma aux différences finies d’ordre deux
l’équation (3.55) s’écrit comme un système linéaire tridiagonal de dimension (Nr−1)×(Nr−1)â

$a+ α1 β+
1

β−2 α2 β+
2 0

. . . . . . . . .
0 β−Nr−2 αNr−2 β+

Nr−2

β−Nr−1 αNr−1

ìâ
φmn,1
φmn,2

...
φmn,Nr−2

φmn,Nr−1

ì
=

â
ρmn,1
ρmn,2

...
ρmn,Nr−2

ρmn,Nr−1

ì
où

αi = ζ

Å
2

∆r2
+
m2

r2
i

ã
+
εδτ

Ti0
(1− λδm,0δn,0)

β±i = − ζ

∆r2
± ζ

2∆r

Å
1
ri

+
1

ni0(ri)
dni0
dr

(ri)
ã

a = − ζ

∆r2
+

ζ

2∆r

Å
1
r1

+
1

ni0(r1)
dni0
dr

(r1)
ã

avec $ = 1 si rmin = 0 et $ = 0 si rmin 6= 0. Dans l’espace de Fourier l’opérateur de
gyromoyenne (3.4) devient

−ρ
2

4
∂2
r 〈φmn〉+

Å
1− ρ2

4
m2

r2

ã
〈φmn〉 = φmn (3.56)

où 〈φmn〉 représente le mode poloïdal-toroïdal (m,n) du potentiel gyromoyenné. En utilisant
un schéma aux différences finies et en applicant les mêmes conditions aux limites utilisées
pour l’équation de quasi-neutralité l’équation (3.56) conduit à résoudre le système linéaire
tridiagonalâ

$%+ γ1 %
% γ2 % 0

. . . . . . . . .
0 % γNr−2 %

% γNr−1

ìâ
〈φmn,1〉
〈φmn,2〉

...
〈φmn,Nr−2〉
〈φmn,Nr−1〉

ì
=

â
φmn,1
φmn,2

...
φmn,Nr−2

φmn,Nr−1

ì
où

γi = 1 +
ρ2

4

Å
2

∆r2
+
m2

r2
i

ã
, et % = − ρ2

4∆r2
.

Chaque système tridiagonal est résolu par une méthode de factorisation LU.

3.10.2 Approximation numérique du système quasi-linéaire
Cette partie est dévolue à l’approximation du système d’équations (3.41)-(3.44). Pour ce

faire, on utilise une méthode de Galerkin discontinu conjuguée à un schéma de Runge-Kutta
[68]. On décrit d’abord la méthode pour les équations de transport (3.41)-(3.42). Soit Ω le
domaine de calcul et Mh une partition de Ω d’élément K tel que ∪K∈Mh

K = Ω, K ∩ Q =
∅, K,Q ∈ Mh, K 6= Q. On pose h = maxK∈Mh

hK où hK est le diamètre extérieur de
l’élément fini K. La frontière de K est notée par ∂K, nK est la normale unitaire extérieure à
∂K, et f(·) = (·)2/2. Nous utilisons les notations V ±jm = (ReV ±jm, ImV ±jm)T = (V ± 1

jm , V ± 2
jm )T ,

γα = (−1)α, et β = mod(α, 2) + 1. La première étape est d’écrire les équations (3.41)-(3.44)
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sous une forme variationnelle (faible) convenable sur chaque élément K de la partitionMh, i.e.
on multiplie (3.41)-(3.44) par une fonction test et on intègre sur l’élément K en utilisant une
formule de Green pour faire apparaître l’intégrale sur le bord de ∂K. Maintenant on cherche
une solution approchée (v±h,j0,ReV ±h,jm, ImV ±h,jm, φh,0,Re Φh,m, Im Φh,m) dont la restriction à
l’élément K de la partition Mh appartient, pour chaque valeur de la variable temporelle, à
l’espace local de dimension fini, P(K), typiquement un espace de polynôme. On pose alors

Ph(Ω) =
{
ψ | ψ|K ∈P(K), ∀K ∈Mh

}
.

On détermine alors l’approximation (v±h,j0,ReV ±h,jm, ImV ±h,jm, φh,0,Re Φh,m, Im Φh,m)|K ∈
⊗6 P(K)

pour t > 0, sur chaque élément de K de Mh en imposant que pour tout ϕh ∈ P(K), pour
tout j = 1 . . .N , pour α ∈ {1, 2}

∂t

∫
K

dKv±h,j0ϕh−
1
2

∫
K

dK
Ä
v±h,j0

ä2
∂zϕh+

∫
∂K

dΓ 〈f nK, z〉 (v±h,j0)ϕh+Ziεδ

∫
K

dKϕhEh,0z

− εδεωε−2
k Zi

∑
m>0

m

Å∫
K

dK V ±h,jm × Φh,m∂r
(ϕh

2r

)
−
∫
∂K

dΓ
¨
V ±h,jm × Φh,mnK, r

∂ ϕh
2r

ã
−
∑
m>0

Å
1
4

∫
K

dK|V ±h,jm|
2∂zϕh −

1
2

∫
∂K

dΓ
Ä
〈f nK, z〉 (ReV ±h,jm) + 〈f nK, z〉 (ImV ±h,jm)

ä
ϕh

ã
= 0

(3.57)

avec ∫
K

dK ϕhEh,0z = −
∫
K

dK φh,0∂zϕh +
∫
∂K

dΓ 〈φh,0nK, z〉ϕh, (3.58)

et

∂t

∫
K

dKV ±αh,jmϕh + εδεωε
−2
k Zi

∫
K

dK
γαm

r

Ä
Eh,0rV

± β
h,jm − ∂rv

±
h,j0Φβh,m

ä
ϕh

−
∫
K

dKv±h,j0V
±α
h,jm∂zϕh +

∫
∂K

dΓ
¨
v±h,j0V

±α
h,jmnK, z

∂
ϕh + Ziεδ

∫
K

dK Eαh,mzϕh = 0 (3.59)

où ∫
K

dK ϕhEh,0r = −
∫
K

dK φh,0∂rϕh +
∫
∂K

dΓ 〈φh,0nK, r〉 ϕ, (3.60)∫
K

dK ∂rv
±
h,j0ϕh = −

∫
K

dK v±h,j0∂rϕh +
∫
∂K

dΓ
¨
v±h,j0nK, r

∂
ϕh, (3.61)∫

K

dK ϕhE
α
h,mz = −

∫
K

dK Φαh,m∂zϕh +
∫
∂K

dΓ
〈
Φαh,mnK, z

〉
ϕh. (3.62)

Dans les équations (3.57)-(3.62) on a remplacé les termes de flux sur le bord de la cellule K,
par des flux numériques parce que les termes relatifs à la frontière de K ne sont pas bien
définis puisque les inconnues sont discontinues par construction. Maintenant il reste à définir
ces flux numériques. Pour deux éléments adjacents K` et Kr (r représente la cellule de droite
et ` celle de gauche) de Mh et un point P de leur frontière commune sur laquelle le vecteur
nKσ , σ ∈ {r, `} est défini, on pose ϕσh(P ) = limε→0 ϕh(P − εnKσ ) et on appelle cette valeur la
trace intérieure de ϕh. Alors le flux numérique au point P est une fonction des traces à droite
et à gauche des inconnues considérées. Par exemple〈

f nK`, z

〉
(v±h,j0)(P ) =

〈
f nK`, z

〉
(v±,`h,j0(P ), v±,rh,j0(P )).

De plus le flux numérique doit être consistant avec la non linéarité f nK`, z, ce qui signifie que
l’on doit avoir

〈
f nK`, z

〉
(v, v) = f(v)nK`, z. Afin d’obtenir un schéma monotone dans le cas

d’une reconstruction constante par morceau le flux doit être conservatif c’est à dire〈
f nK`, z

〉
(v±,`h,j0(P ), v±,rh,j0(P )) + 〈f nKr, z〉 (v±,rh,j0(P ), v±,`h,j0(P )) = 0
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et l’application v 7→
〈
f nK`, z

〉
(v, ·) doit être croissante. Il existe plusieurs exemples de flux nu-

mériques satisfaisant ces propriétés : les flux de Godunov, Engquist-Osher, et de Lax-Friedrichs
[68]. Pour les flux numériques

¨
V ±h,jm × Φh,mnK, r

∂
, 〈f nK, z〉 (ReV ±h,jm), et 〈f nK, z〉 (ImV ±h,jm)

on choisit un flux moyen. Pour les flux 〈φh,0nK, z〉, 〈φh,0nK, r〉,
¨
v±h,j0nK, r

∂
et
¨
Φαh,mnK, z

∂
on peut choisir un flux moyen, à gauche ou à droite. Finalement pour le flux numérique¨
v±h,j0V

±α
h,jmnK, z

∂
(coefficients de transport discontinus) on peut choisir deux flux upwind dif-

férents ¨
v±h,j0V

±α
h,jmnK, z

∂
=
¨
v±h,j0nK, z

∂M
V ±α, `h,jm +

¨
v±h,j0nK, z

∂O
V ±α, rh,jm

où
–
¨
v±h,j0nK, z

∂M
=
Ä
v±, `h,j0

äM
|nK, z|,

¨
v±h,j0nK, z

∂O
=
Ä
v±, rh,j0

äO
|nK, z|

ou

–
¨
v±h,j0nK, z

∂
= |nK, z|

Ä
(1− η)v±, `h,j0 + ηv±, rh,j0

ä
, η ∈ [0, 1]

avec la notation zM = max(z, 0) et zO = min(z, 0).
Si on introduit Xh, une inconnue générique telle que

Xh ∈ Λ =
{¶
v±h,j0

©
j∈[1,N ]

,
¶
V ±h,jm

©
j∈[1,N ],m>0

}
.

alors, après la discrétisation en espace, pour tout tout K ∈ Mh et Xh ∈ Λ, on obtient les
équations différentielles ordinaires

M
d

dt
Xh|K

= LK,Xh
({
v±h,j0|

K′
, V ±h,jm|

K′
, φh,0|

K′
,Φh,m|

K′
| K ′ ∩K ∈ ∂K

})
.

Dans le cas général la matrice de masse locale M de petite taille est facilement inversible. Si
on choisit des polynômes orthogonaux la matrice M est diagonale. Ici on choisit des polynômes
de Legendre comme base orthogonale de L2. De plus on choisit un élément rectangulaire :
K = Kpq = {(r, z) | |rp − r| ≤ ∆r/2, |zq − z| ≤ ∆z/2}, où ∆r et ∆z sont les pas de discrétisa-
tion.
On doit alors résoudre les équations différentielles ordinaires

d

dt
Xh = Lh,Xh

Ä
v±h,j0, V

±
h,jm, φh,0,Φh,m

ä
, ∀Xh ∈ Λ (3.63)

Afin de résoudre (3.63) on peut utiliser une méthode de Runge-Kutta [127]. Pour des raisons de
stabilité numérique on doit choisir un schéma de Runge-Kutta à k+1 pas et d’ordre k+1, pour
une discrétisation GD utilisant des polynômes de degré k si on ne veut pas que la condition
CFL soit trop petite. Comme on a choisi des polynômes de degré deux, on choisit un schéma
de Runge-Kutta d’ordre trois [127] :

Xh(t1) = Xh(tn) + ∆t Lh,Xh
Ä
v±h,j0(tn), V ±h,jm(tn), φh,0(tn),Φh,m(tn)

ä
Xh(t2) =

3
4
Xh(tn) +

1
4
Xh(t1) +

1
4

∆t Lh,Xh
Ä
v±h,j0(t1), V ±h,jm(t1), φh,0,(t1),Φh,m(t1)

ä
Xh(tn+1) =

1
3
Xh(tn) +

2
3
Xh(t2) +

2
3

∆t Lh,Xh
Ä
v±h,j0(t2), V ±h,jm(t2), φh,0,(t2),Φh,m(t2)

ä
∀Xh ∈ Λ avec tn = n∆T , ∆t = T/NT , et t1 et t2 des temps entre tn et tn+1.
Pour la discrétisation de la condition initiale on prend

Ä
v±h,j0(t = 0), V ±h,jm(t = 0)

ä
comme étant

la projection L2 de
Ä
v±j0(t = 0), V ±jm(t = 0)

ä
sur

⊗3 P(K).
Il reste maintenant à résoudre les équations (3.43)-(3.44). Si on pose λ = 0, les équations (3.43)
et (3.44) prennent la forme générale

∂rσ + νφ = ρ on Ω (3.64)
µ−1σ = −∂rφ on Ω (3.65)
φ|r=rmin

= 0 or ∂rφ|r=rmin
= 0, and φ|r=rmax

= 0, ∀z ∈ Ωz (3.66)
φ(r, z) = φ(r, z + Lz), ∀r ∈ Ωr (3.67)
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où Ω = Ωr × Ωz = [rmin, rmax] × [0, Lz]. Le terme ρ/r représente le terme source de (3.43)
ou (3.44), µ(r) = εδε

−2
k ε2

ωZirni0(r), et on définit ν(r) = εδτrni0(r)/Ti0(r) pour l’équation
(3.43) ou ν(r) = rεδε

2
ωε
−2
k Zim

2/r2 + εδτrni0(r)/Ti0(r) pour l’équation (3.44). En utilisant
une formule de Green on peut réécrire le problème (3.64)-(3.67) sous une forme variationnelle
(faible) convenable pour son approximation numérique qui consiste à trouver σh ∈ Ph(Ω) et
φh ∈Ph(Ω) tels que pour ϕh, ψh ∈Ph(Ω) et pour tout K ∈Mh∫

K

µ−1σhϕh dK =
∫
K

φh∂rϕh dK −
∫
∂K

φ̂KϕhnK`, r dΓ (3.68)∫
K

σh∂rψh dK =
∫
∂K

σ̂KnK`, rψh dΓ +
∫
K

ν φhψh dK −
∫
K

ρhψh dK (3.69)

où σh et φh sont des approximations de σ = −µ∂rφ et φ respectivement, et ρh représente
l’approximation de ρ dans Ph(Ω). Les flux numériques σ̂K et φ̂K sont des approximations de
σ = −µ∂rφ et φ respectivement, sur le bord de K. Si on pose n la normale unitaire extérieure
à ∂Ω, E◦h l’ensemble des arêtes intérieures de Mh, E∂h l’ensemble des arêtes appartenant à la
frontière deMh et si on utilise les notations JϕhK = ϕr

hnK`, r +ϕ`hnKr, r et {ϕh} = 1
2 (ϕr

h+ϕ`h),
alors pour ϕ, ψ ∈

∏
K∈Mh

L2(∂K) on a∑
K∈Mh

∫
∂K

ψK`ϕK`nK`, r dΓ =
∫
E◦
h

(JψK{ϕ}+ JϕK{ψ}) dΓ +
∫
E∂
h

ψϕnr dΓ. (3.70)

Si on prend ϕh = σh dans (3.68), ψh = φh dans (3.69), en sommant sur les éléments K et en
utilisant (3.70) on obtient

Rh +
∫

Ω

µ−1|σh|2 dK +
∫

Ω

ν|φh|2 dK =
∫

Ω

ρhφh dK (3.71)

où

Rh =
∫
E◦
h

Ä
{σ̂h − σh}JφhK + {φ̂h − φh}JσhK

ä
dΓ +

∫
E∂
h

Ä
φh(σ̂h − σh) + φ̂hσh

ä
nr dΓ. (3.72)

Maintenant nous choisissons les flux numériques comme il suit

σ̂h = {σh}+ α11JφhK + α12JσhK, (3.73)

φ̂h = {φh} − α11JφhK + α22JσhK on E◦h (3.74)

σ̂h = σ`h + α11φ
`
hnr, φ̂h = 0, on E∂h ∩ ΓD, (3.75)

σ̂h = 0, φ̂h = φ`h + α22σ
`
hnr, on E∂h ∩ ΓN , (3.76)

où α11 > 0, α22 ≥ 0, α12 ∈ R, et ΓD (resp. ΓN ) représentent le sous ensemble des éléments de
E∂h où les conditions de Dirichlet (resp. Neumann) sont appliquées. Si on injecte (3.74)-(3.76)
dans (3.72) alors

Rh =
∫
E◦
h

(α11JφhK2 + α22JσhK2) dΓ +
∫
E∂
h
∩ΓD

α11|φh|2 dΓ +
∫
E∂
h
∩ΓN

α22|σh|2 dΓ ≥ 0.

Si on pose ρh = 0 dans (3.71) alors on obtient JφhKE◦
h

= 0, φh|ΓD = 0, σh = 0 et φh = 0 puisque
µ, ν, α11 > 0 et α22 ≥ 0. Alors φh = 0 sur Ω et la solution approchée φh est bien définie.
Maintenant que la méthode fournit une solution unique approchée, calculons-la. Si on prend
l’équation (3.68), en sommant sur les cellules K, en utilisant (3.70) on obtient

a(σh, ϕh)− b(φh, ϕh) = 0, ∀ϕh ∈Ph(Ω) (3.77)

où les formes bilinéaires a(·, ·) et b(·, ·) sont

a(u, v) =
∫

Ω

µ−1uv dK + α22

Ç∫
E◦
h

JuKJvK dΓ +
∫
E∂
h
∩ΓN

(unr)(vnr)

å
b(w, u) =

∫
Ω

∂ruw dK +
∫
E◦
h

JuK(α12JwK− {w}) dΓ−
∫
E∂
h
∩ΓN

unrw.
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Une intégration par parties donne

−
∫
K

σh∂rϕh dK = −
∫
∂K

σhnK`, rϕh dΓ +
∫
K

∂rσhϕh dK. (3.78)

Si on ajoute (3.69) à (3.78), en sommant sur K, et en utilisant (3.70) on obtient

b(ψh, σh) + c(ψh, φh) = F (ψh), ∀ψh ∈Ph(Ω) (3.79)

où la forme bilinéaire c(·, ·) et la forme linéaire F (·) sont données par

c(w, p) = α11

∫
E◦
h

JwKJpK dΓ + α11

∫
E∂
h

pw dΓ +
∫

Ω

νpw dK, F (w) =
∫

Ω

wρh dK.

La formulation variationnelle (3.77) et (3.79), conduit à une formulation matricielle bien posée
(résolution d’un système linéaire inversible) que l’on peut résoudre par des méthodes standard
directes (décomposition LU) ou itératives (gradient conjugué) de l’algèbre linéaire.

3.11 Résultats numériques

3.11.1 Construction d’un équilibre gyro-water-bag
Pour construire un équilibre gyro-water-bag qui servira de condition initiale aux simulations

numériques on part de l’équilibre local en r = r0 que l’on a déterminé dans le paragraphe 3.5.2
et on le prolonge radialement sur le domaine [rmin, rmax] en construisant les lignes de niveau
de la fonction de distribution continue d’équilibre qui passent par l’équilibre gyro-water-bag
local en r = r0 défini dans le paragraphe 3.5.2, i.e.

Aj = Fj − Fj+1

v◦j (r) =
»
Ti0(r)F−1

Ç
fj

√
Ti0(r)
ni0(r)

å
(3.80)

v±j0(0, r, z) = ±v◦j (r) (QL)

v±j (0, r, θ, z) = ±v◦j (r) (NL)
(3.81)

avec fj = feq
(
r0, v

◦
j (r0)

)
, où (NL) et (QL) désignent respectivement les cas non linéaire et

quasi-linéaire. Si on dérive (3.80) par rapport à r, avec F une Maxwellienne normalisée, on
obtient

κv◦
j
(r) =

1
2
κTi0(r)

Ç
1− Ti0(r)

v◦ 2
j (r)

å
+
Ti0(r)
v◦ 2
j (r)

κni0(r),

ce qui implique

κv◦
j
∼ O

Ç
κT , κn,

1
v◦ 2
j

å
.

Si on conserve une discrétisation uniforme v‖ pour initialiser un équilibre gyro-water-bag et si
on utilise un grand nombre de bag on voit que κv◦1 peut exploser lorsque le premier bag tend
vers zéro. Ce phénomène conduit au croisement des bags. De même si le nombre de bag et le
gradient de température (resp. le gradient de densité) restent fixes et que la densité (resp. la
température) varie beaucoup radialement alors les bags d’équilibre peuvent se croiser.
Les profils radiaux de densité et de température sont obtenus après intégration des profils de
gradients

κni0(r) =
1

ni0(r)
dni0(r)
dr

= −κ◦ni0 cosh−2

Å
r − r0

∆rni0

ã
κTi0(r) =

1
Ti0(r)

dTi0(r)
dr

= −κ◦Ti0 cosh−2

Å
r − r0

∆rTi0

ã
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où r0, κ◦ni0 , κ
◦
Ti0

, ∆rni0 et ∆rTi0 sont des paramètres libres. Ensuite on définit le paramètre
η(r) = d(lnTi0)/d(lnni0) qui détermine localement si une instabilité ITG peut se développer
(η ≥ 2) ou non (η < 2). Les perturbations initiales pour les bags sont choisies comme il suit

V ±jm(0, r, z) = v±j0(0, r, z)p(r)δp(z) (QL), δv±j (0, r, θ, z) = v±j (0, r, θ, z)p(r)δp(θ, z) (NL)

où p(r) est une fonction centrée en r0 tel que limr→rmin p(r) = 0 et limr→rmax p(r) = 0. La
perturbation δp est initialisée avec un seul mode ou un bain d’ondes

δp(z) =
∑
n

εn cos
Å

2πn
Lz

z + ϕn

ã
(QL)

δp(θ, z) =
∑
nm

εnm cos
Å

2πn
Lz

z +mθ + ϕmn

ã
(NL)

où ε et ϕ sont respectivement des amplitudes et des phases aléatoires

3.11.2 Instabilité ITG et turbulence gyrocinétique dans un cylindre
L’instabilité ITG est une instabilité à petite échelle qui démarre dans les régions où le gra-

dient local de température dépasse le gradient local de densité d’une certaine quantité. A cause
de l’existence d’invariants dans le système tels que l’énergie, les modes instables perturbés ne
peuvent pas croître à l’infini et après un régime linéaire où les modes croissent exponentielle-
ment une saturation quasi-linéaire locale a lieu et conduit à une relaxation locale du profil de
température. Dans le régime non linéaire l’élargissement du spectre d’onde induit des phéno-
mènes de couplages d’onde et d’interaction onde-particule non linéaire résonant qui conduisent
au développement de la turbulence plasma et à l’apparition d’un transport anormal de la cha-
leur.
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Figure 3.2 – profils radiaux initiaux : (a) densité, (b) température, (c) η

La figure 3.2 illustre des exemples de profils radiaux pour les conditions initiales. Afin de
comparer les résultats numériques et analytiques, dans le but de valider la méthode numérique,
on considère le cas des équations (3.43), (3.44) et (3.34) dans lesquelles on supprime les effets
de dérive de polarisation et de gyromoyenne. Dans ce cas une analyse linéaire rigoureuse (cf
Sec. 3.5 et [171, 172]), peut être faite et donne les taux de croissance de l’instabilité ITG. Dans
ce cas test on choisit εω = εk = εδ = 10−3 et le domaine radial est tel que r ∈ [1, 5]. On choisit
de perturber le mode (m,n) = (20, 1). Les résultats sont résumés dans le tableau 3.1.

Bien que les valeurs des taux de croissance théoriques et numériques soient en bon accord (cf
tableau 3.1), les modèles QL et NL ne sont pas bien posés sans terme de dérive de polarisation
et le régime non linéaire n’a pas de sens parce qu’il n’existe aucun opérateur différentiel dans
le plan transverse ou mécanisme physique qui puisse empêcher l’excitation des petites échelles
sans les amortir. En d’autres termes tous les modes dans la limite k⊥ → ∞ sont instables,
ce qui signifie que la solution explose en temps fini. Par conséquent la seconde étape est de
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cas

κn = 1.5 10−4

κT = 1.5 10−3

N = 8, τ = 1
vmax = 6

κn = 1.5 10−4

κT = 1.5 10−3

N = 10, τ = 0.2
vmax = 5

κn = 1.5 10−4

κT = 7.5 10−4

N = 10, τ = 1
vmax = 5

κn = 1.5 10−4

κT = 6.45 10−4

N = 10, τ = 1
vmax = 5

γtheory 0.80 1.80 0.22 0.097
γnumeric 0.85 1.83 0.22 0.095

Table 3.1 – Comparison des taux de croissance analytiques et numérique sans dérive de
polarisation ni gyromoyenne

comparer les taux de croissance de l’instabilité ITG donnés par le modèle quasi-linéaire (3.41)-
(3.44) -référencé par QL- résolu par la méthode de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu et ceux
donnés par le modèle non linéaire (3.33)-(3.34) -référencé par NL- résolu par la méthode de
Runge-Kuta semi-Lagrangienne. Si les modèles QL et NL sont différents ils doivent avoir le
même comportement (même taux de croissance) dans le régime linéaire. Dans ce cas test on
choisit un domaine radial tel que r ∈ [1, 9], et z, θ ∈ [0, 2π]. Les paramètres adimensionnés εω,
εk et εδ sont égaux à 10−3 et le nombre de bag est fixé à N = 6. Les résultats sont résumés
dans le tableau 3.2.

κn = −0.02 κn = −0.03 κn = −0.04 κn = −0.02
cas κT = −0.1625 κT = −0.24 κT = −0.32 κT = −0.40

(m,n) = (6, 3) (m,n) = (6, 3) (m,n) = (6, 3) (m,n) = (6, 3)
γQL 1.70 2.12 2.44 4.30
γNL 1.70 2.12 2.44 4.30

κn = −0.01 κn = −0.01 κn = −0.009 κn = −0.009
case κT = −0.08 κT = −0.075 κT = −0.069 κT = −0.067

(m,n) = (6, 3) (m,n) = (6, 3) (m,n) = (10, 3) (m,n) = (10, 3)
γQL 0.74 0.56 0.65 0.568
γNL 0.74 0.56 0.65 0.568

Table 3.2 – Comparison des taux de croissance entre le modèle QL et NL

D’après le tableau 3.2 on observe que les modèle QL et NL donnent le même taux de crois-
sance ce qui participe à la validation de l’approximation numérique mise en ouvre. Maintenant
comparons le niveau de la turbulence entre le modèle QL et NL. Les paramètres de discrétisa-
tion sont résumés dans les tableaux 3.3 et 3.4. Pour les deux cas tests on a pris les paramètres
τ = 1, εω = εk = εδ = 10−3, vmax = 5, rmin = 1, rmax = 9, z, θ ∈ [0, 2π] et N = 6.

∆t ∆r ∆z Nr Nz (m,n)
κn = −0.009
κT = −0.067 4. 10−3 1.25 10−1 9.80 10−3 64 64 (10, 3)

κn = −0.01
κT = −0.1 4. 10−3 1.25 10−1 9.80 10−3 64 64 (6, 3)

Table 3.3 – Paramètres de discrétisation pour le modèle QL

La figure Fig. 3.3 montre l’évolution de logarithme de la norme L2 du potentiel électrique
au point r = r0 pour les modèles QL et NL. Si durant la phase linéaire les modèles QL et NL
donnent les mêmes résultats, on observe que dans le régime non linéaire leur comportement
diffère comme attendu. Même si les solutions des modèles QL et NL diffèrent, elles donnent un
niveau d’énergie électrique relativement semblable, ce qui signifie que les coefficients de trans-
port (coefficient de diffusion) sous-jacents à chaque modèle sont du même ordre de grandeur
et donc le niveau de turbulence aussi.

Valider le régime non linéaire est difficile car dans la plupart des cas on ne connait pas
de solution analytique. Cependant dans notre cas il est bien connu que l’équation de Vlasov
conserve un certain nombre de quantités physiques et mathématiques, telles que la masse,
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∆t ∆r ∆z ∆θ Nr Nz Nθ (m,n)
κn = −0.009
κT = −0.067 4. 10−3 6.30 10−2 4.90 10−2 2.45 10−2 128 128 256 (10, 3)

κn = −0.01
κT = −0.1 7.85 10−3 6.30 10−2 9.80 10−2 4.90 10−2 128 64 128 (6, 3)

Table 3.4 – Paramètres de discretisation pour le modèl NL
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Figure 3.3 – Norme L2 du potentiel électrique au point r = r0.

l’entropie cinétique, l’énergie totale, les normes Lp et plus généralement les intégrales, étendues
à l’espace des phases, de β(f) où β est une fonction régulière. Evidemment ces propriétés de
conservation sont encore vraies pour le modèle gyro-water-bag. En utilisant la fonction de
distribution (3.7), les invariants de Casimir de l’équation de Vlasov deviennent∫

β(f)2π
2Ωi
qi

drdv‖dµ =
∑
µj

2π

 
2Ωiµ
qi

(β(fµj)− β(fµj+1))
∫ Ä

v+
µj − v

−
µj

ä
dr.

On définit alors l’erreur relative Rel.Err(Q) de la quantité conservée Q comme

Rel.Err(Q)(t) =
Q(t)−Q(0)
Q(0)

.

Ces invariants constituent un bon critère pour évaluer le comportement de la méthode numé-
rique dans le régime non linéaire. La figure 3.4 (resp. 3.5) montre l’évolution de Rel.Err(||f ||L1),
(resp. Rel.Err(||f ||L2)). La figure 3.6 décrit l’évolution temporelle de Rel.Err(f ln f). Pour le
modèle QL, dans le cas où κn = −0.009 et κT = −0.067, l’erreur relative des normes L2, L1

(masse) et de l’entropie cinétique restent en dessous de 10−12 et pour le cas où les gradients
sont κn = −0.01 et κT = −0.1, elles sont inférieures à 10−9. On note que ces conservations
sont meilleures que pour le modèle NL dans le régime non linéaire. Ces résultats peuvent s’ex-
pliquer par le développement croissant des petites échelles dans le plan transverse. Lorsque la
taille de ces structures devient plus petite que la taille typique d’une maille alors les structures
sont régularisées et de l’information est irréversiblement perdue, conduisant à la déviation de
toutes les quantités conservées. Notons que dans le cas NL toutes les modes poloïdaux (que
peut reproduire le maillage en θ) peuvent participer au régime non linéaire en se couplant entre
eux, alors que pour le modèle QL ils sont fixés a priori (m = 10 ou m = 6, dans notre cas).
Cependant même pour le modèle NL les erreurs relatives sont toujours en dessous de 10−4.

Comme dans les codes PIC ([146]) ou Vlasov [131], la conservation de l’énergie est la plus
difficile à satisfaire. En terme de conservation d’énergie le modèle NL se comporte mieux que
le modèle QL. A la lumière de la théorie quasi-linéaire (cf Sec. 3.6) on sait que l’énergie totale
est conservée jusqu’à l’ordre deux en la perturbation, ce qui explique pourquoi la conservation
d’énergie est moins bonne dans le cas du modèle QL. Cependant cette conservation est bonne
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(a) κn = −0.009, κT = −0.067
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(b) κn = −0.01, κT = −0.1

Figure 3.4 – Erreur relative de la norme L1 (ou masse) de f .
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(b) κn = −0.01, κT = −0.1

Figure 3.5 – Erreur relative de la norme L2 de f .

puisque l’erreur relative reste en dessous de 3 × 10−4 pour κn = −0.009/κT = −0.067 et
inférieure à 5× 10−3 pour κn = −0.01/κT = −0.1 (cf Fig. 3.7).

Dans les plasmas magnétisés, si un écoulement de cisaillement existe en même temps que des
gradients de densité et température (sources de la turbulence), l’écoulement de cisaillement peut
supprimer la turbulence et entrainer une relaxation du gradient de pression. Ces écoulements
de cisaillement peuvent être auto-générés (cohérence du système), auquel cas le tenseur des
contraintes de Reynolds est le terme par lequel ils apparaissent. La rétro-action des écoulements
de cisaillement sur la turbulence alimentée par les gradients de pression, est le mécanisme
central qui régit l’état de la turbulence et du transport ; en particulier il peut conduire à
des barrières de transport internes. En fait plusieurs simulations non linéaires montrent une
réduction significative du transport lorsque les écoulements zonaux sont présents [207, 165, 147].
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(b) κn = −0.01, κT = −0.1

Figure 3.6 – Erreur relative de l’entropie de f .
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(b) κn = −0.01, κT = −0.1

Figure 3.7 – Erreur relative sur l’énergie totale.
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Figure 3.8 – flux zonaux (a), courbure des flux zonaux(b) , dans le cas non linéaire

Dans un article de revue sur les phénomènes des écoulements zonaux [90], les auteurs montrent
que la vitesse poloïdale de cisaillement joue un rôle important dans la régulation (voire la
suppression) du transport turbulent. La figure 3.8 (a) représente la vitesse poloïdale moyenne
〈vθ〉θ,z = ∂r〈φ〉θ,z, i.e. les fameux écoulements zonaux, alors que la figure 3.8 (b) décrit leur
courbure, i.e. leur dérivée seconde. La figure 3.8 indique la présence d’une couche de cisaillement
de vitesse poloïdale centrée au point r = r0 = 5. Sur la figure 3.8 on observe que le maximum
du flux de cisaillement et de sa coubure est localisé au même point r = r0. Ces résultats sont du
point de vue qualitatif en accord avec ceux obtenus par le code Vlasov gyrocinétique GYSELA
[131, 196]. En accord avec la théorie linéaire et d’autres simulations numériques [196], ces
résultats suggèrent que des forts gradients de température associés à un maximum de coubure
des flux zonaux peuvent conduire à une barrière de transport interne. L’existence d’une mince
couche de cisaillement de vitesse poloïdale peut être observée sur les coupes (r, θ) du potentiel
électrique Fig. 3.9 (b) au temps t = 45.55 et Fig. 3.10 (b) aux temps t = 26.70 et t = 39.26.

Dans les figures 3.9 et 3.10 on peut observer la coupe transverse d’un contour, en l’occurence
v−1 , et du potentiel électrique. La phase linéaire est observée jusqu’aux temps t = 9.42 Fig.
3.9, et t = 4.71 Fig. 3.10, après lesquels commence la phase non linéaire. Dans le régime
non linéaire on observe la présence de flux zonaux et le développement du phénomène de
filamentation du contour v−1 dans le plan transverse. La nature incompressible du transport
dans la direction transverse conduit au phénomène de filamentation, aussi observé dans l’espace
des phases avec l’équation de Vlasov. Ce processus peut poser des problèmes numériques en
temps long, parce qu’il produit le développement d’échelles poloïdales toujours plus petites.
Lorsque l’échelle de ces structures est plus petite que la taille typique de la maille les inconnues
du problème sont régularisées, ce qui correspond à l’addition non physique d’effets de diffusion.
Cependant lorsqu’on tient compte des effets de rayon de Larmor fini, on introduit un mécanisme
de régularisation physique naturel qui consiste à une moyennisation dans l’espace transverse.

3.11.Résultats numériques
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(a) Coupe (r, θ) du contour v−1 (b) Coupe (r, θ) du potentiel électrique φ

Figure 3.9 – (a) : Coupe (r, θ) du contour v−1 ; (b) : potentiel électrique φ aux temps t = 9.42,
t = 18.84, t = 37.70 et t = 45.55 pour κn = −0.009 et κT = −0.067.
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(a) Coupe (r, θ) du contour v−1 (b) Coupe (r, θ) potentiel électrique φ

Figure 3.10 – (a) : Coupe (r, θ) du contour v−1 ; (b) : potentiel électrique φ aux temps t = 4.71,
t = 9.42, t = 17.27, t = 26.70 et t = 39.26 pour κn = −0.01 et κT = −0.1
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Figure 3.11 – Comparaison de la norme L2 du potentiel électrique au point r = r0 pour
κn = −0.009, κT = −0.067 lorsqu’on considère l’opérateur de gyromoyenne (rL = 0.1) ou non
(rL = 0)

(a) Coupe (r, θ) du contour v−1 avec rL = 0 (b) Coupe (r, θ) du contour v−1 avec rL = 0.1

Figure 3.12 – Comparaison des coupes (r, θ) du contour v−1 lorsqu’on considère l’opérateur
de gyromoyenne (b) ou non (a) pour κn = −0.009, κT = −0.067 au temps t = 45.55

Par conséquent l’addition de l’opérateur de gyromoyenne (3.4) tend à limiter le développement
des petites échelles. Par exemple les figures 3.11 et 3.12 donne une illustration de l’effet de
l’opérateur de gyromoyenne. Sur la figure 3.11 (a) on observe que le taux de croissance de
l’instabilité est plus petit que celui obtenu sans gyromoyenne, comme attendu. Sur la figure
3.12 on remarque que les structures transverses sont légèrement régularisées.
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4.1 Introduction
Dans cette section on présente des preuves de convergence et des estimations d’erreurs a

priori pour plusieurs méthodes numériques Euleriennes dites semi-Lagrangiennes concernant
l’équation de Vlasov. En effet la résolution directe de l’équation de Vlasov sur une grille de
l’espace des phases est devenue un outil puissant pour étudier en détail la dynamique des parti-
cules parce qu’elle offre une résolution fine de l’espace des phases [62, 29, 36, 10] qui est assurée
en chaque point de l’espace des phases par des estimations d’erreurs a priori. Les codes Vlasov
fournissent une bonne description des forts gradients et des petites échelles qui se développent
dans l’espace des phases, bien que le mecanisme de filamentation et de mélange de l’espace des
phases finissent par être saturés par la dissipation numérique. Au contraire les méthodes PIC
ont l’inconvénient de décrire avec très peu de précision les processus d’accélération de parti-
cules. Cela est dû au fait que les méthodes PIC manquent de particules numériques pour bien
représenter en détail la structure de la fonction de distribution dans des régions de l’espace des
phases où a lieu l’interaction résonante onde-particule non linéaire ; ce qui peut modifier les pro-
priétés du transport. En effet il bien connu [110, 215, 216, 198, 121, 193] que le bruit numérique
inhérent aux méthodes PIC décroit en O(1/

√
N) où N est le nombre de particule. Les premiers

résultats concernent l’analyse mathématique de méthodes semi-Lagrangiennes pour le système
de Vlasov-Poisson. Un autre résultat traite de l’analyse de méthodes semi-Lagrangiennes pour
le système de Vlasov-Einstein en symétrie sphérique. Le dernier paragraphe concerne l’analyse
de méthodes Runge-Kutta-Galerkin-discontinu qui préservent localement la nullité de la diver-
gence du champ magnétique pour l’équation d’induction de la MHD idéale. Bien que la MHD
idéale ne soit pas au centre de ce travail, il nous a semblé intéressant de présenter ces résultats,
puisqu’ils concernent la méthode Galerkin-discontinu dont nous avons déjà beaucoup discuté
dans les deux chapitres précédents.

4.2 Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-
Poisson

4.2.1 Introduction

Bien que de nombreux articles de mécanique des fluides et de physique des plasmas où
sont utilisées des méthodes semi-Lagrangiennes (cf [10, 29, 62, 205]) présentent des résultats
numériques satisfaisants, peu de résultats rigoureux sur l’analyse de convergence de ces mé-
thodes existent. Malgré quelques estimations a priori intéressantes [14, 15, 103] pour des cas
particuliers, l’analyse de convergence dans des situations plus générales reste encore à faire.
L’étape la plus importante dans ce type d’analyse est d’obtenir un résultat de stabilité sur les
opérateurs d’interpolation. Alors que la stabilité L∞ semble inaccessible pour des opérateurs
d’interpolation d’ordre élevé, à cause du phénomène de Runge (oscillations artificielles dont
l’amplitude croit avec le degré des polynômes dans le cas de l’interpolation de Lagrange et
qui apparaissent sur le bord des éléments finis) le cadre fonctionel approprié est la stabilité
L2. Dans cette section on continue l’analyse de convergence des méthodes semi-Lagrangiennes
commencée dans [30, 35]. Les estimations a priori d’ordre élevé annoncées dans [30], sont rigou-
reusement prouvées ici. Dans l’article [29] on a introduit un nouveau schéma semi-Lagrangien
pour les maillages non structurés de l’espace des phases afin de traiter des géométries complexe
et utiliser le rafinement local de maillages. Ces schémas utilisent des reconstructions de type
éléments finis telles que l’interpolation de Lagrange et d’Hermite, pour lesquelles le gradients de
la fonction de distribution est aussi transporté [29]. L’interpolation de type Hermite conduit à
des schémas d’ordre élevé, stables et peu diffusifs, alors que des méthodes semi-Lagrangiennes
construites sur l’interpolation de Lagrange conduisent à des schémas convergents mais trop
diffusifs pour des degrés d’interpolation inférieurs ou égaux à deux, et à des schémas instables
dans n’importe quelle norme Lp pour des degrés d’interpolation supérieurs ou égaux à trois.
Cependant sur des grilles uniformes, si on utilise des interpolations de Lagrange symétriques
on peut retrouver la stabilité L2 et conserver des schémas d’ordre élevé et peu diffusifs. Dans
cette section on prouve la convergence de tels schémas. Le cas des grilles uniformes est inté-
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ressant non seulement parce que l’analyse est plus simple, mais aussi parce qu’il donne des
résultats très satisfaisants dans de nombreuses applications physiques [10, 204]. Dans l’article
[30] l’analyse de convergence d’un schéma, défini sur une triangulation au moyen d’un opéra-
teur d’interpolation de Lagrange du premier ordre, est réalisée dans le cadre L∞. L’analyse de
convergence et des estimations d’erreurs a priori d’ordre élevé pour un schéma semi-Lagrangien
avec propagation de gradients sur des grilles uniformes ont été donnés dans [35]. Même si les
principales idées de la preuve sont contenues dans [30], le cadre de la stabilité L2 implique
des estimations différentes et nous oblige à manipuler avec précaution les opérateurs d’inter-
polation dans un sens judicieux qui est très différent de ce qui a été fait dans [30]. De plus
la clef de voûte de la preuve réside dans l’étude précise et fine de la stabilité des opérateurs
d’interpolation. Alors que cette étude est généralement évidente pour l’interpolation d’ordre
faible, elle devient, de manière évidente, très difficile pour l’interpolation d’ordre élevé.

4.2.2 Le problème continu
4.2.2.1 Le modèle de Vlasov-Poisson

On désigne par f(t, x, v) ≥ 0 la fonction de distribution des électrons dans l’espace des
phases. (la masse et la charge sont normalisées à l’unité), et par E(t, x) le champ électrique
auto-cohérent. Le système de Vlasov-Poisson adimensionné s’écrit alors

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E(t, x)

∂f

∂v
= 0, (4.1)

dE

dx
(t, x) = ρ(t, x) =

∫ +∞

−∞
f(t, x, v)dv − 1, (4.2)

où x et v sont des variables indépendantes. On considère un plasma périodique, de période L.
Alors dans (4.1) et (4.2) on a x ∈ [0, L], v ∈ R, t ≥ 0, et les fonctions f et E satisfont les
conditions aux limites périodiques

f(t, 0, v) = f(t, L, v) v ∈ R t ≥ 0, (4.3)

et

E(t, 0) = E(t, L) ⇐⇒ 1
L

∫ L

0

∫ +∞

−∞
f(t, x, v)dvdx = 1, t ≥ 0, (4.4)

ce qui signifie que le plasma est globalement neutre. Afin d’avoir un problème bien posé on
ajoute aux équations (4.1)-(4.4) la condition de moyenne nulle sur le champ électrique∫ L

0

E(t, x)dx = 0, t ≥ 0, (4.5)

et la condition initiale

f(0, x, v) = f0(x, v), x ∈ [0, L], v ∈ R. (4.6)

En supposant le champ électrique E assez régulier on peut résoudre les équations (4.1),
(4.3) et (4.6) dans le sens classique comme il suit. On renvoie le lecteur à la référence [47], pour
l’existence, l’unicité et la régularité des solutions du système différentiel suivant.

On considère le système différentiel du premier ordre

dX

dt
(t; s, x, v) = V (t; s, x, v),

dV

dt
(t; s, x, v) = E(t,X(t; s, x, v)).

(4.7)

On désigne par t→ (X(t; s, x, v), V (t; s, x, v)) les courbes caractéristiques qui sont solutions de
(4.7) avec les conditions initiales

X(s; s, x, v) = x V (s; s, x, v) = v. (4.8)

4.2.Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-Poisson
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La solution du problème (4.1) et (4.6) est alors donnée par

f(t, x, v) = f0(X(0; t, x, v), V (0; t, x, v)), x, v ∈ R t ≥ 0. (4.9)

Notons que la périodicité en x de f0(x, v) et E(t, x) implique la périodicité en x de f(t, x, v).
De plus, comme ∣∣∣∣∂(X,V )

∂(x, v)

∣∣∣∣ = 1,

on obtient
1
L

∫ L

0

∫ +∞

−∞
f(t, x, v)dvdx =

1
L

∫ L

0

∫ +∞

−∞
f0(x, v)dvdx = 1.

Par conséquent, selon les précédentes considérations, le système de Vlasov-Poisson périodique
consiste à trouver le couple (f,E), suffisamment régulier, périodique en x, de période L, qui
résoud les équations (4.2), (4.7), (4.8), et (4.9). En introduisant le potentiel électrostatique φ =
φ(t, x) tel que E(t, x) = −∂xφ(t, x), et en notant par G = G(x, y) la solution fondamentale du
Laplacien en une dimension (i.e.−∂2

xG(x, y) = δ(x−y)) avec conditions aux limites périodiques,
on obtient

E(t, x) =
∫ L

0

K(x, y)

Ç∫ +∞

−∞
f(t, y, v)dv − 1

å
dy,

où

K(x, y) = −∂xG(x, y) =


(
y

L
− 1) 0 ≤ x < y

y

L
y < x ≤ L.

4.2.2.2 Problème de Cauchy

Dans ce paragraphe on rappelle le théorème d’existence et d’unicité des solutions globales
classiques pour le système de Vlasov-Poisson périodique. SoitW 1,∞ l’espace de Sobolev consis-
tant à l’ensemble des fonctions φ dont les dérivées partielles Dαφ, prises au sens des distribu-
tions, et d’ordre |α| ≤ 1 appartiennent à L∞. On définit alors W 1,∞

c,perx(Rx×Rv) comme le sous
espace de W 1,∞(Rx ×Rv) consistant à l’ensemble des fonctions φ telles que pour 0 ≤ |α| ≤ 1,
Dαφ est périodique en x et a un support compact en v.

Théorème 11 On suppose que f0 ∈W 1,∞
c,perx(Rx×Rv) est positive, périodique en x, de période

L, Q(0) ≤ R avec R > 0 où Q(t) est défini par

Q(t) = 1 + sup {|v| : ∃x ∈ [0, L], τ ∈ [0, t] | f(τ, x, v) 6= 0} ,

et
1
L

∫ L

0

∫ +∞

−∞
f0(x, v)dvdx = 1.

Alors le système de Vlasov-Poisson périodique a une unique solution classique (f,E), périodique
en x, de période L, pour tout temps t dans [0, T ], telle que

f ∈W 1,∞ (0, T ;W 1,∞
c,perx(Rx ×Rv)

)
,

E ∈W 1,∞ (0, T ;W 1,∞
perx(R)

)
,

et il existe une constante C = C (R, f0) dépendant de R et f0 telle que

Q(T ) ≤ CT.

De plus, si on suppose f0 ∈Wm,∞
c,perx(Rx×Rv), alors (f,E) ∈Wm,∞ (0, T ;Wm,∞

c,perx(Rx ×Rv)
)
×

Wm,∞ (0, T ;Wm,∞
perx (R)

)
, pour tout temps fini T.

Preuve. On renvoie le lecteur aux références [120] et [47] pour la preuve.
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4.2.3 Le problème discret
4.2.3.1 Définitions et notations

Soit Ω = [0, L]×[−R,R], avecR > Q(T ), etMh une grille uniforme de l’espace des phases Ω.
Le maillageMh est alors donné par deux suites croissantes (xi)i∈{0,...,Nx} et (vi)i∈{0,...,Nv} des
intervalles respectifs [0, L] et [−R,R]. Soit ∆xi = xi+1 − xi le pas de discrétisation de l’espace
physique et ∆vi = vi+1 − vi le pas de discrétisation de l’espace des vitesses. Pour simplifier
l’analyse de convergence on suppose que ∆xi = ∆x = L/(Nx + 1) et ∆vi = ∆v = 2R/(Nv + 1)
où Nx, Nv ∈ N. On définit h = max {∆x,∆v}.

Pour chaque fonction g définie sur l’ensemble (xi, vj) ∈ Mh, on pose gi,j := g(xi, vj), et
on complète la suite sur Z × Z par périodicité, en posant gi,j := gi mod Nx+1,j mod Nv+1. La
suite (xi, vj) sera aussi définie sur l’ensemble Z × Z par xi := i∆x et vj := −R + j∆v. On
désigne par P(Ω) l’ensemble des fonctions Ω-périodiques (L-périodique en x et 2R-périodique
en v). On a donc gi,j = g(xi, vj) pour tout g ∈ P(Ω) et pour tous les indices (i, j) ∈ Z×Z. En
fait on ne considérera que des fonctions qui appartiennent à l’ensemble P(Ω). Soit maintenant
f = {fi,j}(i,j)∈Z×Z une fonction grille périodique de période Nx + 1 (resp. Nv + 1) en i (resp.
j). Si f est une fonction définie sur les points deMh, on peut lui associer une fonction grille f̃
définie par f̃i,j := f(xi, vj) pour tout (i, j) = 0, . . . ,N où on pose N = (Nx, Nv) et 0 = (0, 0).
On remplacera f̃ par f , afin de simplifier les notations. Soit L2

h(Ω), l’ensemble des fonctions
grilles dont la norme ‖.‖L2

h
(Ω) est bornée avec

‖f‖L2
h

(Ω) =

Ñ
∆x∆v

N∑
(i,j)=0

|fi,j |2
é1/2

.

Comme dans le cas continu on peut définir un produit scalaire discret 〈., .〉L2
h

(Ω). En effet soit
f et g deux fonctions grilles de L2

h(Ω) à valeur complexe. Le produit scalaire 〈f, g〉L2
h

(Ω) est
alors défini par

〈f, g〉L2
h

(Ω) = ∆x∆v
N∑

(i,j)=0

fi,jgi,j .

Soit ω = (ωx, ωv), un vecteur de Z2. Soit z et k les abréviations respectives de (x, v) et (kx, kv).
Alors kx (resp. kv) prend les valeurs 2πωx/L (resp. 2πωv/(2R)) où ωx (resp. ωv) est un entier
et les indices (i, j) ∈ Z2 correspondent aux points zi,j := (xi, vj) de l’espace des phases. Si on
définit maintenant,

φω(x, v) = φω(z) =
ei〈k(ω),z〉

|Ω|1/2

avec 〈k(ω), z〉 = 2πωx
L x+ 2πωv

2R v, les fonctions {φω}Nω=0 forment une base orthonormée surMh

pour le produit scalaire 〈., .〉L2
h

(Ω). On a alors

〈φω, φν〉L2
h

(Ω) = δω,ν .

Si la fonction φ =
∑N
ω=0 f̂(ω)φω interpole f aux points deMh, on alors f = φ surMh et

〈φ, φω〉L2
h

(Ω) = 〈f, φω〉L2
h

(Ω) =
N∑
ν=0

f̂(ν)〈φν , φω〉L2
h

(Ω) = f̂(ω)

où

f̂(ω) =
1

|Ω|1/2
N∑

(i,j)=0

fi,je
−i〈k(ω),zi,j〉, ω = (0, 0), (1, 0), (0, 1), ...,N. (4.10)

Evidemment si φ =
∑N
ω=0 f̂(ω)φω interpole f aux points deMh, alors

fi,j =
1

|Ω|1/2
N∑
ω=0

f̂(ω)ei〈k(ω),zi,j〉, i = 0, ..., Nx, j = 0, ..., Nv. (4.11)
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De plus on a une version discrète de l’égalité de Parseval

‖f‖2L2
h

(Ω) = ∆x∆v
N∑

(i,j)=0

|fi,j |2 =
N∑
ω=0

∣∣∣f̂(ω)
∣∣∣2 .

Les formules (4.10) et (4.11) sont respectivement la transformée de Fourier discrète directe et
inverse. On pose ηx = Nx/2 et θx = 0 si Nx est pair, et ηx = (Nx − 1)/2 et θx = 1 si Nx est
impaire. De même on pose ηv = Nv/2 et θv = 0 si Nv est pair, et ηv = (Nv − 1)/2 et θv = 1
si Nv est impaire. Au lieu de faire varier ωx (resp. ωv) de 0 à Nx (resp. Nv), ωx (resp. ωv)
varie de −ηx (resp. −ηv) à ηx + θx (resp. ηv + θv). Pour simplifier les notations, sans perte de
généralité Nx et Nv sont supposés pairs. On utilise les notations

∑
|ω|≤N/2

=
∑

|ωx|≤Nx/2

∑
|ωv|≤Nv/2

=
Nx/2∑

ωx=−Nx/2

Nv/2∑
ωv=−Nv/2

.

Soit α et β les vecteurs réels respectifs (α0, · · · , αj , · · · , αNv ) et (β0, · · · , βi, · · · , βNx) avec
0 ≤ αj , βi ≤ 1, ∀(i, j) ∈ [0, Nx]× [0, Nv]. On définit la norme ‖ · ‖L2

h
,∆α,β
h

par

‖f‖L2
h
,∆α,β
h

=

Ñ
∆x∆v

∑
(i,j)∈Mh

|fi+αj ,j+βi |2
é1/2

,

où
fi+αj ,j+βi := f(xi + αj∆x, vj + βi∆v), (i, j) ∈ [0, Nx]× [0, Nv].

Dans la suite on fixe le temps final à T et on considère une discrétisation uniforme en temps
{tn}n≤NT de l’intervale [0, T ] avec un pas de temps ∆t = tn+1 − tn. On cherche une approxi-
mation fh(tn, xi, vj) de la fonction de distribution exacte f(tn, xi, vj) aux points (xi, vj) ∈Mh

et au temps tn = n∆t. La fonction approchée fh(tn) est alors évaluée sur Rx×Rv en utilisant
l’opérateur d’interpolation Rh défini sur des grilles uniformes

Rh : L2(Ω) ∩ P(Ω) −→ L2(Ω) ∩ P(Ω)

f −→ Rhf =
∑

(i,j)∈Z×Z fi,jψi,j ,

où {ψi,j}(i,j)∈Z×Z sont les fnnctions de bases. Afin d’obtenir un schéma convergent, l’opérateur
d’interpolation Rh doit satisfaire certaines propriétés de stabilité et d’approximation d’ordre
élevé que l’on détaillera plus tard. Comme exemples pour Rh on prendra des B-splines d’ordre
quelconque et des polynômes de Lagrange symétriques de degré quelconque [34].

4.2.3.2 Le schéma numérique

On définit ici l’opérateur champ électrique, pour une fonction à valeur réelle g ∈ L1([0, L]×
R), par

E(g, x) =
∫ L

0

K(x, y)
Å∫
R

g(y, v)dv − 1
ã
,

et les opérateurs de transport dans la direction x, T1 et ‹T1, par

T1f(t, x, v) = f(t, x− v∆t/2, v), f ∈ Cb (0, T ; Cc,perx(Rx ×Rv))

et ‹T1f(t, x, v) = Rh ◦ T1f(t, x, v) = Rhf(t, x− v∆t/2, v).

Soit g̃ une fonction de L1([0, L]×R), qui nous permet de définir l’opérateur de transport dans
la direction v, T2(·, ·), dont l’action sur la fonction g est donnée par

T2(g, g̃) = g (x, v − E(g̃, x)∆t) .
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Pour l’analyse de convergence on introduit trois autres opérateurs de transport T2, ‹T2, et ‹T ?2 :

T2g = T2(g, g), ‹T2g = Rh ◦ T2 (g, T1f) et ‹T ?2 g = Rh ◦ T2

Ä
g,‹T1fh

ä
.

Le schéma de discrétisation en temps est basé sur une décomposition à la Strang de l’opérateur
de transport global en deux opérateurs de transport de dimension moins élevée, l’un dans
l’espace physique et l’autre dans l’espace des vitesses. A chacun de ces opérateurs de transport
on peut associer des équations différentielles ordinaires du premier ordre que l’on peut intégrer
analytiquement. En supposant que l’on connait fh(tn) au temps tn, le schéma numérique se
décompose en plusieurs étape :

S1 : On calcule la première demi-advection arrière dans la direction x d’un incrément
(v∆t/2) : à chaque point de (x, v) ∈ Mh, fh(tn, x − v∆t/2, v) est évaluée. La nouvelle
approximation est donnée par

f†h(tn) = ‹T1fh(tn).

S2 : La nouvelle approximation du champ électrique, estimée à partir de la solution précé-
dente, est donnée par

Eh(tn+1/2, x) = E
Ä
f†h(tn), x

ä
.

S3 : On calcule l’advection arrière dans la direction v d’un incrément (∆tE(f†h(tn), x)) :
en chaque point (x, v) ∈ Mh, f

†
h

Ä
tn, x, v − E

Ä
f†h(tn), x

ä
∆t
ä
est évaluée. La nouvelle

approximation est donnée par
f‡h(tn) = ‹T ?2 f†h(tn)

S4 : On répète l’étape (S1) et la nouvelle approximation au temps tn+1 est donnée par

fh(tn+1) = ‹T1f
‡
h(tn).

Le schéma numérique peut se résumer ainsi

fh(tn+1, x, v) = ‹T1 ◦ ‹T ?2 ◦ ‹T1fh(tn, x, v),

avec f0
h = Rhf0, une discrétisation de la condition initiale f0. Les conditions aux limites sont

fnh (x + L, v) = fnh (x, v), ∀|v| ≤ R, ∀x ∈ [0, L] dans la direction x et fnh (x, v) = 0, ∀|v| > R,
∀x ∈ [0, L] dans la direction v.

4.2.4 Théorème de convergence et estimations d’erreurs a priori

Ici on énonce le théorème qui établit la convergence et les estimations d’erreurs a priori.

Théorème 12 On suppose que f0 ∈ Wm+1,∞
c,perx (Rx × Rv), est positive, périodique en x de

période L, et à support compact en vitesse. En outre on suppose que l’opérateur d’interpolation
Rh satisfait les propriétés

i) Consistance et précision d’ordre élevé : soit m, p et k des entiers tels que m ≥ 0,
1 ≤ p ≤ ∞ et 0 ≤ k ≤ 1. Alors l’estimation d’erreur d’interpolation suivante est satisfaite

||f −Rhf ||Wk,p(Ω) ≤ Chm+1−k|f |Wm+1,p(Ω), ∀f ∈Wm+1,p(Ω) ∩ P(Ω). (4.12)

ii) Stabilité : Soit f appartenant à l’espace C (Ω) ∩ P(Ω). On a alors

c‖f‖L2
h

(Ω) ≤ ‖Rhf‖L2(Ω) ≤ C‖f‖L2
h

(Ω), (4.13)

où, c et C sont des constantes indépendantes de h, et

‖Rhf‖L2
h
,∆0,β
h
≤ ‖f‖L2

h
(Ω), ‖Rhf‖L2

h
,∆α,0
h
≤ ‖f‖L2

h
(Ω). (4.14)
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Alors l’approximation numérique (fh, Eh) de la solution du système de Vlasov-Poisson présen-
tée dans le paragraphe 4.2.3.2 converge vers la solution (f,E) du système de Vlasov-Poisson
périodique et il existe une constante C = C

(
||f ||W 2,∞(0,T ;Wm+1,∞(Ω))

)
indépendante de ∆t et

h telle que

||f − fh||l∞(0,T ;L2(Ω)) + ||E − Eh||l∞(0,T ;L∞([0,L])) ≤ C
Å

∆t2 + hm+1 +
hm+1

∆t

ã
.

Remarque 2 Pour l’opérateur d’interpolation Rh on considérera des B-splines d’ordrem quel-
conque et des polynômes de Lagrange symétriques de degré m quelconque [34].

Preuve. La preuve complète de ce théorème se trouve dans [34]. Afin d’appliquer une inégalité
de Grönwall discrète on exprime l’erreur globale au temps tn+1 définie par

en+1 = ||f(tn+1, x, v)− fh(tn+1, x, v)||L2
h

(Ω),

en fonction de en. On décompose alors la différence f(tn+1, x, v) − fh(tn+1, x, v) en quatre
termes

f(tn+1, x, v)− fh(tn+1, x, v)

=
(
f(tn+1, x, v)− T1 ◦ T2 ◦ T1f(tn, x, v)

)
+
Ä
T1 ◦ T2 ◦ T1f(tn, x, v) − ‹T1 ◦ ‹T2 ◦ ‹T1f(tn, x, v)

ä
+
Ä‹T1 ◦ ‹T2 ◦ ‹T1 − ‹T1 ◦ ‹T ?2 ◦ ‹T1

ä
f(tn, x, v)

+
Ä‹T1 ◦ ‹T ?2 ◦ ‹T1(f(tn, x, v)− fh(tn, x, v))

ä
.

Le premier terme du second membre correspond à une erreur de discrétisation en temps, le
second terme correspond à une erreur de discrétisation dans l’espace des phases et le troisième
terme est une erreur de couplage liée à l’auto-cohérence. Le dernier terme du second membre
est une erreur d’accumulation et constitue la partie la plus délicate de la preuve car elle fait
intervenir les propriétés fines de stabilité L2 de l’opérateur d’interpolation Rh.

4.3 Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-
Einstein

4.3.1 Introduction
Dans cette section on présente une méthode semi-Lagrangienne pour résoudre le système

de Vlasov-Einstein en coordonnées de Schwarzschild dans le cas où l’espace-temps est asymp-
totiquement plat et à symétrie sphérique. Ce modèle est fréquemment utilisé en astrophysique
pour modéliser la formation de trous noirs sphériques par effondrement gravitationnel d’une
étoile isolée. Le problème de Cauchy pour le système de Vlasov-Einstein asymptotiquement
plat à symétrie sphérique en coordonnées de Schwarzschild a été étudié par Rein et Rendall
[189] où ils prouvent en particulier que pour des conditions initiales assez petites il existe des
solutions classiques globales. Le cas d’une donnée initiale régulière générale reste ouvert. Un
critère pour prolonger l’existence locale des solutions et donc obtenir des solutions classiques
globales a été donné dans [192, 5].

Bien connues en physique des plasmas depuis les années soixantes, les méthodes Lagran-
giennes appelées méthodes PIC (Particle-In-Cell) et leurs variantes sont les plus populaires
dans la communauté astrophyique [199, 200, 201, 193, 64, 191, 65, 66]. Dans [191] une étude
numérique des phénomènes d’éffondrement critique a été entreprise avec le modèle de Vlasov-
Einstein en coordonnées de Schwarzschild dans le cadre d’un espace-temps asymptotiquement
plat ayant la symétrie sphérique. Ces résultats numériques sont fondés sur une méthode PIC

4.3.Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-Einstein



Analyse mathématique de quelques méthodes numériques 81

dont l’analyse de convergence a été réalisée par Rein et Rodewis [193]. L’étude des phénomènes
d’éffondrement critique pour lesquels il n’y a aucun résultat théorique a commencé avec le tra-
vail de Choptuik [64]. Dans [6, 66] les auteurs ont entrepris l’étude numérique de la stabilité
des états stationnaires afin d’étudier les phénomènes d’éffondrement critique. Ces simulations
numériques présentent les résultats intéressants suivants. Si on sait calculer un état station-
naire fs [190] alors on peut considérer la famille de conditions initiales Afs. L’étude numérique
de la transition entre la dispersion de la matière et son éffondrement gravitationnel [191] a
montré qu’il existe un saut de masse lorsqu’on trace la courbe A→ M(A) où M est la masse
ADM. Ces résultats ont été confirmés dans [66]. Dans [6], les auteurs choisissent des états
stationnaires qui dépendent de manière particulière de l’énergie des particules et du moment
angulaire. Si on désigne par Zc le décalage vers le rouge et Zcrit la valeur critique de Zc qui
maximise une énergie de liaison Eb, alors leurs résultats numériques peuvent se résumer de la
manière suivante. En perturbant un état stationnaire instable avec Zc > Zcrit et A > 1 on
obtient un éffondrement gravitationnel et un trou noir. Si on perturbe un état stationnaire in-
stable avec Eb < 0 et A < 1 la matière se disperse. Dans les deux autres cas stables Zc < Zcrit
et A > 1 ou Eb > 0 et A < 1, la perturbation d’un état stationnaire instable conduit à un
comportement oscillatoire. Pour plus d’information sur les phénomènes d’éffondrement critique
on peut consulter [137, 138].

Il y a plusieurs bonnes raisons de penser que les méthodes semi-Lagrangienne peuvent
présenter des avantages par rapport aux méthodes PIC et fournir un outil utile pour la com-
munauté astrophysique. Puisque les phénomènes d’effondrement critique sont pertinents en
relativité générale cela vaut la peine de développer des schémas différents pour voir si ces sché-
mas confirment les résultats précédents ou s’ils délivrent de nouveaux phénomènes. Comme il
a été noté dans dans [66], où des méthodes PIC sont utilisées, le développement de codes qui
résolvent l’équation de Vlasov directement dans l’espace des phases serait le meilleur moyen
d’obtenir des résultats précis puisque les propriétés de convergence d’ordre élevé de ces schémas
sont mieux contrôlées et comprises. Pour les schémas semi-Lagrangiens ont peut consulter les
références [30, 35, 34]. En fait les méthodes PIC ont l’inconvénient de décrire avec très peu
de précision les processus d’accélération de particules. Cela est dû au fait que les méthodes
PIC manquent de particules numériques pour bien représenter en détail la structure de la fonc-
tion de distribution dans des régions de l’espace des phases où a lieu l’interaction résonante
onde-particule non linéaire ; ce qui peut modifier les propriétés du transport. En effet il est
bien connu [110, 215, 216, 198, 121, 193] que le bruit numérique inhérent aux méthodes PIC
décroit en O(1/

√
N) où N est le nombre de particule. D’un autre coté, la résolution directe

de l’équation de Vlasov sur une grille de l’espace des phases est devenue un outil puissant
pour étudier en détail la dynamique des particules parce qu’elle offre une résolution fine de
l’espace des phases [62, 29, 36, 10] qui est assurée en chaque point de l’espace des phases par
des estimations d’erreurs a priori. Les codes Vlasov fournissent une bonne description des forts
gradients et des petites échelles qui se développent dans l’espace des phases, bien que le me-
canisme de filamentation et de mélange de l’espace des phases finissent par être saturés par la
dissipation numérique. En effet il existe un temps au-delà duquel la grille devient trop grossière
pour suivre ces forts gradients ou ces fins filaments. De plus ces mécanismes sont amplifiés par
les effets relativistes via la forte accélération des particules. Dans [6] il a été souligné que la
solution peut devenir de plus en plus piquée en certains points et donc une grille très fine
autour de ces points doit être utilisée pour bien approcher ces pics très abrupts. Comme dans
[6] les auteurs n’utilisent pas de maillage adaptatif, et que les solutions deviennent de plus
en plus piquée en même temps que ces pics se déplacent, la précision de la grille n’est plus
suffisante après un certain temps pour bien décrire l’éffondrement. Un moyen pour suivre la
solution plus loin en temps est de considérer des schémas numériques adaptatifs. Puisque notre
schéma est basé sur une analyse multi-résolution, il peut être facilement modifié pour obtenir
un schéma adaptatif en ajoutant une étape de prédiction (qui consiste à prédire le nouveau
maillage où sera calculée la solution, en avançant les courbes caractéristiques en avant) avant
de résoudre les caractéristiques en arrière et une étape de décomposition en ondelettes et de
compression. Cette procédure suit ce qui a été fait dans [36]. En fait dans [36] on a mis au point
un schéma semi-Lagrangien adaptatif basé sur une analyse multi-résolution en ondelettes pour
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résoudre le système de Vlasov-Maxwell réduit (VMR). Le modèle VMR présente beaucoup de
similarités avec le système de Vlasov-Einstein réduit (VER). En effet les deux systèmes sont à
deux dimensions dans l’espace des phases ((r, w) pour VER et (x, vx) pour VMR) et chaque
fonction de distribution est paramétrée par un invariant, le moment angulaire pour VER et le
moment canonique transverse pour VMR. La différence entre ces deux modèles vient du champ
de vecteurs qui génère le flot Lagrangien, et l’équation des champs (champ électromagnétique
versus champ gravitationnel ou coefficients de la métrique).

Dans un prochain travail on compte modifier le schéma implémenté dans [36], selon le
schéma semi-Lagrangien décrit ici pour obtenir un schéma adaptatif semi-Lagrangien qui soit
capable de résoudre le système de Vlasov-Einstein dans le cas d’un espace-temps asymptoti-
quement plat et à symétrie sphérique. Par conséquent ce schéma adaptatif pourrait être un
outil puissant pour traiter les forts gradients et les pics abrupts mobiles qui se développent
fréquemment lors d’un éffondrement gravitationnel.

4.3.2 Le problème continu
On considère un ensemble de particules relativistes de même masse au repos, normalisée à

l’unité, représenté par une fonction distribution statistique positive f définie sur l’espace des
phases

PM = {gαβpαpβ = −1, p0 > 0}, α, β = 0, ..., 3,

qui est une sous-variété de dimension sept du fibré tangent TM de la variété espace-temps M
munie du tenseur métrique gαβ . La définition de PM assure que les particules se déplacent vers
le futur. En utilisant les coordonnées canoniques de l’espace des phases (t, xa, pb), a, b = 1, ..., 3
sur le fibré tangent TM , le système de Vlasov-Einstein s’écrit

∂f

∂t
+
pa

p0

∂f

∂xa
− 1
p0

Γaβαp
βpα

∂f

∂pa
= 0,

Gαβ = 8πTαβ ,

Tαβ =
∫
pαpβf |g|1/2 dp

1dp2dp3

−p0
,

où Γaβα sont les symbôles de Christoffel, |g| le déterminant de la métrique, Gαβ le tenseur
d’Einstein, Tαβ le tenseur d’énergie-impulsion et p0 =

√
−g00

√
1 + gabpapb (définition de

PM) [4]. Toutes les constantes physiques sont normalisées à l’unité. Comme on s’intéresse ici
à un espace-temps asymptotiquement plat et à symétrie sphérique, on utilise la métrique de
Schwarzschild

ds2 = −e2µ(t,r)dt2 + e2λ(t,r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (4.15)
où t ≥ 0, r ≥ 0, θ ∈ [0, π] et ϕ ∈ [0, 2π]. Les hypothèses d’espace asymptotiquement plat
s’expriment par

lim
r→∞

λ(t, r) = lim
r→∞

µ(t, r) = 0, t ≥ 0. (4.16)

De plus on suppose que
λ(t, 0) = 0, t ≥ 0. (4.17)

Afin de définir un système de coordonnées sur PM et écrire l’équation de Vlasov-Einstein on
utilise les coordonnées sphériques x = r(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) et on définit une base de
R

3 par eji = δij +(e−λ−1)xjδikxk/r2 pour représenter l’impulsion. Dans cette base un vecteur
de R3 est représenté non pas par ses coordonnées canoniques pa mais par les coordonnées vi.
Puisque pa = eai v

i, alors va = pa+(eλ−1)xaδbcxbpc/r2. Dans la suite on notera a · b le produit
scalaire usuel dans R3, |a| la longueur Euclidienne de a dans R3, λ̇ la dérivée partielle de λ par
rapport à la variable t, et λ′ la dérivée partielle de λ par rapport à la variable r. Le système
de Vlasov-Einstein en symétrie sphérique prend la forme

∂tf + eµ−λ
v

γ
· ∇xf −

(
λ̇
x · v
r

+ eµ−λµ′γ
) x
r
· ∇vf = 0, (4.18)

e−2λ(2rλ′ − 1) + 1 = 8πr2ρ, (4.19)
e−2λ(2rµ′ + 1)− 1 = 8πr2p, (4.20)
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où le facteur relativiste γ s’écrit
γ =
»

1 + |v|2,
la densité de masse-énergie ρ et la densité de pression radiale p sont définies par

ρ(t, r) = ρ(t, x) =
∫
γf(t, x, v)dv, (4.21)

p(t, r) = p(t, x) =
∫ (x · v

r

)2

f(t, x, v)
dv

γ
. (4.22)

En fait les équations (4.19) et (4.20) constitutent un sous-ensemble des équations d’Einstein
mais il a été prouvé dans [189] que le système réduit de Vlasov-Einstein (4.18)-(4.20) était
bien équivalent au système de de Vlasov-Einstein complet lorsqu’on prend la métrique de
Schwarzschild (4.15). Une relation redondante mais utile est l’équation

λ̇ = −4πreλ+µj, (4.23)

où la densité de courant de masse radial est définie par

j(t, r) = j(t, x) =
∫
x · v
r
f(t, x, v)dv. (4.24)

De plus, on choisit une condition initiale

f(0, x, v) = f0(x, v),

où f0 est à symétrie sphérique, positive, continûnement différentiable, à support compact, et
telle que ∫

|x|≤r

∫
v

γf0(x, v)dvdx <
r

2
, r ≥ 0. (4.25)

L’existence d’invariants permet de réduire la dimension de l’espace des phases. Ici l’invariant
est le carré moment angulaire, ` = |x×v|2 = x2v2−(x·v)2. Si on introduit les nouvelles variables
r = |x|, w = x·v

r , et ` on obtient alors l’équation de Vlasov à deux dimensions

∂tf + eµ−λ
w

γ
∂rf +

Å
−λ̇w − eµ−λµ′γ + eµ−λ

`

r3γ

ã
∂wf = 0, ∀` ∈ R+ (4.26)

où γ s’écrit γ =
»

1 + w2 + `
r2 et f = f(t, r, w, `). Les équations pour les coefficients de la

métrique (4.19)-(4.20) et (4.23) demeurent et les définitions des termes sources deviennnent

ρ(t, r) =
π

r2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

γf(t, r, w, `)d`dw, (4.27)

p(t, r) =
π

r2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

w2f(t, r, w, `)
d`dw

γ
, (4.28)

j(t, r) =
π

r2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

wf(t, r, w, `)d`dw. (4.29)

Finalement la condition (4.25) se réécrit

4π2

∫
%≤r

∫
R×R+

γf0(%, w, `)d%dwd` <
r

2
, r ≥ 0. (4.30)

Dans la suite on utilisera la notation z = (r, w, `). On désigne par Z(s; t, z) = (R,W,L)(s; t, r, w, `)
la solution du système d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

dR

ds
(s) = Fr(s, Z(s)) = e(µ−λ)(s,R(s)) W (s)

γ(Z(s))
, (4.31)

dW

ds
(s) = Fw(s, Z(s)) = −λ̇(s,R(s))W (s)− e(µ−λ)(s,R(s))µ′(s,R(s))γ(Z(s))

+ e(µ−λ)(s,R(s)) L(s)
R3(s)γ(Z(s))

, (4.32)

dL

ds
(s) = F`(s, Z(s)) = 0, (4.33)
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avec la condition initiale Z(t; t, z) = z et z = (r, w, `) ∈ Q = R+ × R × R+. Si on pose
F = (Fr, Fw, F`) le champ de vecteurs qui définit le flot Lagrangien Z(s; t, z), alors le système
(4.31)-(4.33) peut s’écrire de manière compacte

dZ

ds
(s) = F (s, Z(s)). (4.34)

L’équation de Vlasov (4.26), qui exprime que la fonction de distribution reste constante le
long des courbes intégrales du champ de vecteurs F est équivalente à

f(t, r, w, `) = f(s, (R,W,L)(s; t, r, w, `)) = f(s, Z(s; t, z)). (4.35)

Notons que la quantité L est conservée le long des caractéristiques, ce qui signifie que le système
(4.31)-(4.33) est essentiellement à deux dimensions. Les équations de la métrique peuvent être
résolues explicitemment pour les coefficients de la métrique µ et λ ainsi que leurs dérivées. En
intégrant (4.19) avec la condition aux limites (4.17) on obtient

e−2λ(t,r) = 1− 2m(t, r)
r

, (4.36)

où
m(t, r) = 4π

∫ r

0

s2ρ(t, s)ds. (4.37)

Notons que l’hypothèse (4.30) garantit la positivité du second membre de l’équation (4.36) et
que la masse m(t,∞) (appelée masse ADM) est conservée. En réécrivant l’équation (4.20) on
obtient

µ′(t, r) = e2λ(t,r)

Å
m(t, r)
r2

+ 4πrp(t, r)
ã
, (4.38)

et en utilisant la condition aux limites (4.16) on obtient

µ(t, r) = −
∫ ∞
r

µ′(t, s)ds. (4.39)

De plus à partir de (4.19) on peut extraire l’expression suivante pour λ′

λ′(t, r) = e2λ(t,r)

Å
−m(t, r)

r2
+ 4πrρ(t, r)

ã
. (4.40)

Alors que la distribution f est constante le long des courbes caractéristiques, le flot Lagran-
gien ne préserve pas le volume de l’espace des phases et plus précisément on a

Lemme 1 Soit Z(·; t, z) = (R,W,L)(·; t, r, w, `), les courbes caractéristiques associées à l’équa-
tion (4.26) avec Z(t; t, z) = z ∈ Q = R+ ×R×R+, on a alors

det
∂Z

∂z
(s; t, z) = eλ(t,r)−λ(s,R(s;t,z)).

Une conséquence immédiate est que la quantité

4π2

∫
eλ(t,r)f(t, r, w, `)drdwd`

associée au nombre de particule est conservée. Le système de (4.26) peut alors s’écrire sous sa
forme conservative

∂t(eλf) + ∂r(Freλf) + ∂w(Fweλf) = 0,

puisque le Jacobien du flot Lagrangien satisfait la condition ∂t(eλ)+∂r(Freλ)+∂w(Fweλ) = 0.

On rappelle maintenant un résultat d’existence pour le système de Vlasov-Einstein en coor-
données de Schwarzschild dans le cas d’un espace-temps asymptotiquement plat et à symétrie
sphérique.
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Théorème 13 On suppose que f0 est positive, à symétrie sphérique, à support compact, qu’elle
appartient à l’espace C 1(R6)∩Hm(R6) avec m ≥ 5, et qu’elle satisfait la condition (4.25), alors
il existe une solution unique, régulière, à symétrie sphérique, à support compact, appartenant
à l’espace C 1([0, T ]×R6)∩Hm

loc([0, T ]×R6) qui satisfait le système de Vlasov-Einstein (4.18)
sur [0, T ] avec f(0, x, v) = f0(x, v). De plus on a ρ, p, j ∈ C 1([0, T ] × R+) et m, λ, µ ∈
C 2([0, T ]×R+) .

Preuve. On peut consulter la référence [189] pour une preuve dans l’ensemble des fonctions
continûment différentiables et [63] pour une preuve dans les espaces de Sobolev.

4.3.3 Le problème discret

Soit Ω (resp. Ωr) le domaine de l’espace des phases (resp. la composante radiale du domaine
de l’espace des phases) sur lequel on souhaite calculer la solution etMh une partition de Ω où
h désigne la taille maximale des éléments du maillage Mh. On introduit l’espace de Sobolev
Hm muni de la norme

‖f‖Hm =

(∫
R3
ξ

(1 + |ξ|2)m|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

où f̂ désigne la transformée de Fourier de f .
Afin de construire notre schéma on introduit l’opérateur d’approximation (interpolation) Πh

défini sur Hm, m ∈ N. On considère une suite d’espace de dimension fini Vh ⊂ Hm tel que⋃
h≥0 Vh = Hm. Si la suite {Ψk} est une base Vh, on alors

Πh : Hm(Ω) −→ Vh
f −→ Πhf =

∑
k ckΨk.

En outre, on fait les hypothèses suivantes sur Πh :

Hypothèses 1 Soit g ∈ Hm(Ω), et p, k, m ∈ N avec k ≤ m et α ∈ [0, 1], alors

i) Régularité :
Πhg ∈ C p,α(Ω) ∩Hk(Ω). (4.41)

ii) Consistance et précision :

‖Πhg − g‖Hk(Ω) ≤ chm−k‖g‖Hm(Ω). (4.42)

iii) Stabilité :
‖Πhg‖Hk(Ω) ≤ ‖g‖Hk(Ω). (4.43)

De plus on utilise l’inégalité inverse suivante [71] : il existe une constante K1 > 0 indépendante
de h telle que

∀vh ∈ Vh, ‖vh‖Hm+1(Ω) ≤ K1h
−1‖vh‖Hm(Ω). (4.44)

Un tel opérateur existe et un exemple sera donné dans le cas de l’analyse multi-résolution par
ondelettes. Dans la suite on présente un schéma d’ordre un en temps puis un schéma d’ordre
deux en temps. Si T désigne le temps final d’évolution et NT ∈ N∗ le nombre d’iterations en
temps, alors on définit le pas de temps ∆t = T/NT et l’instant tn = n∆t. On suppose que l’on
connaît fnh ∈ Vh, une approximation de la fonction de distribution f surMh au temps t = tn,
alors le schéma numérique décrit les étapes pour obtenir fn+1

h à partir de fnh .

4.3.3.1 Schéma d’ordre un en temps

Puisque f est constante le long des courbes caractéristiques (4.35) on définit

fn+1
h (r, w, `) := Πhf

n
h (Rh(tn),Wh(tn), Lh(tn)) (4.45)

4.3.Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-Einstein
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où Zh(tn) = (Rh(tn),Wh(tn), Lh(tn)) est une approximation du système (4.31)-(4.33) avec la
condition initiale Zh(tn+1) = (Rh(tn+1),Wh(tn+1), Lh(tn+1)) = (r, w, `) = z ∈Mh.

Pour le schéma d’ordre un en temps, en utilisant la notation Znh = Zh(tn), on définit

Zn+1
h − Znh = ∆tFnh (Znh ) (4.46)

où Fnh = (Fnh,r, F
n
h,w, F

n
h,`) est obtenu en remplaçant dans F (t, .), les quantités λ(t), µ(t), µ′(t)

et λ̇(t) au temps t = tn par leurs approximations λnh, µ
n
h, µ

n
h
′ et λ̇nh. Les coefficients métriques

λnh, µ
n
h, µ

n
h
′, λ̇nh et la masse mn

h sont construits en remplaçant dans les équations (4.23)
et (4.36)-(4.39), les moments ρ(t), p(t), et j(t) par leurs approximations ρnh, p

n
h et jnh , où

ces dernières sont calculées en remplaçant dans les définitions des moments (4.27)-(4.29), la
fonction de distribution f(tn) par fnh .

4.3.3.2 Schéma d’ordre deux en temps

On présente maintenant le schéma d’ordre deux en temps qui consiste à appliquer succes-
sivement deux fois le schéma d’ordre un en temps.

1) Si on suppose que l’on connait fnh ∈ Vh on pose alors

f
n+1/2
h (r, w, `) := Πhf

n
h (R̂h(tn), Ŵh(tn), L̂h(tn)) (4.47)

où Ẑh(tn) = (R̂h(tn), Ŵh(tn), L̂h(tn)) est une approximation de la solution du système
(4.31)-(4.33) avec la condition initiale Ẑh(tn+1/2) = (R̂h(tn+1/2), Ŵh(tn+1/2), L̂h(tn+1/2)) =
(r, w, `) = z ∈Mh. Les inconnues Ẑh(tn) sont calculées en utilisant l’approximation

Ẑ
n+1/2
h − Ẑnh =

∆t
2
Fnh (Ẑnh ). (4.48)

2) A partir de la fonction de distribution fn+1/2
h et des équations (4.27)-(4.29), on obtient

les moments ρn+1/2
h , p

n+1/2
h et jn+1/2

h . En utilisant les équations (4.23) et (4.36)-(4.39) on
obtient λn+1/2

h , µ
n+1/2
h , µ

n+1/2 ′
h et λ̇n+1/2

h et par conséquent on peut construire Fn+1/2
h .

3) On pose alors
fn+1
h (r, w, `) := Πhf

n
h (Rh(tn),Wh(tn), Lh(tn)) (4.49)

où Zh(tn) = (Rh(tn),Wh(tn), Lh(tn)) est une approximation de la solution du système
(4.31)-(4.33) avec la condition initiale Zh(tn+1) = (Rh(tn+1),Wh(tn+1), Lh(tn+1)) =
(r, w, `) = z ∈ Mh. Les nouvelles inconnues Zh(tn) sont approchées en utilisant l’ap-
proximation

Zn+1
h − Znh = ∆tFn+1/2

h (Zn+1/2
h ) (4.50)

où on définit Zn+1/2
h = (Zn+1

h + Znh )/2.

4.3.3.3 Analyse multi-résolution de Hs en ondelettes

Dans ce paragraphe on présente l’opérateur d’approximation qui permettra de reconstruire
la fonction de distribution en tout point de l’espace des phases Ω. Soit s un nombre réel. Une
analyse multi-résolution de Hs(R) est une suite de sous-espaces fermés Vj , j ∈ Z, de Hs(R),
telle que
• Vj ⊂ Vj+1,
•
⋃
j∈Z Vj = Hs(R),

•
⋂
j∈Z Vj = {0},

• Pour tout j, il existe une fonction ϕ(j) telle que les fonctions ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(j)(2jx−k),
k ∈ Z, forment une base orthonormée de Vj .

4.3.Méthodes semi-Lagrangiennes pour le système de Vlasov-Einstein



Analyse mathématique de quelques méthodes numériques 87

On peut alors construire un espace Wj , le complément orthogonal de Vj dans Vj+1 (Vj+1 =
Wj
⊕
Vj , Wj ⊥ Wl si j 6= l). Il existe alors une base orthonormale de Wj formée par les

fonctions ψj,k(x) = 2j/2ψ(j)(2jx− k). Par conséquent les espaces Vj et Hs peuvent se décom-
poser respectivement comme Vj = Vj0

⊕j−1
i=j0 Wi et Hs =

⊕
j∈ZWj . Si Pj est l’opérateur de

projection orthogonale de Hs sur Vj alors pour toute fonction f ∈ Hs(R) on a

Pj+1f = Pjf +
∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉sψj,k =
∑
k≤j

∑
l∈Z

〈f, ψk,l〉sψk,l.

où 〈·, ·〉s désigne le produit scalaire dans Hs. Dans [9], les auteurs montrent qu’on peut
construire une analyse multi-resolution de Hs où la base orthonormale est formée d’ondelettes
{ψj,k; j, k ∈ Z} à support compact avec la régularité souhaitée. L’opérateur de projection or-
thogonale Pj associé, reproduit tous les polynômes de degré inférieur ou égal à un certain degré
fixé, c’est-à-dire qu’il satisfait les propriétés d’approximation d’ordre élevé. Dans la suite on
utilisera la notation Πh pour Pj où h = 2−j . Un analyse multi-résolution de Hs(Rn), avec
n ∈ N∗ se construit directement par produit tensoriel des espaces Vj ou/et Wj et des fonctions
de base ϕj,k et/ou ψj,k. En fait l’analyse multi-résolution de Hs hérite des propriétés clas-
siques de l’analyse multi-résolution de L2. La différence est que pour l’analyse multi-résolution
de Hs, les fonctions d’échelles dépendent du niveau d’approximation j alors que pour l’analyse
multi-résolution de L2 ce n’est pas le cas, c’est-à-dire qu’il n’ y a qu’une fonction d’échelle
(resp. ondelette) mère et que les autres se déduisent par dilatation de la fonction mère. La
dépendance en j pour l’analyse multi-résolution de Hs, provient du fait que l’espace Hs n’est
pas invariant par dilatation.

4.3.4 Théorèmes de convergence et estimations d’erreurs a priori
Dans cette section on présente deux théorèmes de convergence pour les méthodes numé-

riques décrites dans le paragraphe 4.3.3.

Théorème 14 On suppose que f0 ∈ C 2(Ω)∩Hm(Ω) et que la condition (4.30) soit satisfaite.
De plus on suppose qu’il existe deux constantes C1 et C2 telle que C1 ≤ h−1∆t ≤ C2, alors
l’approximation (fh, λh, µh) du système de Vlasov-Einstein présentée 4.3.3.1 où Πh est le pro-
jecteur orthogonal d’une analyse multi-résolution en ondelettes de H3, converge vers la solution
du théorème 13 sur l’intervalle de temps [0, T ] et pour k ≤ 1, on a les estimations d’erreurs a
priori

sup
n≤NT

‖fnh − f(tn)‖Hk(Ω) . ∆t+
hm−k

∆t

sup
n≤NT

{
‖λnh − λ(tn)‖L∞(Ωr), ‖µnh − µ(tn)‖L∞(Ωr), ‖mn

h −m(tn)‖L∞(Ωr)

}
. ∆t+

hm

∆t

sup
n≤NT

{
‖ρnh − ρ(tn)‖Hk(Ωr), ‖pnh − p(tn)‖Hk(Ωr), ‖jnh − j(tn)‖Hk(Ωr)

}
. ∆t+

hm−k

∆t

Théorème 15 On suppose que f0 ∈ C 3(Ω)∩Hm(Ω) et que la condition (4.30) soit satisfaite.
De plus on suppose qu’il existe deux constantes C1 et C2 telle que C1 ≤ h−1∆t ≤ C2, alors
l’approximation (fh, λh, µh) du système de Vlasov-Einstein présentée 4.3.3.2 où Πh est le pro-
jecteur orthogonal d’une analyse multi-résolution en ondelettes de H3, converge vers la solution
du théorème 13 sur l’intervalle de temps [0, T ] et pour k ≤ 1, on a les estimations d’erreurs a
priori

sup
n≤NT

‖fnh − f(tn)‖Hk(Ω) . ∆t2 +
hm−k

∆t

sup
n≤NT

{
‖λnh − λ(tn)‖L∞(Ωr), ‖µnh − µ(tn)‖L∞(Ωr), ‖mn

h −m(tn)‖L∞(Ωr)

}
. ∆t2 +

hm

∆t

sup
n≤NT

{
‖ρnh − ρ(tn)‖Hk(Ωr), ‖pnh − p(tn)‖Hk(Ωr), ‖jnh − j(tn)‖Hk(Ωr)

}
. ∆t2 +

hm−k

∆t
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Preuve. La preuve de ces deux théorèmes se trouve dans [41]

4.4 Méthodes de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu conser-
vant localement ∇ · B = 0 pour l’équation d’induction
de la MHD

4.4.1 Introduction
Les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) modélisent la dynamique d’un fluide

électriquement conducteur où les forces électromagnétiques sont du même ordre voire plus im-
portantes que les forces hydrodynamiques. Le système de la MHD idéale combine les équations
de la dynamique des gaz avec les équations de Maxwell pour lesquelles les effets relativistes,
visqueux et résistifs sont négligés et peut s’écrire en trois dimensions sous la forme conservative
suivante

∂tρ+∇ · (ρu) = 0 (conservation de la masse)

∂t(ρu) +∇ ·
(
ρu⊗ u +

(
p+ 1

2 |B|
2
)
I −B⊗B

)
= 0 (conservation de l’impulsion)

∂tB +∇ · (u⊗B−B⊗ u) = 0 (équation d’induction)

∂t(ρe) +∇ ·
((
ρe+ p+ 1

2 |B|
2
)
u−B(u ·B)

)
= 0 (conservation de l’énergie)

∇ ·B = 0 (contrainte)

où ρ est la densité, u le champ de vitesse, B le champ magnétique, p la pression, e l’énergie totale
et I la matrice identité. Si les conditions initiales sont à divergence nulle, i.e. ∇ ·B0 = 0, alors
les solutions exactes satisferont cette contrainte en tout temps. Pour des solutions régulières
l’équation d’induction peut se réécrire comme ∂tB + rot(B × u) = 0 car ∇ · (∇ × ·) = 0. La
préservation au niveau numérique de la contrainte ∇ · B = 0 est importante et constitue un
problème très débatu pour les codes MHD [8, 48, 77, 82, 102, 186, 211]. Parce que des erreurs
sur ∇ · B surviennent dans les simulations numériques et peuvent croître avec le temps, des
instabilités numériques peuvent apparaître et conduire à des comportements non physiques. Par
exemple, une topologie du champ magnétique incorrecte conduit à un transport non physique
dans le plan transverse des lignes du champ magnétique. Si on ne force pas la contrainte
∇ ·B = 0, les conservations de l’impulsion et de l’énergie deviennent mauvaises et des forces
fictives se développent le long des lignes du champ magnétique.

Dans cette section on présente l’analyse de convergence et des estimations d’erreurs a priori
d’un schéma de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu qui préserve localement la nullité de la di-
vergence du champ magnétique pour des solutions régulières de l’équation d’induction en deux
dimensions

∂B
∂t

+ rot(B× u) = 0 (4.51)

où B = (Bx(t,x), By(t,x)) est le champ magnétique, et u = (ux(t,x), uy(t,x)) est le champ
de vitesse, avec la notation x = (x, y). On suppose ici que le champ de vitesse u est donné.
La construction et l’analyse de convergence de cette méthode de Galerkin-discontinu repose sur
trois ingrédients On réécrit l’équation d’induction comme un système de Friedrichs. On écrit
alors la méthode de Galerkin-discontinu sur la nouvelle formulation de ce système dans lequel on
choisit des flux “upwind” pour définir les flux aux interfaces des éléments finis. Afin d’obtenir un
schéma qui est localement à divergence nulle on utilise des fonctions solénoidales par morceaux
qui sont discontinues à travers les interfaces d’un élément fini mais qui sont à divergence nulle
point par point sur chaque élément. Ces fonctions de base ont été développées [7, 151, 162] dans
le contexte de méthodes d’éléments finis non-conformes pour les équations de Navier-Stokes.
On utilise aussi des éléments finis de Nedelec dans H(rot) [181] en deux dimensions qui sont
obtenus par rotations de π/2 des éléments finis de Raviart-Thomas [187]. On utilise le cadre
développé dans [69] pour montrer la convergence et obtenir des estimations d’erreurs a priori.
Dans [70] les auteurs ont aussi développé des schémas de Galerkin-discontinu qui préservent
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localement la nullité de la divergence du champ magnétique pour résoudre les équations de
Maxwell. Ils montrent aussi des estimations d’erreurs a priori de la forme O(hk+1/2) où k est
le degré des polynômes locaux pour des schémas discrétisés seulement en espace.

4.4.2 Le schéma numérique
4.4.2.1 La formulation de Friedrichs

Grâce à la contrainte, ∇ · B = 0, l’équation d’induction (4.51) peut s’écrire comme un
système de Friedrichs

∂B
∂t

+
∂(AxB)
∂x

+
∂(AyB)
∂y

+ CB = 0 sur Ω× [0, T ], (4.52)

où
Ax(t,x) =

Å
ux(t,x) 0

0 ux(t,x)

ã
, Ay(t,x) =

Å
uy(t,x) 0

0 uy(t,x)

ã
.

et
C(t,x) = −

Å
∂xux(t,x) ∂yux(t,x)
∂xuy(t,x) ∂yuy(t,x)

ã
.

Parfois on utilisera la notations (v1,v2) au lieu de (vx,vy) où v est un champ de vecteurs
ou de matrices. Avec des conditions aux limites appropriées sur ∂Ω Friedrichs [107] à montré
l’existence et l’unicité dans L2(Ω) de solutions faibles et classiques pour l’équation (4.52), sous
la condition

C + CT +
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y
≥ α I, sur Ω, (4.53)

avec α une constante strictement positive. On suppose que u ∈ L∞(0, T ; C∞(Ω)), ∇ · u ∈
L∞(0, T ;L∞(Ω)) et C ∈ L∞(0, T ; C∞(Ω)). On rappelle que si B0 ∈ Hs(R2) avec s ∈ R, alors le
système (4.52) admet une solution faible unique B ∈ C 0

(
[0,+∞[; Hs(R2)

)
∩C 1

(
[0,+∞[; Hs−1(R2)

)
(cf [3]). En particulier, si s > 2 la solution faible appartient à C 1

(
[0,+∞[×R2

)
, i.e. une solu-

tion classique.

4.4.2.2 Les espaces d’approximation

On introduit d’abord l’espace `∞(0, T ;X) défini par

`∞ (0, T ;X) :=
ß
f : {t0, ..., tNT } → X| ||f ||`∞(0,T ;X) = max

1≤n≤NT
||f(tn)||X <∞

™
où X désigne un espace fonctionel. Pour un sous-domaine D ⊂ Ω, Hm(D) désigne l’es-
pace de Sobolev usuel qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u, v)m,D =∑
|α|≤m

∫
D
∂αu∂αvdx, u, v ∈ Hm(D) et de la semi-norme au carrée |v|2Hm(D) =

∑
|α|=m

∫
D
|∂αv|2 .

On définit alors l’espace Hm(D) = (Hm(D))2 avec le produit scalaire (v,w)m,D =
∑2
i=1(vi, wi)m,D,

et le champ de vecteurs solénoidal Sm(D) = {v ∈ Hm(D) | ∇ · v = 0 in D} , m ≥ 1. Soit Th
une famille de partition de Ω qui possède les propriétés décrites dans [7, 151]. Pour un entier
k ≥ 0, Pk(D) désigne l’espace des polynômes à deux variables de degrés inférieurs ou égaux à
k sur D. On définit alors Pk(D) =

(
P
k(D)

)2 et V k(D) =
¶
v ∈ Pk(D) | ∇ · v = 0 in D

©
. On

a V k(D) ⊂ Sm(D) pour tout m ≥ 1. Pour tout k ≥ 0 on définit V kh (Ω) =
∏
K∈Th V

k(K) où
K est un élément fini et N le nombre d’éléments finis. La façon de construire des bases locales
pour V k est décrite dans [7, 151]. Par exemple, pour k = 1 les fonctions de base peuvent être
construites en utilisant l’ensemble suivant

Ξ1 =
ßÅ

1
0

ã
,

Å
0
1

ã
,

Å
y
0

ã
,

Å
0
x

ã
,

Å
x
−y

ã™
.

Afin d’obtenir des fonctions de base pour k = 2, il suffit de compléter l’ensemble précédent par

Ξ2 =
ßÅ

y2

0

ã
,

Å
0
x2

ã
,

Å
x2

−2xy

ã
,

Å
−2xy
y2

ã™
.
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On observe donc que les fonctions de base de l’espace V kh peuvent se construire en complétant
judicieusement celles de V k−1

h .

Remarque 3 Dans le cas où Th est une triangulation de R2 les espaces V k(K) sont équiva-
lents aux espaces RT 0

k (K) définis par RT 0
k (K) = {v ∈ RTk(K) | div v = 0}, où RTk(K) est

l’espace des éléments finis de Raviart-Thomas sur K utilisé pour approcher H(div). En fait
chaque espace V k(K) ou RT 0

k (K) est construit comme le rotationel d’une fonction de courant
appartenant à Pk+1(K) et la dimension des deux espaces est égale à dim (Pk+1(K) − 1) =
(k + 1)(k + 4)/2.

Les espaces V mh possèdent des propriétés optimales d’approximation en relation avec les espaces
Sm(Ω), résumées et démontrées dans [7, 32].

On introduit maintenant un autre opérateur d’interpolation discontinue Πh basé sur les
éléments finis de Nédélec dans H(rot) [181]. Soit ‹Pk l’espace des polynômes homogènes de
degrés k sur R2, on considère alors le sous-espace de Pk, Rk = Pk−1⊕Sk où Sk est défini par
Sk = {p ∈ ‹Pk; p(x)·x = 0, pour tout x = (x1, x2)}. On définit alorsW k(K) = {v ∈ Rk(K)}
etW k

h (Ω) =
∏
K∈ThW

k(K). En suivant [119], si on définit deux ensembles de moments v ∈ Hs

surK avec s ≥ 1/2 :Me(v) =
{∫
e
(v × νe) q dΓ ∀q ∈ Pk−1(e) pour tout bord e de K

}
où νe

est la normale unitaire extérieure du bord e deK, etMK(v) =
¶∫

K
v · qdx, ∀q ∈ Pk−2(K)

©
,

alors le champ de vecteurs v de Rk est entièrement déterminé sur K par ces deux ensembles
de moments Me(v) et MK(v). De plus la composante tangentielle de v sur la frontière e
de K dépend seulement des degrés de liberté Me(v) définis sur chaque bord. Les propriétés
d’approximation de ces espaces sont décrites dans [119, 181]. Si m = 1 alors R1 = P0 ⊕ S1

où S1 = span(x⊥) et il est alors évident que div R1 ≡ 0. Les champs de vecteurs de R1 sont
alors à divergence nulle. Malheureusement les espace Rk avec k > 1 ne sont pas des espaces à
divergence nulle.

4.4.2.3 La méthode de Galerkin-discontinu

Dans ce paragraphe on décrit la méthode de Galerkin-discontinu que l’on utilise pour dis-
crétiser en espace l’équation d’induction écrite sous la forme d’un système de Friedrichs. Si on
prend le produit scalaire de l’équation (4.51) avec une fonction test ϕ, en utilisant une formule
de Green, une intégration sur l’élément K donne

∂t

Å∫
K

B ·ϕdx
ã
−

2∑
i=1

∫
K

AiB ·∂iϕdx+
2∑
i=1

∑
e∈∂K

∫
e

AiB ·ϕνie,KdΓ+
∫
K

CB ·ϕdx = 0, (4.54)

où νe,K = (ν1
e,K , ν

2
e,K)T = (νxe,K , ν

y
e,K)T désigne la normale unitaire extérieure du bord e

de K. On remplace respectivement B et ϕ par Bh et ϕh dans (4.54) où Bh, ϕh ∈ V kh (Ω).
Cependant les termes issues de la frontière de l’élément K dans (4.54) n’ont pas de sens puisque
Bh et ϕh sont discontinus sur la frontière ∂K de l’élément K. On remplace alors ces termes
par des flux numériques “upwind” que l’on définit comme il suit. On définit Ae,K(t,x) =∑2
i=1(Ai)|eνie,K , Ce,K(t,x) = −(Ae,K(t,x))− et De,K(t,x) = (Ae,K(t,x))+ où A− et A+

désignent respectivement la partie négative et positive de A. On définit alors le flux numérique
“upwind” g(νe,K ,v,w) = −Ce,Kw+De,Kv. En remarquant que |A| = A+−A− et A = A++A−

on peut réécrire g(νe,K ,v,w) comme un flux de Lax-Friedrichs g(νe,K ,v,w) = Ae,K (v+w)
2 −

|Ae,K | (w−v)
2 , où v (resp. w) désigne la trace intérieure (resp. extérieure) de la solution sur le

bord de l’élément K. On obtient maintenant le schéma semi-discrétisé en espace

∂t

Å∫
K

Bh ·ϕhdx
ã
−

2∑
i=1

∫
K

AiBh · ∂iϕhdx

+
2∑
i=1

∑
e∈∂K

∫
e

g(νe,K ,BK ,BKe) ·ϕKdΓ +
∫
K

CBh ·ϕhdx = 0.
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pour toute fonction ϕh ∈ V kh où Ke est l’élément adjacent à K qui partage la même frontière
e. Soit T le temps final et ∆t = T/NT le pas de temps. En utilisant un schéma de Runge-Kutta
du second ordre on obtient le schéma discrétisé complet∫

K

Yn
h ·ϕhdx =

∫
K

Bn
h ·ϕhdx + ∆tFnK(Bn

h,ϕh)∫
K

Bn+1
h ·ϕhdx =

∫
K

Å
1
2
Bn
h +

1
2
Yn
h

ã
·ϕhdx +

∆t
2
Fn+1
K (Yn

h ,ϕh)

où

FnK(W,ϕh) =
2∑
i=1

∫
K

Ani Wn · ∂iϕhdx +
2∑
i=1

∑
e∈∂K

∫
e

gn(W)e ·ϕKdΓ−
∫
K

CnWn ·ϕhdx

avec

gn(W)e = gn(νe,K ,Wn
K ,W

n
Ke) = Ane,K

(Wn
K + Wn

Ke
)

2
− |Ane,K |

(Wn
Ke
−Wn

K)
2

,

Ane,K = Ae,K(tn,x) et‘ Cn = C(tn,x). Par X k on désigne V k ou W k. Si on décompose Bh et
ϕh dans la base de X k, i.e.

Bn
h(x) =

∑
K∈Th

Bn
K(x)1K(x), Bn

K(x) =
dim(Xk)∑
i=1

σi,nK Ψi(x), Yn
K(x) =

dim(Xk)∑
i=1

θi,nK Ψi(x)

avec Ψi ∈ X k, on obtient le schéma
[ΘK ]n = [ΣK ]n + ∆tLnK([Σh]n)

[ΣK ]n+1 =
1
2

([ΣK ]n + [ΘK ]n) + ∆tLn+1
K ([Θh]n)

où [ΣK ]n =
(
σ1,n
K , . . . , σ

dim (Xk),n
K

)T
, [Σh]n =

Ä
σ1,n, . . . , σcard(Th)dim(Xk),n

äT
et pour tout

i ∈ {1, ...,dim(X k)}

[LnK ([Σh]n)]i =
2∑
l=1

dim(Xk)∑
m,j=1

σj,nK

∫
K

Anl (x)Ψj(x) ·
Ä
M−TK

ä
m,i

∂lΨm(x)dx

+
2∑
i=1

∑
e∈∂K

∫
e

dim(Xk)∑
m,j=1

[σj,nK Dn
e,K(x(Γ))− σj,nKeC

n
e,K(x(Γ))]Ψj(x(Γ)) ·

Ä
M−TK

ä
m,i

Ψm(x(Γ))dΓ

−
dim(Xk)∑
m,j=1

σj,nK

∫
K

Cn(x)Ψj(x) ·
Ä
M−TK

ä
m,i

Ψm(x)dx

avec (MK)ij =
∫
K

Ψi(x) ·Ψj(x)dx.

4.4.3 Théorème de convergence et estimations d’erreurs a priori

Dans ce paragraphe on présente le théorème de convergence et les estimations d’erreurs a
priori en norme L2 du schéma RKDG de la section précédente.

Théorème 16 Soient u et B0 suffisamment réguliers, typiquement on considère
u ∈ W 1,∞ ([0,+∞[×(R2)

)
et B0 ∈ Hm+1(R2). On suppose qu’il existe une constante β(α)

qui dépend de α telle que la condition CFL ∆t ≤ β(α)h4/3 soit satisfaite. De plus on suppose

4.4.Méthodes de Runge-Kutta-Galerkin-discontinu conservant localement ∇ ·B = 0 pour l’équation
d’induction de la MHD



92 Analyse mathématique de quelques méthodes numériques

que la condition (4.53) est satisfaite et que l’on a ‖δ0
B‖L2(Ω) = ‖B0 − πhB0‖L2(Ω) = O(hm+1).

Alors il existe une constante C = C(‖u‖W 1,∞([0,T ]×Ω), T, α) indépendante de h telle que

‖Bh‖l∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖Bh(0)‖L2(Ω),

où Bh(0) ∈ V mh ou Bh(0) ∈ Wm
h avec m = 1. De plus il existe une constante

C = C
(
T, α, ‖u‖W 1,∞([0,T ]×Ω), ‖B‖W 3,∞(0,T ;Hm+1(R2))

)
indépendante h telle que

‖B−Bh‖l∞(0,T ;L2(Ω))+

Ã
∆t

NT∑
n=0

∑
e∈Eh

∫
e

|Ane |[Bn
h −B(tn)]e · [Bn

h −B(tn)]edΓ ≤ C
(
∆t2 + hm+η

)
où η = 1

2 si Bh ∈ V mh et η = − 1
2 si Bh ∈Wm

h avec m = 1.

Preuve. La preuve de ce théorème est basée sur des estimations d’énergie et sur les pro-
priétés d’approximation des espaces V mh et Wm

h . Pour plus de détails on pourra consulter [32].
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente la résolution numérique de plusieurs modèles de Vlasov non li-
néaires : Vlasov-Darwin, Vlasov-Poisswell, Vlasov-Maxwell relativiste et Vlasov-gyrocinétique.
Les modèles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell sont des approximations de Vlasov-Maxwell
où l’on néglige les phénomènes électromagnétiques à hautes fréquences. Le modèle de Vlasov-
Maxwell relativiste est un des modèles de base pour l’étude cinétique de l’interaction laser-
plasma à haut flux qui intervient en fusion par confinement inertiel (FCI, projet laser-mégajoules).
Le modèle Vlasov-gyrocinétique est un modèle destiné à l’étude de la turbulence électrosta-
tique dans les plasmas magnétisés (voir chapitre 4. L’étude de la turbulence dans un plasma
magnétisé est primordiale car elle détermine de temps de confinement de l’énergie dans un
plasma de fusion (FCM, projet ITER).

5.2 Les modèles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell

Soit L la longueur caractéristique du problème et τ son temps caractéristique. Alors on
définit le petit paramètre sans dimension ε = L/τc où c est la vitesse de la lumière. L’équation
de Vlasov relativiste adimensionnée s’écrit alors

∂tf + v(ξ) · ∇xf + F(t,x, ξ) · ∇ξf = 0 (5.1)

où f(t,x, ξ) représente la fonction de distribution d’une espèce de particules (ions, électrons)
dépendant du temps t, de la position x, et de l’impulsion ξ. Le champ de force F(t,x, ξ) est
donné par la force de Lorentz

F(t,x, ξ) = q(E + εv(ξ)×B) (5.2)

où q = ±1 est le signe de la charge. La vitesse relativiste des particules v(ξ) est donnée par

v(ξ) =
ξ

γ(ξ)
=

ξ√
1 + ε2|ξ|2

. (5.3)

A partir de la fonction de distribution f , on peut calculer les densités de charge et de courant

ρ(t,x) = q

∫
R3
f(t,x, ξ))dξ, j(t,x) = q

∫
R3

v(ξ)f(t,x, ξ)dξ. (5.4)

Le champ électromagnétique (E,B) satisfait certaines équations où les densités de charge et
de courant apparaissent comme des termes sources. De plus les équations du champ électro-
magnétique (E,B) doivent satisfaire l’équation de conservation de la charge

∂tρ+∇ · j = 0

qui est obtenue en intégrant l’équation de Vlasov (5.1) par rapport à ξ. Cette condition de
compatibilité est nécessaire pour résoudre le système couplé.

On présente maintenant deux modèles pour le champ électromagnétique qui ont pour ca-
ractéristique commune de ne tenir compte que de la partie basse fréquence du champ électro-
magnétique.

5.2.1 Le modèle de Darwin

L’approximation de Darwin des équations de Maxwell consiste à supprimer les ondes à
hautes fréquences (onde de type lumière) pour ne conserver que celles qui sont à basses fré-
quences. Le champ électrique E est décomposé en deux parties, sa partie irrotationnelle Eirr qui
est à rotationnel nul et sa partie solenoïdale Esol qui est à divergence nulle, i.e. E = Eirr+Esol,
où ∇×Eirr = 0 et ∇·Esol = 0. Puisque ∇×Eirr = 0 alors on a Eirr = −∇φ. L’approximation

5.1.Introduction
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de Darwin consiste à éliminer la partie solenoïdale du courant de déplacement dans l’équation
d’Ampère

1
ε
∇×B = j + ∂tEirr + /∂tEsol . (5.5)

En prenant le rotationnel cette équation, obtient

−∆B = ε∇× j. (5.6)

On peut vérifier que l’équation de conservation de la charge est bien satisfaite pour le modèle
de Darwin.
En prenant le rotationnel de l’équation de Faraday et en utilisant la dérivée temporelle de
l’équation d’Ampère on obtient une équation elliptique pour Esol qui s’écrit

−∆Esol = −ε2
(
∂tj + ∂2

tEirr

)
= −ε2 (∂tj− ∂tjirr) = −ε2∂tjsol (5.7)

où on pose
j = jirr + jsol et ∂tEirr + jirr = 0. (5.8)

Finalement l’équation de Poisson ∇ · Eirr = ρ, donne l’équation de Laplace pour le potentiel
électrostatique

−∆φ = ρ. (5.9)

Au lieu de résoudre des équations de Maxwell qui sont hyperboliques on doit résoudre mainte-
nant trois équations elliptiques. Par conséquent la condition CFL n’est plus nécessaire et donc
on n’a plus de contrainte sur le pas de temps.

En utilisant un développement de Hilbert par rapport à ε pour E et B, i.e.

E = E0 + εE1 + · · · , B = B0 + εB1 + · · · (5.10)

il a été démontré [83, 188] que le modèle de Darwin coincide avec les équations de Maxwell
jusqu’à l’ordre deux en ε. Par conséquent l’approximation de Darwin est justifiée dans le régime
non relativiste (ε� 1)

5.2.2 Le modèle de “Poisswell”
Le modèle de Poisswell a été introduit en mécanique quantique [167] pour ajouter de manière

auto-cohérente un champ électromagnétique d’ordre ε à l’équation de la fonction d’onde de
Pauli qui est aussi une approximation d’ordre ε de l’équation de Dirac. Le nom “Poisswell” est
une contraction de Poisson et Maxwell qui est utilisée pour signifier que l’on ne considère qu’une
approximation des équations de Maxwell. Partons des équations de Maxwell admimensionnées

∇×B = ε(j + ∂tE), ∇ ·E = ρ, ε∂tB +∇×E = 0, ∇ ·B = 0. (5.11)

En introduisant les potentiels φ et A, le champ électromagnétique est défini par

E = −∇φ− ε∂tA, B = ∇×A. (5.12)

Afin que le champ électromagnétique soit bien défini par les potentiels il faut ajouter une jauge.
Ici on choisit la jauge de Lorentz adimensionnée qui s’écrit

ε∂tφ+∇ ·A = 0. (5.13)

En injectant (5.10) et les développements de Hilbert de φ et A

A = A0 + εA1 + · · · , φ = φ0 + εφ1 + · · · (5.14)

dans (5.11) et (5.12)-(5.13) et en rassemblant tous les termes du même ordre en ε, on obtient :
O(1) :

∇×E0 = 0, ∇ ·E0 = ρ, (5.15)
∇×B0 = 0, ∇ ·B0 = 0 alors B0 = 0, (5.16)
E0 = −∇φ0, (5.17)

5.2.Les modèles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell
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O(ε) :

∇×B1 = ∂tE0 + j, ∇ ·B1 = 0, (5.18)
∇×E1 = 0, ∇ ·E1 = 0 alors E1 = 0, (5.19)
∂tφ0 +∇ ·A1 = 0, (5.20)

On a A = εA1 + O(ε2) puisque A0 = 0 et φ = φ0 + O(ε2) puisque φ1 = 0 d’après (5.16) et
(5.19). A partir des équations (5.15), (5.17), (5.18), et (5.20) on obtient le système de Poisswell
comme une approximation d’ordre ε des équations de Maxwell (5.11)

−∆φ = ρ, −∆A = εj (5.21)

Si on dérive la première équation de (5.21) par rapport au temps, qu’on multiplie le résultat
par ε et si on ajoute la divergence de la seconde équation de (5.21) on obtient

−ε(∂tρ+∇ · j) = ∆(ε∂tφ+∇ ·A) = 0.

Par conséquent le système de Poisswell vérifie l’équation de conservation de la charge. Il est
donc compatible avec l’équation de Vlasov. Si on prend le rotationnel de la deuxième équation
de (5.21) on obtient pour le champ magnétique, l’équation

−∆B = ε∇× j (5.22)

qui est la même que celle du modèle de Darwin (5.6). Si on dérive en temps la deuxième
équation de (5.21) on obtient une équation pour −ε∂tA, la seconde partie du champ électrique
(5.12) du modèle de Poisswell

−∆(−ε∂tA) = −ε2∂tj (5.23)

Notons la différence avec l’équation (5.7) pour la partie solénoïdale du champ électrique dans
le modèle de Darwin. En fait ces deux champs électriques sont différents. L’un (Esol) est à
divergence nulle, l’autre (−ε∂tA) non. Notons que la jauge sur les potentiels dans le modèle
de Darwin est la jauge de Coulomb (∇ ·A = 0), alors que pour le modèle de Poisswwell on a
choisit la jauge de Lorentz.

5.2.3 Approximation numérique

Dans ce paragraphe on introduit la méthode semi-Lagrangienne avec un “splitting” à la
Strang. On se concentrera sur les problèmes posés par les modèles de Darwin et Poisswell.

5.2.3.1 La méthode semi-Lagrangienne avec splitting

L’intégration de l’équation de Vlasov en utilisant une méthode semi-Lagrangienne avec un
“splitting” à la Strang à souvent été utilisée [62, 10, 29, 30, 34]. Cette méthode consiste à
décomposer l’opérateur de transport global en deux opérateurs de transport - le premier dans
l’espace physique, le second dans l’espace des vitesse- et à resoudre ceux-ci successivement dans
un ordre judicieux afin d’obtenir une approximation d’ordre élevé en temps de l’opérateur de
transport global. Soit Mh une discrétisation de l’espace des phases et fnh une approximation
de f au temps tn surMh. L’algorithme général pour construire fn+1

h consiste en trois étapes.

1) Une demi-advection dans l’espace physique. Cet étape consiste à résoudre

∂tf + v(ξ) · ∂xf = 0, t ∈ [tn, tn+1/2], f(tn) = fnh . (5.24)

Pour résoudre l’équation (5.24) on intègre les courbes caractéristiques associées

dX
dt

(t) = v(Ξ(t))

5.2.Les modèles de Vlasov-Darwin et Vlasov-Poisswell
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sur l’intervalle de temps [tn, tn+1/2]. On obtient alors

Xn −Xn+1/2 =
∫ tn

tn+1/2
v(Ξ(t))dt =

∫ tn

tn+1/2
v(Ξ(tn))dt+O(∆t2) ' −v(Ξn)∆t/2

où (Xn+1/2,Ξn) ∈Mh et Xn est l’origine de la courbe caractéristique que l’on cherche.
La nouvelle fonction de distribution est telle que

f?h(x, ξ) := f̃
n+1/2
h (Xn+1/2,Ξn) = fnh (Xn,Ξn) ∀(x, ξ) ∈Mh.

2) Une advection complète dans l’espace des vitesses. Cette étape consiste à résoudre

∂tf + F(t,x, ξ) · ∂ξf = 0, t ∈ [tn, tn+1], f(tn) = f?h . (5.25)

Pour résoudre l’équation (5.25) on intègre les courbes caractéristiques associées

dΞ
dt

(t) = F(t,X(t),Ξ(t))

sur l’intervalle de temps [tn, tn+1]. On obtient alors

Ξn+1 −Ξn =
∫ tn+1

tn
F(t,X(t),Ξ(t))dt

=
∫ tn+1

tn
F(tn+1/2,X(tn+1/2),Ξ(tn+1/2))dt+O(∆t3)

' F(tn+1/2,Xn+1/2,Ξn+1/2)∆t

où (Xn+1/2,Ξn+1) ∈Mh et Ξn est l’origine de la courbe caractéristique que l’on cherche.
Puisque Ξn+1/2 n’est pas connu on le remplace par son approximation au second ordre
en temps Ξn+1/2 = {Ξn + Ξn+1}/2 +O(∆t2) et l’equation précédente devient

Ξn+1 −Ξn = F(tn+1/2,Xn+1/2, {Ξn + Ξn+1}/2)∆t. (5.26)

Dans le cas non relativiste l’équation (5.26) peut être résolue explicitement. La solution
se décompose alors en une translation due au champ électrique et une rotation due au
champ magnétique. Dans le cas relativiste on doit résoudre un problème de point fixe
à cause de la présence du terme non linéaire γ(ξ). Cependant ce problème de point
fixe peut être évité si on intègre les caractéristiques en décomposant (avec un splitting
de Strang par exemple) les effets dus au champ électrique (translation) et ceux dus au
champ magnétique (rotation) parce que durant la rotation il facile de voir que le terme
γ(ξ) reste constant. La nouvelle fonction de distribution est telle que

f??h (x, ξ) := f̂
n+1/2
h (Xn+1/2,Ξn+1) = f?h(Xn+1/2,Ξn) ∀(x, ξ) ∈Mh.

3) Une demi-advection dans l’espace physique. Cet étape consiste à résoudre

∂tf + v(ξ) · ∂xf = 0, t ∈ [tn+1/2, tn+1], f(tn+1/2) = f??h . (5.27)

Pour résoudre l’équation (5.27) on intègre les courbes caractéristiques associées

dX
dt

(t) = v(Ξ(t))

sur l’ intervalle de temps [tn+1/2, tn+1]. On obtient alors

Xn+1 −Xn+1/2 =
∫ tn+1

tn+1/2
v(Ξ(t))dt =

∫ tn+1

tn+1/2
v(Ξ(tn+1))dt+O(∆t2) ' v(Ξn+1)∆t/2

où (Xn+1,Ξn+1) ∈ Mh et Xn+1/2 est l’origine des courbes caractéristiques que l’on
cherche. La nouvelle fonction de distribution est telle que

fn+1
h (x, ξ) = fn+1

h (Xn+1,Ξn+1) = f??h (Xn+1/2,Ξn+1) ∀(x, ξ) ∈Mh.
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Afin de reconstruire la fonction de distribution sur le maillage de l’espace des phases et de
l’interpoler sur l’ensemble des origines des courbes caractéristiques, on utilise une base de
B-splines. Dans cet algorithme, qui est du second ordre en temps (cf Chap. 4, [30, 34]), on re-
marque qu’il reste à calculer une approximation de F(tn+1/2, ·, ·). C’est l’objectif du paragraphe
suivant.

5.2.3.2 Les particularités du modèle Vlasov-{Darwin,Poisswell}

Afin d’obtenir une approximation du champ de force Fn+1/2 = F(tn+1/2, ·, ·), on doit ap-
procher Bn+1/2, −∇φn+1/2, En+1/2

sol et −ε∂tAn+1/2.

Approximation de Bn+1/2 et −∇φn+1/2 :

Si on connait ρn+1/2 (resp. jn+1/2) on peut obtenir φn+1/2 (resp. Bn+1/2) en résolvant (5.9)
(resp. (5.6)) par des méthodes classiques (méthodes spectrales, méthodes de différences finies
ou d’éléments finis, ...). La première façon de calculer ρn+1/2 (resp. jn+1/2) est de calculer le
moment d’ordre zéro (resp. d’ordre un) par rapport à la variable d’impulsion ξ de la fonction
de distribution f̃n+1/2 = fn(x−v∆t/2, ξ). La seconde façon est de prendre le moment d’ordre
zéro (resp. d’ordre un) par rapport à la variable d’impulsion ξ de l’équation de Vlasov (5.1),
puis d’intégrer le résultat sur l’intervalle de temps [tn, tn+1/2]. Ces deux méthodes sont équi-
valentes à l’ordre deux en temps.

Approximation de En+1/2
sol et −ε∂tAn+1/2 :

On traite seulement le cas du champ Esol, car d’après l’équation (5.23), on observe que le
cas du champ −ε∂tA est le même problème à condition de supprimer le terme −ε2∂2

tEirr dans
l’équation (5.7). Calculons d’abord ∂tj. En multipliant (5.1) par qv et en intégrant en ξ, on
obtient

∂tj = −q
∫
R3

v(v · ∇xf)dξ + q(ργE + εjγ ×B)−Kε,1E (5.28)

où

ργk = q

∫
R3
f
dξ

γk
, jγk = q

∫
R3

vf
dξ

γk
, Kε,k = ε2q2

∫
R3

(v ⊗ v)f
dξ

γk
, k ∈ N. (5.29)

A partir des équations (5.7) et (5.28) on obtient

−∆Esol = ε2

Å
q

∫
R3

v(v · ∇xf)dξ − q(ργE + εjγ ×B) +Kε,1E− ∂2
tEirr

ã
(5.30)

Si on sépare les parties solénoïdales et irrotationnelles du champ électrique dans le second
membre de (5.30) on obtient

−∆Esol + ‹KεEsol = S (5.31)

où ‹Kε = ε2 (qργI −Kε,1)

et

S = ε2q

∫
R3

v(v · ∇xf)dξ − ε2q(ργEirr + εjγ ×B) + ε2Kε,1Eirr − ε2∂2
tEirr. (5.32)

Pour obtenir le champ En+1/2
sol on résoud l’équation (5.31) au temps tn+1/2. Les termes ‹Kn+1/2

ε

et Sn+1/2 s’obtiennent en prenant les moments en ξ de l’équation de Vlasov (5.1) et utilisant
des formules de différences finies.
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5.2.4 L’instabilité faisceau-plasma électromagnétique

Dans ce paragraphe on s’intéresse au cas test de l’instabilité faisceau-plasma électroma-
gnétique pour valider la méthode numérique. Ici on choisit un champ magnétique B = Bz
parallèle à la direction z, tandis que le champ électrique E = (Ex, Ey) est perpendiculaire à
Bz. Le champ électromagnétique (Ex, Ey, Bz) dépend des variable x et y, alors que la fonction
de distribution est telle que f = f(t, x, y, vx, vy). La condition initiale est

f(0, x, v) =
1

2π
(1 + α cos(kxx) cos(kyy))Ñ

n0,1

vth,12
e
−

(vx−v0,1)2+v2
y

2v2
th,1 +

n0,2

vth,22
e
−

(vx−v0,2)2+v2
y

2vth,2
2

é
, ∀(x, y) ∈ [0, L]2, ∀(vx, vy) ∈ R2

où v0,1 et v0,2 sont respectivement les vitesses moyennes du faisceau et du plasma ; vth,1 et vth,2
sont les vitesses thermiques ; n0,1 et n0,2 sont respectivement les densités initiales du faisceau
et du plasma. Les conditions aux limites en espace sont périodiques. Les paramètres n0,1, n0,2,
v0,1 et v0,2 sont choisis de telle sorte que la densité totale soit l’unité et que le courant total
soit nul, i.e.

n0,1 + n0,2 = 1 et n0,1v0,1 + n0,2v0,2 = 0.

On suppose que les conditions initiales ont des densités homogènes, i.e. n0,1 et n0,2 ne dépendent
pas des variables de l’espace physique. La condition initiale modélise deux courants de particules
qui s’interpénètrent, l’un est porté par des électrons rapides, l’autre est porté par un plasma.
Afin d’obtenir un taux d’instabilité théorique, on part des équations fluides pour la dynamique
des particules, i.e.

∂tρa +∇ · ja = 0, ∂tξa + (ξa · ∇)ξa = q(E + εva ×B)

où ja = qnava = ρava, avec a = {1, 2}. Les équations fluides sont couplées au champ élec-
tromagnétique en utilisant les modèles de Darwin et Poisswell. Après linéarisation du modèle
constitué par les équations fluides non relativistes et les équations du champ électromagné-
tique, en utilisant q = −1, j =

∑
a ja et ρ =

∑
a ρa le taux d’instabilité est la partie imaginaire

des racines (par rapport à la variable ω) du polynôme caractéristique défini par le détermi-
nant des matrices de dispersion Dd(B0, ρ0,a,v0,a, ω,k) (Darwin) et Dp(ρ0,a,v0,a, ω,k) [33].
Les paramètres de la simulation sont L = 4π (kx = 0.5, ky = 0.5) , ε = 0.01 et ∆t = 1/4.
Pour le cas symétrique on prend les paramètres physique n0,1 = n0,2 = 0.5, v0,1 = −v0,2 = 1,
vth,1 = vth,2 = 0.1, α = 10−10, et vmax = 3. Pour obtenir le taux d’instabilité analytique
on cherche les racines de l’équation (en la variable ω) det(Dd(B0, ρ0,a,v0,a, ω,k)) = 0 (resp.
det(Dp(ρ0,a,v0,a, ω,k)) = 0) pour le couplage avec le modèle Darwin (resp. Poisswell). La
partie imaginaire non nulle des racines est pour les deux systèmes γ = 0.340. Pour cas
non symétrique on prend les paramètres n0,1 = 10/11, n0,2 = 1/11, v0,1 = −0.1 v0,2 = 1,
vth,1 = vth,2 = 0.05, α = 10−6 et vmax = 2. Le taux de l’instabilité électromagnétique faisceau-
plasma est pour les deux systèmes γ = 0.161. On observe que les résultats numériques sont en
bon accord avec les prédictions théoriques.

5.3 Le modèle de Vlasov-Maxwell relativiste

5.3.1 Introduction

Les modèles de Vlasov ont longtemps été utilisés pour étudier l’interaction laser-plasma
avec des lasers intenses à impulsion très courte. C’est le cas pour les instabilités paramétriques,
les ondes de battement, la diffusion Raman et Brillouin ou les mécanismes d’accélération de
particules. Puisque les collisions peuvent être négligées le modèle de Vlasov-Maxwell doit être
utilisé. Malgré l’importance des résultats analytiques obtenus à partir des modèles fluides tels
que les relations de dispersion non linéaires, les taux d’instabilité, les modèles d’enveloppe, la

5.3.Le modèle de Vlasov-Maxwell relativiste
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Figure 5.1 – Evolution du logarithme de l’énergie magnétique dans le cas symétrique de
l’instabilité électromagnétique faisceau-plasma
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Figure 5.2 – Evolution du logarithme de l’énergie magnétique dans le cas non symétrique de
l’instabilité électromagnétique faisceau-plasma
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partition de Manley-Rowe entre les photons et les plasmons ou les phonons, etc ... l’impor-
tance de l’interaction résonante non linéaire onde-particule conduit à une description cinétique
relativiste, i.e. l’équation de Vlasov-Maxwell, et donc nécessite d’avoir recours à la simula-
tion numérique pour en obtenir les solutions complexes. Cependant les simulations basées sur
les méthodes Lagrangiennes PIC (Particle-In-Cell) ne fournissent pas une description assez
précise des processus d’accélération des particules. En effet les codes PIC n’ont pas assez de
particules pour décrire de manière détaillée et correcte la structure de l’espace des phases (sur
lequel la fonction de distribution est définie) où les particules et la vitesse de phase des ondes
sont comparables et où les phénomènes de piégeage ont lieu. Pour des exemples de résultats
sur l’interaction laser-plasma, qui utilisent des codes PIC on pourra consulter [136, 218, 45].
D’un autre coté, une résolution directe de l’équation aux dérivées partielles de Vlasov sur une
grille de l’espace de phases (codes Vlasov) s’est révélée être un outil puissant pour étudier
en détail la dynamique des particules grâce à la très bonne résolution de l’espace des phases
[62, 204, 178, 29, 31]. Pour des résultats antérieures concernant l’interaction laser-plasma uti-
lisant des codes Vlasov on peut consulter [144, 145, 11]. Les simulations Vlasov ont lentement
remplacé les codes Lagrangiens PIC pour deux raisons principales : l’absence de bruit numé-
rique et la résolution très précise de l’espace des phases, pour peu que la dimension de l’espace
des vitesses ne soit pas très grande. L’efficacité des codes Vlasov (en terme de précision et de
ressources de calcul) est perdue lorsque le phénomène de filamentation de l’espace des phases
est très développé, ce qui nécessite alors d’augmenter de manière importante le nombre total de
points de l’espace des phases pour pourvoir suivre cette filamentation. Les modèles numériques
semi-Lagrangiens ne sont pas bien adaptés pour décrire des fonctions de distribution singulières
de type Dirac ou les filaments très fins de l’espace des phases qui caractérisent l’accélération
de particules. Cependant on peut s’attendre à ce que le problème soit résolu en introduisant
des grilles de l’espace des phases qui évoluent au cours du temps, avec des mailles petites dans
les régions où la solution est singulière et avec des mailles plus grossières dans les régions où la
solution est plus régulière. Cette stratégie semble prometteuse pour améliorer les codes Vlasov
en termes de performance et de précision. Dans ce paragraphe on introduit un maillage de
l’espace des phases à deux dimensions qui peut être raffiné ou déraffiné adaptativement en
temps. Pour ce faire, on utilise les techniques basées sur l’analyse multi-résolution de L2 en
ondelettes dans le même esprit que les méthodes développées dans [19, 72, 139].

5.3.2 Le modèle de Vlasov-Maxwell relativiste
Dans ce paragraphe on présente le modèle de Vlasov-Maxwell relativiste réduit que l’on

cherche à approcher. Comme ce modèle a déjà été dérivé dans le Chapitre 2, Sec. 2.3, on donne
simplement le résultat. Si on considère un plasma unidimensionel (direction x) initialement
préparé de telle sorte que les particules sont divisées en M groupes de particules, chaque
groupe i, 1 ≤ i ≤M, ayant le même moment canonique perpendiculaire initial Pc⊥ = Pc⊥,i,
alors le groupe de particules i a une distribution dans l’espace des phases (x, px) donnée par
la fonction de distribution positive fi(t, x, px) qui est régie par l’équation de Vlasov

∂fi
∂t

+
px
mγi

∂fi
∂x

+
Å
eEx +

1
2mγi

∂

∂x
(Pc⊥,i − eA⊥(t, x))2

ã
∂fi
∂px

= 0, i = 1 . . .M (5.33)

où le champ électromagnétique (E± = Ey ± cBz, F± = Ez ± cBy, Ex) est donné par les
équations de Maxwell

∂Ex
∂x

=
e

ε0

(M∑
i=1

ni(t, x)− n0

)
, ni(t, x) =

∫ ∞
−∞

fi(t, x, px) dpx, (5.34)

ou
∂Ex
∂t

= − 1
ε0

M∑
i=1

Jx,i(t, x) (5.35)

et
∂E±

∂t
± c∂E

±

∂x
= − 1

ε0

M∑
i=1

Jy,i,
∂F±

∂t
∓ c∂F

±

∂x
= − 1

ε0

M∑
i=1

Jz,i (5.36)
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avec B⊥ = ∇ ×A⊥ et E⊥ = −∂tA⊥. Les densités de courant Jx,i et J⊥,i = (Jy,i, Jz,i) sont
données par

Jx,i(t, x) =
e

m

∫ ∞
−∞

px fi(t, x, px)
dpx
γi

(5.37)

et
J⊥,i(t, x) =

e

m
(Pc⊥,i − eA⊥))

∫ ∞
−∞

fi(t, x, px)
dpx
γi

. (5.38)

où γ2
i = 1 + p2

x/(m
2c2) + (Pc⊥,i − eA⊥(t, x))2/(m2c2). Dans la suite nous considérons le cas

particulier M = 1, qui correspond à une fonction de distribution d’un plasma froid dans la
direction perpendiculaire. Puisque, on ne considère pas de flot moyen transverse on prend
Pc⊥,1 = 0. Dans le contexte de l’interaction laser-plasma, ceci est cohérent avec le fait que
l’accélération des particules est très forte dans la direction longitudinale du laser avec des
températures T‖ � T⊥, à condition que l’on puisse négliger les instabilités électromagnétiques
(instabilités de Weibel et de filamentation) transverses.

5.3.3 L’analyse multi-résolution de L2 en ondelettes
Dans cette section on présente les idées principales et l’outil, l’analyse multi-résolution en

ondelettes (MRA), que l’on utilise pour construire notre schéma adaptatif. On utilise ici des
ondelettes bi-orthogonales [73], qui peuvent s’obtenir de manière systématique une fois qu’on
s’est donné une paire de fonctions d’échelles. La fonction d’échelle ϕ et sa fonction duale ϕ̃
satisfont les équations d’échelles

ϕ(x) =
√

2
∑
n∈Z

hnϕ(2x− n), et ϕ̃(x) =
√

2
∑
n∈Z

h̃nϕ̃(2x− n) (5.39)

où les suites de coefficients {hn}n∈Z et {h̃n}n∈Z, appelées filtres, sont données (ou doivent être
construits de telle sorte que les équations d’échelles (5.39) soient satisfaites). On définit alors de
nouveaux coefficients gn = (−1)n+1h̃1−n et g̃n = (−1)n+1h1−n, ainsi qu’une paire d’ondelettes

ψ(x) =
√

2
∑
n∈Z

gnϕ(2x− n), et ψ̃(x) =
√

2
∑
n∈Z

g̃nϕ̃(2x− n). (5.40)

De plus la paire de fonctions d’échelles (ϕ,ϕ̃) et d’ondelettes (ψ,ψ̃) satisfont des relations
d’orthogonalité (propriétés de stabilité), i.e.

〈ψ(·), ψ̃(· −k)〉 = δ0,k, 〈ψ(·), ϕ̃(· −k)〉 = 0, 〈ϕ(·), ϕ̃(· −k)〉 = δ0,k, 〈ψ̃(·), ϕ(· −k)〉 = 0, (5.41)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre deux fonctions duales. L’orthogonalité des équations
(5.41) implique des relations d’ “orthogonalité” au niveau des filtres, i.e.∑

n∈Z
hnh̃n+2k =

∑
n∈Z

gng̃n+2k = δ0,k,
∑
n∈Z

hng̃n+2k =
∑
n∈Z

gnh̃n+2k = 0.

Si on utilise les notations ϕjk(·) = 2j/2ϕ(2j · −k), ϕ̃jk(·) = 2j/2ϕ̃(2j · −k), ψjk(·) = 2j/2ψ(2j ·
−k), ψ̃jk(·) = 2j/2ψ̃(2j · −k) et si on définit Vj = Span{ϕjk}k∈Z, ‹Vj = Span{ϕ̃jk}k∈Z,
Wj = Span{ψjk}k∈Z, W̃j = Span{ψ̃jk}k∈Z, alors d’après les relations d’orthogonalité (5.41) on
obtient la décomposition des espaces suivante

Vj+1 = Vj ⊕Wj , Vj+1 = V̊ ⊕W̊ ⊕ · · · ⊕Wj ,‹Vj+1 = ‹Vj ⊕ W̃j , ‹Vj+1 = ‹V̊ ⊕ W̃̊ ⊕ · · · ⊕ W̃j ,

avec ̊ ∈ Z et oùWj ⊥Wi si i 6= j et W̃j ⊥ W̃i si i 6= j. Les espaces Vj sont définis sur des grilles
dyadiques Gj =

¶
xjk = k2−j , k ∈ Z

©
et satisfont les inclusions {0} ⊂ · · · ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ · · · ⊂
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L2. D’après la décomposition des espaces précédente une fonction fj+1 = Pj+1f ∈ Vj+1 peut
s’écrire de manière équivalente comme il suit

fj+1 = Pj+1f =
∑
k∈Z c

j+1
k ϕj+1

k

=
∑
k∈Z c

j
kϕ

j
k +

∑
k∈Z d

j
kψ

j
k = Pjf +

∑
k∈Z d

j
kψ

j
k

=
∑
k∈Z c

̊
kϕ

̊
k +

∑j
l=̊

∑
k∈Z d

l
kψ

l
k =

∑
l≤j
∑
k∈Z d

l
kψ

l
k

avec cjk = 〈f, ϕ̃jk〉, d
j
k = 〈f, ψ̃jk〉, et où Pj désigne l’opérateur de projection sur Vj . Comme on

travaille en deux dimensions de l’espace des phases, on peut construire une ondelette multi-
dimensionnelle à partir d’une ondelette unidimensionnelle en utilisant le produit tensoriel. Les
ondelettes bi-orthogonales que l’on choisit sont des ondelettes interpolantes, construites sur les
polynômes de Lagrange. En fait les interpolettes sont fondées sur un schéma d’interpolation
itératif dont l’objectif est de construire un interpolant à partir d’une suite de données. Le
schéma d’interpolation itérative de Lagrange, introduit par Deslauriers et Dubuc [87, 88],
consiste en une procédure récursive pour trouver une fonction interpolante sur tous les points
dyadiques. L’algorithme consiste à insérer un coefficient prédit entre chaque paire de coefficients
déjà existants. Puisque les coefficients déjà existants ne sont pas modifiés, l’interpolation de
la fonction originale est préservée. Ces schémas d’interpolation itérative sont très utilisés en
CAGD pour générer des courbes et des surfaces, par exemple on peut citer le schéma à quatre
points [100]. En l’occurence les filtres qui définissent notre paire de fonctions d’échelles et
d’ondelettes sont choisis tels que

h2n = δ0,n, h̃n = δ0,n, g̃2n+1 = δ0,n, g̃2n = −an (5.42)

où les coefficients an doivent être prescrits. En utilisant la relation de bi-orthogonalité (5.41),
les équations d’échelles (5.39) et (5.40) et le filtre (5.42) on obtient

cjk = 〈fj+1, ϕ̃
j
k〉 =

∑
n,l∈Z

cj+1
n h̃l−2k〈ϕj+1

n , ϕ̃j+1
l 〉 =

∑
n∈Z

cj+1
n h̃n−2k = cj+1

2k

et

djk = 〈fj+1, ψ̃
j
k〉 =

∑
n,l∈Z

cj+1
n g̃l−2k〈ϕj+1

n , ϕ̃j+1
l 〉 =

∑
n∈Z

cj+1
2n+2kg̃2n + cj+1

2n+2k+1g̃2n+1

= cj+1
2k+1 −

N∑
n=1−N

anc
j+1
2n+2k = cj+1

2k+1 −
N∑

n=1−N
anc

j
n+k

= cj+1
2k+1 − P2N−1(xj+1

2k+1)

où P2N−1 représente le polynôme d’interpolation de Lagrange de degré impair 2N−1 centré sur
le point (xj+1

2k+1). Le coefficent djk représente donc exactement la différence entre la valeur de la
fonction dans l’espace Vj+1 et sa valeur prédite à partir de Vj . Cette stratégie pour construire
Wj est en particulier intéressante pour le raffinement adaptatif puisque les coefficients djk seront
petits là où la prédiction à partir de Vj sera bonne et seront grands ailleurs ; il donne donc
un critère de raffinement naturel. En outre on peut passer d’une fonction définie sur une grille
dyadique à la même fonction définie maintenant sur une grille dyadique de niveau inférieur par
l’opérateur de projection (restriction) P j

j+1. Réciproquement on peut passer d’une fonction
définie sur une grille dyadique à la même fonction définie maintenant sur une grille dyadique
de niveau supérieur par l’opérateur de prédiction P j+1

j . Si on considère deux grilles dyadiques
Gj et Gj+1 alors, les opérateurs de projection et prédiction qui permettent de passer de la
suite {cjk}k∈Z à la suite {cj+1

k }k∈Z et réciproquement sont définis par

P j
j+1 : Gj+1 −→ Gj

{cj+1
k }{k∈Z} 7−→ {cjk | c

j
k = cj+1

2k }{k∈Z}
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et
P j+1
j : Gj −→ Gj+1

{cjk}{k∈Z} 7−→

cj+1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cj+1
2k = cjk

cj+1
2k+1 = P2N−1(xj+1

2k+1)
=

∑
n anc

j
n+k


{k∈Z}

.

L’ondelette ψ peut se déduire facilement de ϕ. En effet, puisque gn = (−1)n+1h̃1−n, on a
gn = δ1,n et en utilisant les équations d’échelles (5.40) on a ψjk(x) = ϕj+1

2k+1(x). La fonction
d’échelle ϕ possède les propriétés suivantes

(i) support compact : ϕ est exactement nulle en dehors de l’intervalle [−2N + 1, 2N − 1].

(ii) interpolation : ϕ est interpolante par construction au sens où ϕ(k) = δ0,k.

(ii) reconstruction polynômiale et précision d’ordre élevé : Les polynômes jusqu’au degré
2N − 1 peuvent s’exprimer comme une combinaison linéaire des fonctions d’échelles, i.e.∑

k∈Z

(k2−j)qϕjk(x) = xq, for 0 ≤ q < 2N.

(iii) régularité : On a typiquement ϕ ∈ C α, où α = α(N). On sait que α(2) < 2 et que α(N)
croît linéairement avec N . Pour plus de détails sur l’analyse de régularité des ondelettes
on peut consulter [71, 81].

On choisira ici N = 2 et les coefficients a−1 = a2 = − 1
16 , a0 = a1 = 9

16 et an = 0 pour
les autres. Pour une discussion sur le seuillage, la précision, l’adaptativité et l’optimalité de la
méthode on peut consulter [36].

5.3.4 Approximation numérique adaptative

Cette section est dédiée à la description globale de la méthode semi-Lagrangienne adapta-
tive.

Etape 1. Initialisation. Soit ̊ le niveau de la grille la plus grossière et J le niveau le plus
fin. Dans la phase d’initialisation, on calcule d’abord la décomposition en ondelettes de la
condition initiale f0 qui est connue analytiquement. Elle est ensuite compressée en sup-
primant les détails qui sont plus petits qu’un certain seuil ε0 que l’on fixe. On construit
alors un maillage adaptatif G0

ε0 . Parmi tous les points possibles entre le niveau le plus
grossier et le plus fin, le maillage G0

ε0 contient seulement ceux du plus bas niveau et ceux
qui correspondent aux détails au-dessus de seuil ε0. A partir de la décomposition en onde-
lettes compressée de f0 on calcule le moments ρ0, J0

x et J0
⊥ en utilisant la méthode décrite

dans [36]. On résout l’équation de Poisson (5.34) pour obtenir E0
x. On obtient alors E1/2

x

en résolvant l’équation d’Ampère (5.35) selon le schéma E1/2
x (x) = E0

x(x)−∆t J0
x/(2ε0).

De plus on suppose qu’on connait des expressions analytiques pour E±,0, F±,0, E±,−1/2,
F±,−1/2 et A0

⊥. Toutes ces hypothèses permettent de démarrer le code de manière auto-
cohérente. En fait les quantités Ex, E± et F± sont calculées au temps tn−1/2 et les
quantités f et A⊥ sont calculées au temps tn. On suppose qu’on connait les quantités
E
n−1/2
x , E±,n−1/2, F±,n−1/2, fn, An

⊥, et ‹Gn alors le schéma numérique ci-dessous permet
d’obtenir les mêmes quantitées au pas de temps suivant.

Etape 2. Intégration du champ électromagnétique. A partir de la décomposition d’on-
delettes compressée fn connue sur le maillage adaptatif Gnε0 on calcule de manière adapta-
tive (cf [36]) les moments ρn, Jnx et Jn⊥. Alors les champs (E±,n+1/2, F±,n+1/2) et En+1/2

x

sont calculés en intégrant respectivement les équations (5.36) le long des caractéristiques
x±ct = constante et l’équation d’Ampère (5.35) sur l’intervalle de temps [tn−1/2, tn+1/2]
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en utilisant une formule de quadrature d’ordre deux en temps, i.e.

En+1/2
x (x) = En−1/2

x (x)−∆t Jnx (x)/ε0,

E±,n+1/2(x± c∆t) = E±,n−1/2(x)−∆t Jny (x± c∆t/2)/ε0,

F±,n+1/2(x∓ c∆t) = F±,n−1/2(x)−∆t Jnz (x∓ c∆t/2)/ε0.

On peut faire alors une intégration exacte le long des caractéristiques en utilisant le pas
d’espace ∆x = c∆t, et par conséquent on obtient

Jny (x±c∆t/2) =
1
2
(
Jny (x±∆x) + Jny (x)

)
, Jnz (x∓c∆t/2) =

1
2

(Jnz (x∓∆x) + Jnz (x)) .

Pour l’étape de prédiction on a besoin de connaître (E±,n, F±,n) et Enx . Ils sont obtenus
par moyenne, i.e.

Enx (x) =
1
2

Ä
En−1/2
x (x) + En+1/2

x (x)
ä

et

E±,n(x) =
1
2

Ä
E±,n−1/2(x) + E±,n+1/2(x)

ä
, F±,n(x) =

1
2

Ä
F±,n−1/2(x) + F±,n+1/2(x)

ä
.

Etape 3. Prédiction. On prédit les positions des points (x,px) de l’espace des phases où
les détails seront importants au temps tn+1 en avançant les caractéristiques venant des
points du maillage Gnε0 . Ce nouveau maillage est désigné par ‹Gnε0 . Pour cela on utilise un
schéma d’Euler en temps, i.e.

zn+1 = zn + ∆tF (tn, zn)

où

z(t) = (x(t), px(t)), F (t, z(t)) =
Å

px(t)
mγ1(t, x(t), px(t))

, e

Å
Ex(t, x(t))− (A⊥ ×B⊥)(t, x(t))

γ1(t, x(t), px(t))

ãã
,

avec la notation zn = z(tn). Afin de capturer les nouvelles petites échelles et donc de
nouveaux phénomènes physiques, on retient les points du maillage à un niveau plus fin
que celui du point de départ [36] autour de l’origine de la caractéristique [27].

Etape 4. Construction du maillage “Gnε0 . A partir du maillage prédit ‹Gnε0 , on construit le
maillage “Gnε0 où les valeurs de la fonction de distribution au prochain pas de temps seront
calculées. Puisque le maillage ‹Gnε0 n’est pas bien adapté à la décomposition en ondelettes,
on construit un arbre complet “Gnε0 qui contient exactement les points nécessaires pour
calculer la transformée en ondelettes de fn+1 aux points de ‹Gnε0 .

Etape 5. Transport-Interpolation. On a d’abord besoin de calculer An+1/2
⊥ . Pour cela

on utilise un schéma centré en temps ∂tA⊥ = −E⊥. On obtient alors

An+1
⊥ (x) = An

⊥(x)−∆tEn+1/2
⊥ (x),

et finalement An+1/2
⊥ (x) est construit en utilisant une moyenne,

An+1/2
⊥ (x) =

1
2
(
An+1
⊥ (x) + An

⊥(x)
)
.

On remonte les courbes caractéristiques qui se terminent aux points de “Gnε0 sur un pas
de temps ∆t, pour trouver l’origine de ces caractéristiques zn. En intégrant l’équation
différentielle ordinaire non linéaire dtz(t) = F (t, z(t)) sur l’intervalle de temps [tn, tn+1],
en utilisant la formule de quadrature du point milieu et l’approximation du second ordre
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en temps zn+1/2 = (zn+1 + zn)/2 on est conduit à résoudre un problème de point fixe en
δz

δz = ∆tF (tn+1/2, zn+1 − δz/2)

où on pose δz = zn+1 − zn. Ce point fixe peut être résolu par un algorithme de Newton.
On peut alors interpoler la fonction de distribution à l’origine des courbes caractéristiques
en utilisant la décomposition en ondelettes de fn sur le maillage Gnε0 , pour obtenir f

n+1

sur le maillage “Gnε0 .
Etape 6. Transformée en ondelettes et compression. On calcule les nouvelles suites

de coefficients
¶
c̊,n+1
k

©
k∈Z2

,
¶
d`,n+1
k

©
k∈Z2,`∈[̊,J−1]

aux points de ‹Gnε0 à partir des valeurs

de fn+1 connues sur le maillage “Gnε0 . On élimine alors les points de ‹Gnε0 où les détails
d`,n+1
k sont inférieurs au seuil ε` = 2−`d(1/2−1/p)ε0 du niveau ` (cf [36]) et on obtient

le nouveau maillage adaptatif Gn+1
ε0 . Finalement la boucle de l’algorithme se referme en

revenant à l’étape 2.

5.3.5 Simulations de l’interaction laser-plasma
Afin de montrer l’efficacité de notre algorithme et sa précision d’ordre élevé on a réalisé

des simulations qui analysent en détail la dynamique onde-particule rencontrée dans le régime
relativiste de l’interaction laser-plasma avec des plasmas sur-denses. Quand une onde électro-
magnétique se propage dans une couche de plasma, elle devient paramétriquement instable. A
de faibles densités ces instabilités sont celles de la diffusion Raman stimulée (SRS). Lorsque les
densités sont importantes les effets relativistes donnent lieu à des instabilités modulationelles
relativistes (RMI).

5.3.5.1 L’instabilité paramétrique relativiste

Dans ce paragraphe on simule l’instabilité modulationnelle relativiste générée par une onde
pompe (ω0, k0) ultra intense dans une boîte périodique. L’onde électromagnétique pompe
(ω0, k0), polarisée circulairement à droite (ν = +1) et vérifiant la relation de dispersion
ω2

0 = ω2
p/γ0 + k2

0c
2, avec γ2

0 = 1 + p2
osc/m

2c2 = 1 + a2
0, est initialisée avec une amplitude

a0 = posc/mc =
√

3, selon l’expression

Ey(t = 0, x) = E0 cos(k0x), Ez(t = 0, x) = νE0 sin(k0x).

Les conditions initiales pour le champ magnétique sont telles que

By(t = 0, x) = −νE0
k0

ω0
sin(k0x), Bz(t = 0, x) = E0

k0

ω0
cos(k0x).

et pour le potentiel vecteur transverse A⊥, elles sont données par

Ay(t = 0, x) =
E0

ω0
sin(k0x), Az(t = 0, x) = −νE0

ω0
cos(k0x).

La discrétisation de l’espace des phases est choisie de la manière suivante. Le niveau de la
grille la plus grossière est ̊x = 6, ̊px = 7 (NxNpx = 64× 128), et le niveau de la plus fine est
Jx = 9, Jpx = 10, soit trois niveaux de raffinement adaptatif possible. Le seuil ε0 est fixé à
10−6. Dans cet exemple numérique on choisit une fonction de distribution Maxwellienne comme
condition initiale, avec une température T‖ = 3keV , i.e vth =

√
3/511. La relation de dispersion

numérique donne un taux d’instabilité maximum γ/ωp = 0.409 pour kmaxc/ωp = 1.469 alors
que le taux obtenu numériquement est 0.403, soit moins de 1.5% d’erreur. On peut observer la
croissance de l’énergie électrique sur la figure 5.3. Puisque le mécanisme de génération d’ondes
est résonant, l’onde croît exponentiellement jusqu’à ce que les effets non linéaires entrainent le
déferlement des ondes et saturent la croissance de l’onde plasma autour du temps t = 90ω−1

p . A
la saturation, l’onde plasma a assez d’énergie pour piéger les particules et entrainer la formation
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de vortex dans l’espace des phases. De la figure 5.4 à la figure 5.6 on observe la fonction de
distribution (à gauche) dans l’espace des phases (x, px) et le maillage adaptif de l’espace des
phases associé (à droite).
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Figure 5.3 – Taux d’instabilité et énergie électrique
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Figure 5.4 – f(t, x, px) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 90.24ω−1
p

5.3.5.2 La transparence auto-induite et les ondes KEEN

Pour ce cas test on prend une couche de plasma fini avec des conditions aux limites transpa-
rentes. La fonction de distribution est fixée aux deux bords x = 0 et x = L par f(t, x, px) = 0.
L’onde électromagnétique peut se propager dans le système en entrant par le bord gauche et en
sortant par le bord droit. Pour une onde polarisée circulairement le champ électromagnétique
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Figure 5.5 – f(t, x, px) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 93.71ω−1
p
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Figure 5.6 – f(t, x, px) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 100.65ω−1
p

est donné par

E+(t, x = 0) = 2E0 prof(t) cos(ω0t), E−(t, x = 0) = 0,
F−(t, x = 0) = −2νE0 prof(t) sin(ω0t), F+(t, x = 0) = 0,

et le potentiel vecteur par

Ay(t, x = 0) = −E0

ω0
prof(t) sin(ω0t), Ay(t, x = 0) = −νE0

ω0
prof(t) cos(ω0t),

où le profil en temps est donné par prof(t) = sin2(πt)/2τ pour t ≤ τ et prof(t) = 1 pour t ≥ τ
(τ = 50ω−1

p ). Il est bien connu qu’une onde électromagnétique à haute fréquence avec une
fréquence plus petite que la fréquence plasma (ω0 < ωp) ne peut pas se propager. Cependant
si l’intensité de l’onde pompe est suffisamment intense pour rendre les électrons relativistes
la fréquence de coupure décroît à cause de variation de la masse relativiste. Ici une impulsion
laser se propage dans la direction x dans un plasma sur-dense inhomogène où la densité d’
électrons est telle que n0/nc = 1.20. La condition initiale pour les électrons est un équilibre
Maxwellien avec T‖ = 20keV . La grille la plus grossière est telle que NxNpx = 256× 64, alors
que le nombre de niveau de raffinement possible est de trois. Le seuil ε0 est fixé à 10−8. Dans
une première étape de pénétration de l’impulsion laser (sur l’intervalle de temps [0, 550ω−1

p ]),
un effet Doppler relativiste a lieu au niveau du front d’onde mobile et entraine un phénomène
de battement d’ondes entre l’onde pompe et l’onde réfléchie (Fig. 5.7). Ce battement d’ondes
conduit à la formation de vortex. Une fois que l’onde pompe a complètement traversé le plasma,
celui-ci devient sous-dense et une nouvelle instabilité paramétrique à trois ondes se développe
donnant lieu à une onde plasma électronique de type acoustique qui chauffe le plasma de
manière cohérente et génère des structures de piégeage (vortex). Ce phénomène s’appelle la
transparence auto-induite [1, 116]. Ces structures de piégeage dans l’espace des phases (Fig.
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5.8), sont associées à l’excitation de modes électroniques non linéaires auto-entretenus (ondes
KEEN, cf section 2.6.7) . Ces résultats sont similaires à ce qu’on a obtenu à partir d’un code
semi-Lagrangien du même type (schéma en temps “leap-frog” pour l’intégration du champ
électromagnétique, méthode semi-Lagrangienne sans splitting, intégration des caractéristiques
par résolution d’un problème de point fixe, interpolation par splines cubiques) sur des grilles
uniformes [117].

x - axis

px - axis

x - axis

p x - axis

Figure 5.7 – (t, x, px) aux temps t = 205.ω−1
p (gauche) et t = 307.6ω−1

p (droite)

x - axis

p x - axis

x - axis

p x - axis

Figure 5.8 – (t, x, px) aux temps t = 1128.ω−1
p (gauche) et t = 1333.ω−1

p (droite)

5.3.5.3 Champ de sillage d’une onde laser et accélération relativiste de particules

Dans ce cas test on s’intéresse à la génération d’un champ de sillage par une onde laser qui
semble être une bonne stratégie pour accélérer des particules à des vitesses relativistes [101].
Une onde laser qui a un profil Gaussien en temps, ultra intense et à longueur d’onde ultra courte
entre par le bord droit de la boîte de simulation et se propage d’abord dans le vide avant de
pénétrer un plasma sous-dense. L’accélération sera maximum si la force pondéromotrice pousse
les particules sur une longueur égale à λp/2 (où λp la longueur d’onde de l’onde plasma) et si ces
particules sont ralenties sur une même longueur. Par conséquent on a besoin d’une impulsion
laser de largeur τ = 2π/ωp, afin que les électrons oscillent à la fréquence plasma ωp. Comme
dans la section 5.3.5.2, la fonction de distribution des électrons initiale est une Maxwellienne
avec une température de 3keV , modulée en espace par une densité inhomogène. Les conditions
initiales pour le champ électromagnétique E±, F± et A⊥ sont les mêmes que dans la section
5.3.5.2 excepté que maintenant le profil est Gaussien, i.e. prof(t) = exp(−α(t − τ/2)2) pour
t ≤ τ et prof(t) = 0 pour t > τ . L’impulsion laser est une onde polarisée circulairement avec
une intensité a0 =

√
3/2 et la densité du plasma est telle que n0/nc = 0.1. L’espace des phases

est échantillonné avec une grille grossière NxNpx = 1024× 256 et trois niveaux de raffinement
possible. Le seuil ε0 est fixé à 10−8.
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La force pondéromotrice associée au laser pousse les électrons en avant et la réponse du plasma
est la génération d’un champ électrique longitudinal qui tend à s’opposer à ce mouvement.
Durant cette propagation dans le plasma, l’impulsion laser laisse dans son sillage une onde
électrique longitudinale de vitesse de phase vϕ ≈ c et de longueur d’onde λp. De la figure
5.9 à la figure 5.11, on observe la modulation de la fonction de distribution dans l’espace des
phases (x, px) à des temps différents. Sur la figure 5.9 les pics de la fonction de distribution
sont typiquement associés au processus de déferlement des ondes qui est suivi par un forte
accélération des électrons dans le champ de sillage de l’onde laser jusqu’à l’impulsion px/mc =
30. Sur les figures 5.10 et 5.11 (droite) on observe le processus de piégeage des particules qui
a lieu entre les positions xωp/c = 110 et xωp/c = 160 au temps t = 176ω−1

p . Sur la figure 5.11
(gauche) on observe que les électrons sont bien accélérés le long d’une ligne droite comme on
peut aussi le constater dans des codes PIC [149, 203]. Par conséquent notre schéma adaptatif
est capable de décrire les mêmes fins filaments que reproduisent les codes PIC, alors que cela
serait pratiquement impossible avec un maillage fixe de l’espace des phases. L’avantage de
l’adaptativité sur les méthodes Euleriennes classiques qui sont construites sur un maillage
fixe est qu’on peut suivre l’évolution de ces structures très fines, comme ces filaments étroits
associés à l’accélération relativiste des particules, avec un coût de calcul réduit et une capacité
de mémoire faible.

x - axis

px - axis

x - axis

p x - axis

Figure 5.9 – f(t, x, px) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 110.ω−1
p

x - axis

px - axis

x - axis

px - axis

Figure 5.10 – f(t, x, px) (gauche) et grille adaptative (droite) au temps t = 176.ω−1
p

5.3.6 Analyse de performance
L’analyse de performance présentée dans cette section a été réalisée sur la machine Za-

hir (IBM eServer p690, p690+, & p655) de l’IDRIS (Institut du Développement et des Res-
sources en Informatique Scientifique, CNRS, France). Le calculateur Zahir est un système multi-
processeurs à mémoire partagée de 1024 processeurs Power4 et Power4+. Avec une fréquence de
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x-axis

px- axis

x - axis

px - axis

Figure 5.11 – Agrandissement local de l’espace des phases

1.3 GHz, la performance théorique de crête est de 5.2 Gflop/s par processeur. L’instruction de
niveau 1 à une taille de 64 KB et le cache une taille de 32 KB, alors que le cache et l’instruction
secondaire ont une taille de 1.5 MB. Même si notre schéma semi-lagrangien adaptatif décrit
dans la section 5.3.4 et notre code semi-Lagrangien non adaptatif sur maillage uniforme [117]
sont implémentés en parallèle, toutes les simulations de ce paragraphe on été réalisées avec un
seul processeur afin de mesurer l’efficacité intrinsèque de chaque algorithme numérique et non
la méthode de parallélisation. Pour chaque cas test on présente le temps consommé en seconde
après 1600 pas de temps. On compare alors le temps donné par deux schémas numériques. Le
premier noté “S.-L.-adaptatif” est décrit dans la section 5.3.4. Le second, noté “S.-L.-uniforme”
est un schéma semi-Lagrangien classique sur un maillage uniforme [117]. Dans [117], le schéma
semi-Lagrangien qu’on a développé est basé sur une grille uniforme de l’espace des phases alors
que l’interpolation de la fonction de distribution à l’origine des caractéristiques - calculées
comme la solution d’un problème de point-fixe grâce à un algorithme de Newton - est réali-
sée avec des splines cubiques. Les notations ILPP%RPI, ILPO%SIT and ILPO%LWF réfèrent
respectivement aux cas tests 5.3.5.1, 5.3.5.2 et 5.3.5.3. Pour le cas ILPP%RPI, l’algorithme
adaptatif démarre avec une fonction de distribution de 26 × 210 points ; les niveaux ̊x = 6 et
̊px = 10 ; trois niveaux de raffinement ; et un seuil ε0 = 10−6. On désigne cette grille adaptative
par 26+3 × 210+3. Dans le cas ILPO%SIT on prend une grille adaptative 28+3 × 28+3 et un
seuil ε0 = 10−8. Notons que la taille de la grille uniforme correspondante est pour le schéma
“S.-L.-uniforme” de 211× 211 points. Pour le dernier cas ILPO%LWF le seuil ε0 est fixé à 10−8

et la grille adaptative est 210+3 × 28+3. Les temps de calcul sont résumés dans le tableau 5.1.

Cas test. Scheme
S.-L.-adaptatif S.-L.-uniforme

ILPP%RPI 3000s (50m) 5280s (1h28m)
ILPO%SIT 6060s (1h41m) 8220s (2h17m)
ILPO%LWF 23760s (6h36m) 32992s (9h10m)

Table 5.1 – Temps de calcul en secondes

5.4 Le modèle de Vlasov-gyrocinétique

5.4.1 Introduction

Le CEMRACS 2003 marque le début de ma collaboration avec l’équipe “gyrocinétique”
du CEA Cadarache (IRFM), constituée entre autres de Xavier Garbet, Philippe Ghendrih,
Virginie Grandgirard et Yanick Sarazin. Aujourd’hui cette collaboration se poursuit sous la
forme d’un contrat EURATOM-LRC. Pendant l’été 2003, lors du CEMRACS j’ai travaillé
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avec Virginie Grandgirard pour mettre au point et améliorer la méthode numérique semi-
Lagrangienne qui est maintenant le coeur du code GYSELA développé au CEA Cadarache
[131, 133]. C’est sur la base de cet algorithme que le code GYSELA a poursuivi ses développe-
ments récents [197, 113, 132], notamment avec l’ajout des effets de courbure et de gradient du
champ magnétique. Le code GYSELA résoud les équations de Vlasov-gyrocinétique en géomé-
trie torique (équations (3.1) et (3.6)) et en géométrie cylindrique (équations (3.5)-(3.6)). Dans
cette section nous présenterons l’algorithme de résolution et des résultats numériques dans le
cas cylindrique. Comme nous l’avons déjà expliqué dans l’introduction du Chapitre 3, l’étude
de la turbulence gyrocinétique (générée par les micro-instabilités qui se développent au sein
du plasma) est primordiale pour calculer les diffusivités thermiques turbulentes dont dépend
le temps de confinement de l’énergie dans un plasma de fusion. L’approche cinétique apparait
essentielle car l’interaction résonante non linéaire onde-particule joue un rôle important dans
la quantification du niveau de la turbulence.

5.4.2 Approximation numérique

Dans ce paragraphe on présentera brièvement la méthode pour résoudre les équations (3.5)-
(3.6) car elle repose sur les mêmes ingrédients que celle développée pour les systèmes Vlasov-
Darwin et Vlasov-Poisswell dans le paragraphe 5.2.3. Puisque le champ de vecteur qui génère
le flot Lagrangien dans l’espace des phases est à divergence nulle (propriété d’incompressibilité
de l’espace des phases), i.e.

∇⊥ · (JµvE) + ∂z(v‖) + ∂v‖(JµEz) = 0

alors l’équation de Vlasov-gyrocinétique peut se réécrire sous la forme conservative suivante

∂tfµ +∇⊥ · (JµvEfµ) + ∂z(v‖fµ) +
qi
mi

∂v‖(JµE‖fµ) = 0 (5.43)

L’équation (5.43) peut être résolue (cf [145]) en la décomposant (“splitting” en temps) en trois
équations de transport écrites sous forme conservative

∂tfµ +∇⊥ · (JµvEfµ) = 0, (5.44)
∂tfµ + ∂z(v‖fµ) = 0, (5.45)

∂tfµ +
qi
mi

∂v‖(JµE‖fµ) = 0. (5.46)

Puisque on a ∇⊥ ·(JµvE) = 0, ∂z(v‖) = 0 et ∂v‖(JµEz) = 0, le sytème conservatif (5.44)-(5.46)
est équivalent aux équations de transport suivantes écrites sous forme advective

∂tfµ + JµvE∇⊥fµ = 0 (5.47)
∂tfµ + v‖∂zfµ = 0 (5.48)

∂tfµ +
qi
mi
JµE‖∂v‖fµ = 0 (5.49)

où JµvE = vJµE. Puisque la fonction de distribution est constante le long des courbes ca-
ractérisques associées à chaque opérateur de transport, le schéma numérique est basé sur la
résolution des trois équations d’avection (5.47)-(5.49) par une méthode semi-Lagrangienne en
arrière, c’est à dire en résolvant l’origine de l’ensemble des courbes caractéristiques associées à
chaque équation de transport du premier ordre, qui se terminent en un point du maillage sur
un pas de temps fractionnaire comme cela est fait dans la section 5.2.3.1. Soit Tr,θ(t) l’opéra-
teur d’évolution associé à l’équation de transport (5.47), Tz(t) l’opérateur d’évolution associé à
l’équation de transport (5.48) et Tv‖(t) l’opérateur d’évolution associé à l’équation de transport
(5.49). Le splitting de Strang qui permet d’obtenir une approximation d’ordre deux en temps
de l’opérateur d’évolution global T (t) s’écrit

T (2∆t) = Tv‖(∆t) ◦ Tz(∆t) ◦ Tr,θ(2∆t) ◦ Tz(∆t) ◦ Tv‖(∆t) +O(∆t2). (5.50)
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La résolution des courbes caractéristiques (ici des droites) associées aux équations de transport
(5.48) et (5.49) est immédiate puisqu’il s’agit d’advections à coefficients constants. Par contre
la résolution des courbes caractéristiques associées à l’équation de transport (5.47) est plus
délicate. En effet si considère l’action de l’opérateur d’évolution Tr,θ(2∆t) entre les instants
t−∆t et t+ ∆t, la valeur du champ électrique au temps t est nécessaire si on veut conserver
un schéma d’ordre deux en temps (formule de quadrature du point milieu en temps). Cette
valeur est calculée en utilisant deux fonctions de distribution décalées entre elles d’un pas de
temps ∆t. En utilisant une approximation parabolique pour approcher la caractéristique au
temps t et puisque l’équation différentielle du premier ordre des courbes caractétistiques est à
la fois à condition finale et initiale on est amené a résoudre un problème de point fixe par une
méthode de Newton ou de Taylor. L’interpolation de la fonction de distribution à l’origine des
caractéristiques est réalisée en reconstruisant la fonction de distribution sur tout l’espace des
phases par des splines cubiques. En ce qui concerne le champ et le potentiel électrique ainsi que
l’opérateur de gyromoyenne, ils sont résolus comme cela a été fait dans le paragraphe 3.10.1
du Chapitre 3.

L’algorithme global de résolution s’écrit de la manière suivante. Si on suppose que l’on
connait la fonction de distribution au temps tn−1 et tn, alors on effectue les étapes suivantes

1. On calcule JµE(tn) à partir des fonctions de distribution fµ(tn) et de l’équation de
quasi-neutralité (3.6) où cette dernière et l’opérateur de gyromoyenne sont résolus dans
le paragraphe 3.10.1.

2. On calcule les fonctions de distribution fn+1
µ = fµ(tn + ∆t) en utilisant les fonctions de

distribution fn−1
µ = fµ(tn − ∆t) et le champ électrique JµE(tn) selon l’algorithme de

décomposition (5.50) et le principe semi-Lagrangien décrit plus haut, i.e.

• f (1)
µ (r, θ, z, v‖) = Tv‖(∆t)f

n
µ = f?µ(r, θ, z, v‖ −∆tJµEz(tn)).

• f (2)
µ (r, θ, z, v‖) = Tz(∆t)f (1)

µ = f (1)
µ (r, θ, z − v‖∆t, v‖).

• f (3)
µ (r, θ, z, v‖) = Tr,θ(2∆t)f (2)

µ

= f (2)
µ (r(x?, y?), θ(x?, y?), z, v‖)

avec r =
√
x2 + y2, θ = arctan(y/x), X? = (x?, y?) = X − 2d?, où X = (x, y) est un

point du maillageMh et d? = (d?x, d
?
y) est la solution du point fixe d = ∆tvJµE(tn, X−d)

en la variable d, résolu par une méthode de Newton ou de Taylor.

• f (4)
µ (r, θ, z, v‖) = Tz(∆t)f (3)

µ = f (3)
µ (r, θ, z − v‖∆t, v‖).

• fn+1
µ (r, θ, z, v‖) = Tv‖(∆t)f

(4)
µ = f (4)

µ (r, θ, z, v‖ −∆tJµEz(tn)).

3. Algorithme leap-frog :
fµ(tn−1) est remplacée par fµ(tn)
fµ(tn) est remplacée par fµ(tn+1)

5.4.3 Instabilité ITG

Le cas physique que l’on étudie est l’instabilité de gradient de température ionique aussi
traité dans le paragraphe 3.11.2 du Chapitre 3. La condition initiale est semblable à celle du
paragraphe 3.11.2.

5.4.3.1 Régime linéaire

La validation de la phase linéaire est réalisée en vérifiant le taux de croissance du mode
(m,n) = (8, 2) dont la valeur analytique est égale à γ = 6.259× 10−3 [131]. Le taux numérique
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∆t/Ω0 0.1 0.5 2 8 10
max(R(L1)) en % 1.7× 10−4 7.9× 10−4 2.7× 10−3 3.1× 10−4 3.4× 10−3

max(R(L2)) en % 2.6× 10−1 1.8× 10−2 2.5× 10−4 2.2× 10−5 2.2× 10−5

max(R(S)) en % 1.8× 10−7 9.0× 10−5 4.5× 10−4 5.4× 10−4 6.0× 10−4

max(R(Etot)) en % 1.76 13.3 60 93 97

Table 5.2 – Valeurs maximum entre t = 0 et t = 3000/Ω0 des erreurs relatives en pourcentage
de la norme L1, la norme L2, l’entropie S et l’énergie totale Etot

γnum est calculée par une interpolation linéaire entre l’instant initial t = 0 et l’instant final
de la phase de croissance exponentielle de l’énergie électrique t = 500/Ω0 (Ω0 est la fréquence
cyclotronique), i.e. γnum = 1

t

(
ln
(»∫

dθdz|φ(r0, θ, z)|2
)
− β

)
. La valeur numérique obtenue

est égale à 6.15 × 10−3, ce qui est en bon accord avec la valeur analytique (erreur relative de
2%.

5.4.3.2 Régime non linéaire

La structure Hamiltonienne du système Vlasov-gyrocinétique (3.5)-(3.6) implique que l’éner-
gie totale Etot = Ekin + Epot où

Ekin = 2π
Ωi
qi

∑
µ∈Ξ

∫
fµ

Å
µB +

1
2
miv

2
‖

ã
dV et Epot =

qi
2

∫ Ñ
2π

Ωi
qi

∑
µ∈Ξ

∫
Jµfµdv‖ − ni0

é
φdr

avec dV = drdv‖ = rdrdθdzdv‖, est conservée ainsi que l’entropie cinétique et toutes les normes
Lp de la fonction de distribution fµ.

Le tableau 5.2, donne l’erreur relative, notée R(I), de certains invariants I pour une dis-
crétisation de l’espace des phases de 64 points dans chaque direction. Les résultats du tableau
5.2 montrent que le code semi-Lagrangien conserve un certain nombre d’invariants du système
avec une bonne précision. Pour un pas de temps ∆t = 0.1/Ω0, la norme L1, la norme L2 et
l’entropie sont conservées avec une erreur relative inférieure à 0.3%. L’erreur relative de l’éner-
gie reste en dessous de 2% pendant toute la phase non linéaire. Les valeurs maximum (prise
entre t = 0 et t = 3000/Ω0) des erreurs relatives, reportées dans le tableau 5.2 montrent que
les tests sur la conservation des normes Lp (p = 1, 2) et de l’entropie sont nécessaires pour
la validation du code dans la phase non linéaire mais ne sont pas suffisants. En effet pour un
pas de temps ∆t = 10/ω0 ces trois quantités sont conservées avec une précision meilleure que
0.004% alors que l’erreur relative sur l’énergie totale atteint une valeur inacceptable de 97%. La
conservation de l’énergie totale apparait comme le test de validation le plus difficile à réaliser.
L’évolution temporelle du flux de chaleur

Q(t, r) = 2π
Ωi
qi

∑
µ∈Ξ

∫
fµ

Å
µB +

1
2
miv

2
‖

ã
vJµE · er

dθ

2π
dz

Lz

au point r = r0 et de l’énergie potentielle Epot(t) sont tracées sur la figure 5.12 pour quatre
pas de temps ∆t = 0.1/ω0, ∆t = 0.5/ω0, ∆t = 2/ω0 et ∆t = 8/ω0. Cette figure montre
qu’une erreur relative de 93% sur l’énergie totale entraine des modifications significatives sur
les résultats physiques. Cependant une erreur relative de l’énergie totale autour de 10% conduit
à de faibles différences du flux de chaleur et de l’énergie potentielle Fig. 5.12.

Le code ne permet pas seulement de conserver l’énergie totale avec une erreur relative
inférieure à 2% (pour ∆t = 0.1/ω0) mais permet aussi de simuler la turbulence dans le régime
non linéaire lorsque celle-ci est bien développée. En effet la figure 5.13 montre l’évolution de
l’énergie cinétique, potentielle et totale jusqu’au temps t = 9500/Ω0 pour le maillage (128 ×
256× 128× 64) dans les directions (r, θ, z, v‖) et un pas de temps ∆t = 0.5/ω0.
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Figure 5.12 – Evolution en temps du flux de chaleur Q (a) au point r = r0 et de l’énergie
potentielle (b) pour quatre pas de temps ∆t = 0.1/ω0, ∆t = 0.5/ω0, ∆t = 2/ω0 et ∆t = 8/ω0.

Figure 5.13 – Evolution de l’énergie cinétique, potentielle et totale pour un maillage (128 ×
256× 128× 64) dans les directions (r, θ, z, v‖) et un pas de temps ∆t = 0.5/ω0
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Conclusions et perspectives

Comme nous venons de le voir ce travail regroupe un ensemble de résultats dans le domaine
des mathématiques appliquées à la physique des plasmas, allant de la modélisation mathéma-
tique à la simulation numérique des modèles en passant par l’analyse mathématique de ces
modèles et des méthodes numériques que l’on a développées pour les résoudre.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. En premier lieu un effort important de
recherche sera mis sur la modélisation mathématique et la simulation numérique de plasmas
magnétisés de fusion à travers les modèles gyro-water-bag et les modèles gyrocinétiques en
variables non canoniques classiques ou en variables action-angle. On souhaite tout d’abord
ajouter les effets de courbure et de gradient du champ magnétique ce qui est déjà en cours
pour l’analyse linéaire. Par ailleurs on a commencé une étude comparative entre les modèles
réduits gyro-water-bag et le modèle Vlasov-gyrocinétique dans le cas de la géométrie cylin-
drique pour valider ce concept de réduction dans des situations physiques réelles. En outre la
comparaison des divers modèles réduits obtenus, leurs analyses mathématiques et leurs approxi-
mations numériques restent une perspective de recherche très riche. Comme nous l’avons vu
les méthodes numériques développées pour la physique des plasmas s’appliquent aussi dans le
cadre de l’astrophysique, c’est pourquoi nous souhaitons aussi développer cet axe de recherche.
En ce qui concerne l’interaction laser-plasma (fusion par confinement inertiel) nous souhaitons
enrichir la physique de nos modèles en ajoutant la dynamique Vlasovienne des ions, et une des-
cription cinétique de la dynamique transverse, ce qui nous conduira à considérer de nouveaux
algorithmes numériques pour résoudre ce problème de dimension supérieure. Nous souhaitons
aussi développer de nouvelles méthodes numériques parallèles performantes sur des maillages
adaptatifs et sans maillages pour la physique des plasmas fondamentale. Enfin un dernier axe
de recherche concerne certains problèmes fondamentaux en physique des plasmas, comme le
traitement de la filamentation, la validité de l’approche statistique (équation de Vlasov) lorsque
les effets de grains (corrélations multiples) existent et la validité de la théorie quasi-linéaire sur
laquelle repose un grand nombre de développements analytiques et numériques en physique
des plasmas.

Les travaux futurs s’inscriront dans le cadre d’une collaboration pluridisciplinaire associant
des chercheurs de l’équipe “Plasmas Chauds” de l’Institut Jean Lamour via le projet STeFI
(Sciences et Techniques de la Fusion-ITER), des mathématiciens appliqués du projet INRIA
CALVI (CALcul et VIsualisation) localisé à Nancy (Institut de mathématique Elie Cartan
de Nancy, IECN) et Strasbourg (Institut Recherche Mathématiques Avancées, IRMA) et des
physiciens de l’Institut de Recherche sur la Fusion Magnétique (IRFM) au CEA Cadarache avec
lesquels je travaille activement notamment grâce au contrat LRC (Laboratoire de Recherche
Correspondant) entre mon laboratoire et le CEA de Cadarache.
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